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Liter atur-Nach Weisungen und Nachträge. 

C. Kap. XIV— XVII. 

Projectivisclie BeliandlTiiig der Kegelseinitte. 

XIV. 

67) § 268, S. 443. Vergl. Flüeker „AnalytiscJi-Geöinetrisclie Ent- 
wickelungen". 2 Bde, 1838. 

68) § 273, S. 450. Tei'gl Poncelet's „Ttait^ des ptopriötös pro- 
Jectives des flgures" 2. Ausg-, Bd. 1, Nr. 48 f., 56 f. Daan die Betraeh- 
tnngen von Chasles im „Aper9u Matoriqce" etap, V, §g 11 — 17, und 
§§ 365, 431 dea Testes. 

69) § 273, 3. S. 451. Vergl. meine „Geometrische Mittheiluagen" 
Vn in Bd. 29 der „Vierteljahrs clirift der Züricher ITaturforecher-Gescll- 
Bchaft" S. 343, inahesondere 8. 346 f. Für ri,r,,r^ als Radien und 
c,, Ci,c, als CeatraldiBtftuBen (mit c, -|- »'s "t ''s = ■*) ist die Bedingung 
e^CjC, -[- Cir|'+ Cjrj* + C3r5^^= 0. Für die Potenzen p^^p^.p^ eines 
PunBes folgt daraus leicht Sc,Pi^=0, so dafs z, B. die Punkte eines 
dritten Büsäelkreisea die Beziehung y,':^5'^ — c, :e^ erfüllen müssen, 

70) § 278, 2, S. 466. Vergl. Foncdet's vorher genanntes Werk; 
Bd. 1, Art. 427. Zu B. 2 § 278 u. B. 4 § 386 heachte man die Ände- 
rung der alten Terminologie vom Viereck imd Vierseit in die neuere 
projectiyische. 

71) §280, S.458. DerSi 
des „Journ, de l'^cole polyt." 1 
Einwand ist von Todh/wnter. 

72) % 284, 8. 465. FUcker gab diese» Satz „Entwickel." Bd. 1, 
S. 240 und 257. Vergl. überhaupt den Sohlufsparagraph 10 daselbst. 

73) § 236, 8. 466. Der Pa$caVic\i& 8atz stellt dem Inhalt nach in 
dar Schrift von 1640: „Essais poni les Coniques", Bericht von Leibniä 
über den »hm vorgelegten geometrischen Nachlafa von Pascal in einem 
Briefe an Perier vom. 30. Aug. 1676. 

74) § 285, S. 466, Für eine Erweiterung desselben Beweiaver- 
fahrens nnd des Poscorschen Satzes etc. vergl. Lachlan's Note in Bd. 15 
des „Messenger of Mathematics" 3. 165 f. Hat man zu einem Kegel- 
schnitt s = drei Paare von Eegelachnitten u,u*; «,«*; j«,I(j*, so dafs 
die je gemeinsamen Punkte derselben in s liegen, d. h. ist 

s~lu— 1*M*, =fKf — fi*«*, = j-aJ — »'je*, 

oder die vier Schnittpunkte von v, w liegen mit denen von n*, w* auf 
einem neuen Kegelschnitt Sj^jid — vw; ebenso die lu, m und die 
w* ti* auf Äj E^ rjii — li[ und die u, v mit den u", v* in s, ^ Am — fiw: 
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X Literatrur-Nachweisungea und Kaühkäge, 

und diese drei neuen Kegelschnitte getörcE zu einem Bäschel. Zahl- 
reiclie SpecialMlle, 

75) § 286, 2, S. 467. Der Beweis watd dem Verfasser uftabhängig 
von de Morgan und Burnside mitgetheilt. Aus § 238 letzter Zusatz 
folgt, dafs die vier Kreiae, welche den Dreiecken aus vier Geraden um- 
gesonrieben sind, dnrch. einen Punkt, den Brennpunkt der z^ehörigen 
Parabel, gehen. Tür fünf Gerade bewies Miguel (Catalan'a „Ttöoremes 
et Probl&mes de G^omötrie ^Änentaire" S. 93), da& die Brennpunkte 
der fnnf Parabeln, welche sie zu vieren berühren, auf einem Kreiae 
liegen. Die Kreise, die in solcher Art den sechs Pünfseiten aus sechs 
Geraden entsprechen, gehen dnrch einen Punkt, imd aus den von sieben 
Geraden gebildeten Sechsseiten erhält man so sieben Pnnkte eines 
Kreises; etc. in inf. CUfford .JEducat. Times" Dec. 1870, jetzt „Mathe- 
matical Papera by W. K. Clifford" S. 38—64. 

76) § 285, 3, 8. 467. Der Beweis in B. 3 ist von Moore. 
77} § S86, S. 468. So sprach den Satz MacUurin 1685 ans. 

78) § 288, S. 476. Steimr lenkte die Anfmerksamkeit der Geo- 
meter auf die volbländige Pigur des Pascal'schen Sechsecks in 
„Gergonne's Annal." Bd. 18, S, S19, 1827. „Werke" I, S. 450 f Seine 
Sätze ergänzte Plücker „Crelie's Joum." Bd. 6, 8. 268 (vergl. Steiner 
„System. Entwickel." S. 311); später haben ifesse ibid. Bd. 24, S. 40, 
Bd. 41, S. 268; Go/yiey Bd. 41, S. 66; Kirkmami „Cambridge and Dublin 
Math, Joum." Bd. 5, 8. 186 das System untersucht; sodann Grossman/n 
„Jonm. f Mathem." Bd. 68, S. 174, v. Staudt, Cayley und Hesse (ibid. 
Bd. 62, 8. 142, „Quarterlj Joum." Bd. 9, 8. 343 und „Joum. f. Mathem." 
Bd. 63, 8. 193) neue Beiträge dazu gegeben. Siehe Boss«'« „Vorlesungen 
ft. d. analyt, Geom. d. Kreises u. d. g. Linie", Leipzig 1866, Vorl. 10, 
u. Stdner's Vorlesungen „Theorie der Kegelschnitte" v. Schröter (Leipzig 
1867) S. 128 f. (1890 S. 121 f. u. 613 f ), Oci^ey leitete die Eigenschaften 
der Figur aus der Projection der fünfzehn Durehschnittslinien von sechs 
Ebenen ab; ebenso neuestens Gremorta die sogleich zu erwähnenden 
neuen Ergebnisse von Verone$e durch Projection der fünfzehn Geraden 
einer Flache dritter Ordnung mit Doppelpunkt aus diesem (an dem 
sogleich anzuführenden Orte). 

Die Dttaütät zteUchen, den entdeckten Eigensdhaßen der Fima- des 
vollständigen PascaVscken Sedtsecks ist durch Giws. Veronese näher be- 
stimmt worden in „Nuovi Teoremi sull' Hexagrammum Mysticum" 
Bd. 1 der 3, Ser. der „Memor. della Classe di Scienze fisische, matemat, 
e naturali" der R. Accademia dei Lincei (1877, 4. 61 S.) Die tJnter- 
snohnngsmethode ist die der perspectivischen Dreiecke wie in § 287, 
288 des Testes; sie wird erweitert in der Betrachtung der 27 Dreiecke, 
welche von dreimal drei Punkten ^„ A, Ja; B,, Bj, B,; 0,, Og, Cj 
auf drei Geraden aus einem Punkte gebUdet werden; diese Dreiecke 
bilden 36 Temen und die Perspectiv-Äien jeder Terne gehen durch 
einenPunkt, die so erhaltenen 36 Pnnkte liegen zu vier in 27 Geraden; 
femer für vier Dreiecke imd vier Vierecke, welche das erste mit dem 
zweiten, das zweite mit dem dritten, das dritte mit dem vierten und 
das vierte mit dem ersten perspectivisch liegen — wenn die vier Per- 
spectivcentra der Dreiecke in einer Geraden sind, so gehen die 
Perapectiv-AKen durch einen Punkt und für die Vierecke liegen die 
vier aus ihren Dreiecken also entspringenden Punkte in einer Grcraden; 
und ans zwei perspectivischen Dreiecken Ä,B,Ci,A^B^Gf wird durch 
die Ecken B,Ci, B,C, oder A,, C,-4„ C^A^ oder B, nnd A,B„ A^B, 
oder Cj ein drittes zu beiden perspectivisches Dreieck gebildet und 
gezeigt, dafs die drei Perepectivcentoa in einer Geraden liegen. 
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Nach Ableitung der 10 conjugirten Paare der Steiner'schen 
Punkte ff nnd der 60 den Pascal'flchen Geraden p zugeordneten 
Kirkmann'achen Punkte H folgen die wichtigen Sätze: IHe 60 Geradenp 
und die 60 Funkte H bilden sechs Figuren ji von je 10 Fjmkten M, 
die zu drei auf mt^echenden Geraden liegen, je 10 Paare ent^reckeitder 
Elemente von sechs verschiedenen Folareystemen Zwei dieser Figuren sr 
haben vier Punkte G' in eiuei Cieraden j und die vier entapreäienden 
Geraden g aus einem Punkte J gemein? dazu aechs der 46 Punkte P, 
in denen aioh die 15 Pundameu talgeraden in Paaren sohneideu, welche 
zu drei in lier Geraden « liefen, die einzeln den vier übrigen 
Figuren a angehören und durch jene vier Punkte ff gehen. Drei der 
Figuren n haben einen. Punkt ff und die entaprecheade Gfcrade g 
gemeiu. Die 45 Punkte P bilden 16 Dreiecke Jjf., welche den 
15 Paaren t, 1: der Beeha Figuren jr entsprechen ; durch die Ecken von 
zJjj, geht keine der Geraden g der Systeme i, k; die 30 Punkte P einer 
Figur Jt werden von den Ecken der Dreiecke ^ü, der 10 Paai'e aus 
den fünf andern gebildet. Die 12 Geraden g durch die Ecken von ij,.;. 
schneiden aich Smal zu dreien in vier Punkten G und in vier Punkten 5^; 
jene liegen in. den vier Geraden g, diese entsprechen vier Geraden p 
beider Figuren ü. In zwei Figuren « giebt es zwei Vierseite aua 
Geraden p, deren Ecken Punkte H sind und deren Seiten sich paar- 
weise in Punkten P des Dreiecks ^;j. der beiden Figuren und in 
Punkten ff ihrer Geraden j begegnen; die 12 Bckcn derselben Kegen 
in Paaren auf sechs Geraden v^,, welcbe paarweis durch die Ecken 
des Dreiecks ^^^ gehen und mit seinen Seiten harmonisclie Gruppen 
bilden, so dafs alle sechs in vier Punkten Z^ zu dreien zusammen- 
treffen; es giebt 90 solche Geraden und durch jeden Punkt H gehen 
drei von ihnen; der Punkte Z, sind 60 nnd in jeder Geraden u,j liegen 
zwei. Die vier Punkte ff einer Geraden j und die Schnittpunkte Y 
derselben mit zwei Seiten dea Dreiecks iJ,j, der zugehörigen Figuren ji 
bilden eine Involution. Drei Pimkte Z^ , welche den Geraden p eines 
Punktes ff entsprechen, liegen in einer Geraden g; die vier Geraden g 
zweier Figuren jt und zwei der Geraden aus ihrem Punkte J nach 
Ecken dea gemeinsamen Dreiecks ^^j. bilden drei Paaj.'e einer Involution. 
Zwei Figuren ti enthalten zwei Vierecke von Punkten H paarweis in 
vier Geraden g aus dem zugehörigen Punkte J, und die Perspectiv- 
Asen ihrer Dreieckspaare sind die Linien p, welche in den vier andern 
Systemen k durch die ersten bestimmt wei'den. Ihre Polaren in den 
beiden Figuren ir begegnen sich paarweis in den vier Punkten ff der 
Geraden j derselben und in den vier Perspectivcentren Z, ihrer 
Geraden g. Somit correspondiren die Punkte ifj, den Geraden p und 
fünf der Figuren « testiinniere daher die sechste. 

In zwei Figuren it liegen die 12 Ecken H der zwei Vieraeite 
ürer p paarweis in sechs Geraden ™, welche zu zweien durch die 
Schnitte itrer Geraden j .mit den Seiten des Dreiecks zlf). gehen und 
die sich noch in 12 Punkten T schneiden, welcke paarweis iu den 
aechs Geraden ü,, derselben liegen; ea giebt 90 Gerade m und 
180 Punkte T. Die drei Punkte Z^, welche den p aus einem H ent- 
^recken, liegen in einer Geraden a,; solcher sind 60, durch jeden 
Funkt Zj gehen drei und sie begegnen sich überdies zu drei in den 
20 Punkten ff. Sie entsprechen eineraeita deuji, andrerseits den S. 
Die 90 Geraden «i„ achneiden sich paarweis in 180 Punkten E, die zu 
drei in den SO p Tiegen rmd in jeder deraelben mit den drei S Paare 
einer Involution bilden. Die Z^ und % bilde^i wie die S und p sechs 
Figuren jf' von je nehn Paaren von Polarsystemm. IHc PunMe ff und 
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J imd die Geraden g, j vmd »,, emä den Systemen (Hp) und (Ze\ ge- 
mein. Fünf dieser Systeme bestimmen em sedistes der jedesmal andern Art 
Und 80 fort. 

Das Sexagramm setzt sich aus wnendlieh vielm Systemen {Z£) zu- 
sammen, deren jedes aus sechs Figwen st bestäü, von denen fünf eme 
Figur des vorhergehenden und eme des folgenden Systems bestimmen, 
mit Aumakme non (Sp), bei welchem fünf Figuirert jt die sechste des- 
selben Systems und eine des Systems {Zg\ bestimmen. Die Pnnktpaaie 
Z^Z„ Z^^Z^, . . . respectiTe Sfcralilenpaare z^z,, 3^3^, ... in einer g 
bez. um einen Cf bilden Involntionen, mit den ai^ehörigen Punkten S 
und €7"bez. den zugehörigen Strf^eny nnd g als Doppelelementen; etc. 

Erwähnt seien noch die Arbeiten von i. Klug „Die Configuration 
des Pascal'sehen Sechsecks im Allgeineinen und in speeiellen Fällen". 
Klanaenbnrg 1898 u. 1899. 144 S. mit 3 Tafeln. Und neuestens in 
Bd. XIV, S. 74 t der „Monatshefte der Mathematik n, Physik", wo sie 
in Verbindung mit der Lehre von den desmischen Vierseiten gebracht ist. 



XV. 

79) § 389, 4, S. 480. Der Sata B. 4 ist von Bumside. 

80) § 299, 5, S. 480. Der Satz in B. 5 rührt von Soberts her. 

81) § 296, 8. 490. Eine vollständige Theorie der Ke^lschnitte 
aus den projectiviachen Gumdsigen Schäften begann Chasles ,^raitö des 
aections coniqnes" {Paris 1865), ohne Fortsetzung. Vergl. Steiner's 
Vorlesungen „Theorie der Kegelschnitte" von Schröter. Leipzig 1867, 
3. Aufl. von E. Sturm. 1898, 

82) % 296, 1, 8. 491. Die Ausdrucksweise des Satzes in B. 1 
gab Toumsend in dem Werke; „Chapters on the modern 
Dublin 1865, Bd. 2, S. 165. Vergl. die elegante Behandlung e 
gemeinen Problems über ptojectivisehe Büschel von Hesse in „Jouin. f. 
Mattem." Bd. 62, S. 188, und im allgemeine» für diesen Gegenstand 
desselben Autors schon genannte „Vorlesungen" (3 bis 7). 

83) g 397, 2, S. 494. Vergl. Schröter's „Steiner, Theorie der Kegel- 
schnitte" % 37 (1867), (1898, % 38). 

84) ga98, 4, S.496. Chasles' „Möm. de Geometrie" (Aper?!! bist.). 

85) g 301, S. 512. Der Hauptsatz wird zuweilen als von Sturm 
bezeichnet; „Gergonne'e Annal." Bd. 17, 8. 180. Er ist aber bereits 
von Desarffnes in dessen Schrift „Brouillon project d'une atteinte aus 
ßvönemens des rencontrea d'une cone avec un plan" (1639) gegeben 
worden, — vergL „Oenvrea de Deaarguea" par M. Poudra; Paris 1861, 
S. 97 — 338. Dieser Entdecker der Involution hat dieselbe bereits mit 
aufserordentlicber Vollständigkeit entwickelt. Vergl. meine „Daratell, 
Geom." Bd. 1, (3. Aufl.) in den „Quellen- u. Liter.-Nachw." die Noten 
zu den Abschn. A) u. B). Ebenda findet man auerat den Begriff har- 
monischer Pole oder conjugirter Punkte. 

86) § 301, 17 u. 18, S. 516, vergl. Stemei-'s Vorlesungen von Schröter 
(1867), § 39 resp. § 40 (1898), 

Die Durchbildung der Oonstruetionen hier und im vorigen § 
S, 505, 508 stammt aus meinen Votlesungen über darstellende und 
projectiviache Geometrie, 
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87) § 308, 3, S. 523. Der Sata tiiiirt von Townsmd Iier. 

88) § Sil S. 532, vergl. g 334, 6, 8. 577. Die Aufgabe ward zuerst 
für das Dreieck und den Breis von Gramer an Caslillion vorgelegt und 
fand in den Berliner Memoiren von 1776 Lösungen von diesem und 
Lagrange; des letzteren Formel conatruirte JEuhr. (Petersbut^er 
Jäöm. Iv^ Die Ausdehnung des Problems anf Polygone gaben Oltagano 
und Malfatti; zu Kegels cnnitten gingen für das Dreieck Brianchon 
und Cfergonne aber; die Lösung TOn Patuxlet steht in seinem „Traitä 
des proprietÖB proj." 8. 352, 3. Anag. 8. 340. Der angegebene Beweis 
der Poneelet'schen Construction ist von Townsend. 

89) § 313, S. 637. Dieselbe ist auerst von nMcker aufgestellt 
worden („AnflL-geom. Entw." II, 8. 61 f. und .^relle'a Journal" Bd. 10, 
S. 84 f.), indefa äre Wurzeln zu Poncelet und de la Hire geben, 

90) § 313 9 S B41 Vergl in Mathemat Annalen" Bd 5 spätere 
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95) § 316, 2, 8. 549 — eine von Hart herriibiende Gleichung. 
Die Parabelachaai au drei Tangenten vom Testsohlufs behandelte 
Steiner („Gesammelte Werke" I, S. 134, 201) und, zum Teil in anderer 
Richtung, Flacker „Anal.-geom. Ent Wickelungen" II, 8. 202, S15. 
Die Behandlung der Ellipse zu drei Tangenten mit dem Mittelpunkt 
und den Halbaien a, b nach der Methode der escentriBcben Anomalie 
(gg 173, 183, 208, 243, 6- u. 378, 4) giebt nach Walker den 8ata: Pär 
P, Q, M als Seitenmitten des Tangentendreieckes und a, ß, y als die 
eseentrisohen Winkel ihrer Berührungspunkte ist die Pläche des Drei- 
ecks ÖOÜ gleich |-ffi& tan4(P — 7). Man leitet daraus den Satz von 
i^oiwe ab, dafs das Dreieck: aus den Polaren der Seitenmitten einer 
Tangentendreiseite für alle eingeschriebenen Eegelsehnitte constante 
Fläche hat. Für einen allgemeinen 8atz über die Flächen solcher 
Polardreieoke vergl. § 382, 9. 

96) g 316, 6, S. 660. Dieser Übergang ward von Mart gezeigt. 

97) g 317, 8. 661, Vergl. Witoortft „Messenger of Math," Heft 10, 
S. 71. 
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98) § 317, 1, S. 563. Die gegebene Lösung ist von P. Serret, 
„Nouvellea Annalea" Bd. 24, S. 145. 

99) § 317, 2, 8. 564. Tergl. ifesse's Abhandlung „De Cnrvis et 
Superflciebus secundi ordinia", „Crelle's Journal" Bd. 20, S, 301. Dafa 
die harmonisch, conjogierten in den Diagonalen eines Vierecks eh den 
Punkten einer Gieräden wieder in einer Geraden liegen, bemerkte 
J. Steiner „Crelle's Journal" Bd. 3, S, 212. In Messe's Abhandlung 
findet man auch den Begriff haimouischet Pole oder conjugirtei Punkte 
zuerst wieder; Besm-gues' Schriften fehlten noch. 

100) § 317, 5, S. 666. Ein Satz von MÖUm in der Abhandlung 
„Journal f Math." Bd. 26, S. 26 f.; jetzt „Werke" I, S. 697. Möbius 
hat die Relation sofort in die Gleictung zwischen den Eadienveotoren 
und den Längen von vier örfcern eines Planeten umgesetzt u. s. w. 

101) g 317, ö, S. 665. Beweis von Bwmside zu einem Saiae von 
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108) § 319, S. 660. Diese Methode wurde von Joaehivtsthal ein- 
geführt in „Crelle's Jontnal" Bd. 33, S. 373. 

104) § 322, 2, 665. Vergl. Hearn's „Eesearcies on conic sections", 

105) § 322, 3, S, 566. Man findet weiteres in Abb. von Oayley 
„Cambridge and Dublin Math. Joutn," Bd. 6, S. 148 u. „Quarterly 
Journal of Math." Bd. 6, S. 26; Bd. 8, S. 21 u, ä20. 

106) § 336, S. 571. Man kann vei^l. Hesse's „Vier Vorlesungen 
a. d, analyt Geom." Leipzig 1866. 

107) § 326, 4, S. 573. Vergl. die an unbewiesenen Sätzen reiche 
Abb. J. Steiner's „Jonmal f. Math." Bd. 45, p. 189 n. „Werke" II, 
S. 447 f. i'ür Yollsiändige geometrische Ableitung sehe man meine 
Abb. „Acta mathem." Bd. 6 S. 331—408: „Über die Durchdringung 
gleichseitiger Eotationshyperboloide mit parallelen Axen." 

108) § 325, 7, S. 574. Yergl. „Crelle's Journal" Bd. 1, S. 161 f. 
n. „Werke" Bd. 1, S, 35 f. § IV. Einen geometrischen Beweis gab 
Hart „Quart. Journ." Bd. 1. 8. 319. Siehe den nach Stemer's Weg- 
weisnng entwickelten von SchrStei' „Journ. f. Mathem Bd 77 S 2S0 
Ferner Ä/folter in „Math. Ann." Bd. 6, S. 597, Die ''teincr sehe Vei 
allgemeinerung „Werte" I, S. 87 f. auf drei paarweis zu berührende 
Kreise statt der Seiten eines Dreiecks hat im Anschluft daran W Godt 
einfach behandelt „Crelle's Joutn." Bd. 34, S. 259--a63 Analytisch 
vergl. man die umiaBsenden Untersuchungen von A Cayley in den 
„Transactions" der Eoy. Society von London 18B2, ^ 253 — 278 und von 
F. Mei-tens in den Abhandlungen der Wiener AkademiP ^on 1875 
42, 8. 4. 

109) § 326, 3, S. 576. Tergl. PlUckm- „Anal geom Entwickel 
Bd. 3, S. 198 Nr, 639. (1831.) 

110) § 327, 8, 577. Das Theorem von Cofnot findet sicli m desse: 
„Geometrie de Position" S. 437. Vergl. Cftaste, „Traitö des sections 
eoniquea". Den Specialfall des Satzes in B. 3 bewies Steiner „Gergonne's 
Annal," Bd. 19, 8. 3. 

111) § 329, S. 682. Die Methode dieses § gab Aronhold in „Journ, 
f. Mathem." Bd. 61, S. 102. Vei^l, auch Qundelfkiger in „Annali di 
Matern," Bd, 5. 
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112) g 380, 3, S. 583. yergl. J. Steiner's Abt. in Bd. 19, S. 37 f. 
der „Anaalea" odei' „Werke" I, S. 189, speciell 8. 198. 

113) § 332, 3, S. 590. Siehe Feuerbaeh'a ,^igen9ch. einiger merkw. 
Punkte des geradl. Dreiecke etc." 1822, S. 38, § 57, Der folgende Be- 
weis ist von Casey und die Ausdehtiimg auf die Kreise des ApoHoniBolien 
Problems, die er gleichfalls beweist, war von Hart gegeben Die Aus- 
drücke in B. 8 rühren her von GaStcart 

114) g 3S4, S. 595. Der Satz von dem Polarenbuscbel eines Punktes 
iat von Lame: „Examen des dsff^rentes möthodes employöea pour re- 
Boudre les problömes de Qöomötne" Paris 1918 

115) § 334, 4, S. 597. Der Satz wt von Butvmde 

116) g 3S4, 5, 8. 597. Dieser Satz rührt her von Wüliam-ion und 
ist eine Form der Oonstraction von Cuiven vierter und dritter Ord 
nung ftua projectivischen Involutionen, mit aelL^it pntHjirechendeiQ 
Scheitelstrahl, 



D. Kap. XVIII— XXII. lEvariaEtentheorie. Methoden der 

Eeeiproeität und der Projection, 

XVIII. 

117) g 337, S. 606. Vergl. GayUy's „Fifth Memoir npon Quantics" 
in „Philosoph. Traijaactions" Bd, 148, S. 434, und nieine „Blemente 
der neueren Geometrie und der Algebra der binären Formen", Leipzig 
1862. I. Kap. Für die Resultante als Discriminante § 342. 

118) § S39, S. 608. Man studiere Aronhold's Abh. „Über eine 
fimdamentale Begrflndang der Invaiiantentheorie" in Bd. 62 des „Journ. 
f, Math." S. 281—345. 

119) g 346, 1, 8. 621. Die Theorie der Doppelverhaltnisse von 
vier Elementen gab zuerst Mobi%ia in „Baryceutr. Calcul" (1827) 
S. 246 f., jetzt „Werke" I, 222 f. Die Gleichheit der drei fundamentalen 
Doppelverhältnisse ist zuerst erwähnt und bestimmt in des Autors 
,3igher plane Curves" 1852, g 205, 8. 192. Vergl. Schröter „Zur Con- 
struction eines äquianharmonischen Syatemes" in Bd. 10, 8. 420 der 
„Mathem. Annalen". 

120) § 347, 8. 024. Battaglini in „Giomale di Matern." Bd, 2, 
S. 170 etc. und Bd. 3, S. 24 etc. hat dieselbe Theorie ausführlich dar- 
gestellt. 

131) § 343, S, 627. Diese Darstellung ist dem Manuswipte von 
Glebsch entaommen, welches er mir nach dem Erscheinen meiner in 
Note 117 genannten Schrift von 1362 als seine Bearbeitung desselben 
Gegenstandes mittbeilte. Man voigl. sein Werk „Theorie der binären 
Formen", Leipzig 1871. 

122) g 349, 8. '030. Für die Theorie der Involution erscheint 
wichtig die Abhandlung von Cayley „Tranaact. of the Cambridge Philos, 
8öc." Bd. 11, 8. 21 (1865). Vergl. „Vorlesungen" 2. Aufl. Kap. XVI, 
Art. 177 f. 

123) § 352, 1, S. 636. Das Beispiel ist von Cremana. 

124) g 363, 8, 639, Siehe Gordan's Entwickelung im 69. Bd, des 
„Journal für Math." u. die Darstellung von Sylvesfet- im „American 
Journal of Math," nach der Methode von Cayley. 



y Google 



Literatut-Kachweisungen und Naoh.träg-e. 



XIX. 

125) § 866, S. 644. Die Qleichuiiß fc=z/j + ife* i9g + 6 @i -f- ^^ = 
findet sich zueiet in Lame: „Esaraeu aes diS4ienteä metbodes". 

126) § 358, S. 647. Te;^l, die Dinsertation von Kmtmer, Giefsen 
1878. Dazu Gundelfimger: „Yorleaungen aua der anal. Qeom, d. Kegel- 
BChnitte" herausg. f. Fr. Dingeldey 1895, wü S. 371—377 alle PäUe 
der Realität und de« Zuaammeiifallens der vier gemein aameu Punkte auf 
die Combinante tp des Kegelacknittbüsolsels (s, § 360, 3) einfach be- 
BOgen Bind, 

Das Buch sei auoli hervorgehohen wegen seiner geBotloBBenen 
Entwicklnng und der Darstellung der metrischen Untersuchungen in 
allgemeinen projectiviachen Coordinaten; sein zweiter Abschnitt .be- 
bandelt die Kegelaclmitt-Bnßcbel und Scbaaren und weiter die Netze 
und Gewebe; der letzte aahbreiche Aufgaben. „Die Metrik in pro- 
jectiTiaoben Coordinaten" entwickelt auch, die dreidimensionale in- 
begriffen, die Züiicber Dissertation von B. Gerlach. 1899. 114 S. 

137) § S58, 2, S. 650. Vergl. meine Abhandlung in Grimert's 
„Archiv d, Math." Bd. 37, S. 20. 

128) § 380, 2, S. 663. Vergl. Sesse's „Vier Vorlesungen", 
Leipzig 1866 (Satz 17), u. P. Sen-et's „GÖom. de direction" (Paris 
1869), S. 130. 

129) § 361, S. 666 und g 362, S. 657. Die Bedeutung der linearen 
Bedingung für die CoefScienten einer Gleichung zweiten Grades zwischen 
den Coordinaten ist 1852 von O. Hesse in der Abhandl, Bd. 45, S. 82 f. 
von „Crelle's Journal" nachgewiesen worden. An die ErgSiiinngen 
Cr. SoiiiKMi's in § 361, 1 knüpfte B. J. Stephen ^aitKs gehaltvolle Ab- 
handlung in „Prooeedings of the London Mathem. Society" Bd. 2 (1868) 
an „Onsome geometricalconstructions", welche die Lösnrig der Probleme 
des § 362 enthält. Nur die Construction des speciellen Problems 
unter 2) S. 660 gab scbon ftüber E. de Jonmiires, Bd. 14, S, 435 der 
„Nonvelles Annales". Man vergleiche auch die Scbrift von S, Picmse( 
„Etüde g^om. des sjstämes ponctuelles et tangentielles des sections 
coniques", Paria 1872 (183 S. S'»); ferner besonders für die algebraische 
Behandlung die Abhandlung von Rosanes (1872) „Über Systeme von 
KegclBchuitten" in Bd. 21 der „Mathem. Annalen" S. 264f. Itosanes 
nennt solche Kegelscbnittpaare conjugirt, während Beye „Geometrie 
der Lage", Bd. 1, S. 228f (3. Anfl.) sie ali «potor bczeictnet (im Zu- 
sammenhang mit seiner Theorie algebraischer zu einander apolarer 
Flächen) und von der Curve zweiter Ordnung sagt, sie „stütze" oder 
„trage" die Curve zweiter Clwse; wofür noch erwäbnt sei die Schrift 
von W. F. Meyer „ApolarilÄlt und rationale Curven". Tübingen 1883. 

Wir haben im T.ext g 371, 3 u. § 404 Gruppen von drei in Paaren 
harmonischen oder conjngirten Kegelschnitten gefunden; und Gerhaläi 
hat in Bd. 6 der „Atti della R. Aec. della Scienze di Torino" (1882) S. 358 f. 
die Gruppen von sechs solchen paarweis harmonisclien Kegelschnitten 
— er nennt sie in Involution — untersucht, an die sieb neuerdings 
ein hohes wissensohaftliches Interesse knüpft. Es betrifft die neuere 
gruppentheoretiflche durch A. Olebseh und F. Klein eingeleitete Theorie 
der Resolventen der aUgemeinen algebraischen Gleichungen höherer 
Grade, nach dem Princip, daß die Vertauschungen der Wurzeln unter 
sich durch lineare Transformationen des Ranines ersetzt werden können. 
(Vergl. Chhseh „Math, Annalen" Bd. 4, 384 „Über das Fünfseit und die 
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Gleichnag 5. Grades" (1871) und das Weck von F. Klein „Voilegungeu 
über das Ifcosaedot und die Auflösung der GleioL.. v. 6. Gr." Leipzig 1884. 
An dorn, vorher genannten Ort folgt unmittelliftr auf die Aibeit von 
Clebsdk der Aufsatz von F. Klein „Über eine geometrische Reprä- 
sentation der EesolTeaten algebraischer Gleichungen" 8. 346, in desaen 
Schlnßahßchnitt 8. 355 die Wurzeln der Gleichung 6. Grades durch 
sechs paajrweia in Involution liegende lineare Complexe diusesteUt 
werden, so daß ihren Tertausehiingen lineare Umformungen des Punkt- 
raumes entsprechen.) Nun hat in Bd, 47 der „Maüi. Annalea" S. öSlf. 
A' Wiman (Land) seine „Untersuchungen über eine einfache Gmppe 
von 360 ebenen CoUineationen" veröffentlicht, welche mit den geraden 
VertauBchnnffen von 6 Dingen holoedrisch komorph ist, und in der ?wei 
verbundene Gruppen von je in 16 Paaren harraonischen Kegels chnittea 
als Elemente auftreten (sechs gleichberechtjgto Ikosaederkegelschnitte), 
In Bd. 50, S. 473f. hat Gerbaldi eine gedrängte Übejaiobt seiner Re- 
sultate angeschlossen. 

130) g 363, 1, S. 662. Satz von Ffmre: „Houvelles Annal." Bd. 19, 
S. ä34. Ibid. SahnoWs Bntwickelungen S. 3i7, 

131) # S63, S. 663. Der Satz in B. i ist von Hart. 

133) § 363, S. 662. Der Satz des B. 5 rührt her von Bumside. 
Vergl. „ZeitBchiift f. Math," Bd, 6, 8. 140. 

133) g 864, 8, 664. Zu diesem und dem vorigen § vergleiche die 
Note von JBellram „Giomaie" Bd. 9, 8. 341, welche von der Betrach- 
tungsweise des § 303 ausgeht. Die Bedingung für das ein- und um- 

eeschriebene Dreieck ward von Cayle^ in „Philosoph. Magaa." Bd, 6, 
, 99 mit Hilfe der Theorie der elliptischen Functionen gegeben — 
wie vorher Jacobi „Crelle's Journ," Bd. 3, 8, 395 für den fieia und 
Richihi ibid. Bd. 5, 8. aso (Or Kugelkreiee gethan. Er beweist auch, 
dafs, wenn die Qnadiatwurzel ans 

nach Potenzen von h entwickelt durch A -\- Bk ~\- CA' + etc, dargestellt 
wijid, die Bedingungen fui die Möglichkeit eines dem Eegelachnitt S= 
umgeschriebenen und dem Kegelschnitt S'=^ eingeschnebenen «Ecks 
fat M =; 3, 4, 5, 6, 7, 8 durch die Anadiücke 

C^O, D = 0, CF — D' = 0, DF—E^=^(», 
OFG+2I)EF—CF^—D^a~E'=0,DFHJr^EFG^Da*^E^II-F',=0, 

ctc, — aämmtlich Determinanten der Ooefflcienten der Eatwickelung ^- 
gegeben sind. Man yorgl. Bosanes and Pasch in „Joum, f, Mathem." 
Bd. 64, S. 126, Moiaard im Anhange zu PoncefcCs „Applications 
d'analyse et de göomötrie" Bd. 1, 8. 335, nnd neuerdings M. Simon 
in Bd. 81 des „Journ. f. Mathem." S. 304 f. und Chmdelßnger in Bd. 83, 
S. 171 respeotive für die lavariantenrelationen und die Beziehung znj 
Bildung von Co Varianten des Bösehels. 

134) Vergl. „Vorlesungen über die Algebra der linearen Trans- 
formationen", 2. Aufl. § 132. 

135) § 368, 8. 671. Die Wichtigkeit dieser Kegelschnitte als Oo- 
vftrianten betonte anerst der Veifaaser „Cambridge and Dublin Math- 
Journ," Bd. 9, B. 30. Entdeckt hatte dieeelben bereits v. Staudt in 
seinem Nimiberger Programm von 1834. (Vei^l. § 434, 8,) 

136) g 369, S. 675, B. 3. Siehe G-imdelßrtger's Abhandl. „Zur 
Theorie des Kcgclscbnittbüschela" in der „Zeitschrift för Math, u. 



y Google 



XVIII Literatur-Naoli-weiBungeii und Nachträge, 

Physik" TOB 1S74, S. 153 f., jetzt in den luiter 126) genajmteii „Tor- 
lesDUgen" S, 366 f. 

187) § 369, 8, S. 678. CmUy hat in „Quart. Jouin." Bd. 1, S, 344 
das Problem nntersTicht, dea Ort der Spitze eines Dreiecks zn finden, 
das einem Kegelschnitt S rangesohiieben ist, indesa die BsiBiaeuken 
gegebene Carven durehlaofen. Sind diese Kegelschnitte, so ist der Ort 
von der Ordnung acht nnd berührt 8 in den Punkten, in denen ihn 
die Polajen ihrer Schnittpunkte in Bezug auf S schneiden. 

138) § 369, 10, S, 678. Vergl, „Philos. Mag." Bd. 13, S. S37. 
- 139) § 360, 11, S. 678. Diese projectiTisclie Cuxvenerzeugung ist 
von äalphm „Journal de Math." 1876, S. 96 für S^ als irgend eine 
algebraische Curve benutzt worden, um Singularitäten zu trans- 
fonniren. 

140) § 370, B, 1, 8. 681. OayUy Mb im Wesenthchen diese all- 

gämeine Auflöeong des Problems der Berührungen; „Crelle's Joum." 
d, 39, S. 4, Vergl. ,J'hiloBopli. Magazine", Bd. 27, S. 42. 

141) § 370, 3, S. 685. Diese Gleichung erhielt zuerst Gasey durch 
Betrachtungen der sphärischen Geometrie. („Proceedings of the R, Irish 
Acad." 1866.) 

142) § 370, 4, S, 685. Für diese Ausdehnung dea F^M^rfeacA'Hchen 
Satzes und ihre Erweiterung siehe „Quarterly Journ." Bd. 6, 8, 67. 

143) S. 686. AronhMd'a „Fundamentale Begründung der In- 
Tariantentheorie" in Bd, 69 des „Jonmal f. Math." § 11. 

144) § 371, S. 689. Für die Tranafovmation auf die Hanptaxen 
studire man die Abhandlung von Jacobi, „Orelle'a Joum." Bd. 12, 
S. 50; vergl. Bd. 19, S. 309, und Sesse „Vorlesungen Ober analytische 
Greometrie des Eaumes", Leipzig 1861, S. 237 f., S. Aufl. von Gwndel- 
fi,naer 1876, S. 243 f. ; Wekrstrass „Berichte der k. Freufs. Akad. d. 
WiBsensch." 1858, S. 207, Vergl. § 411. 

145) @ 371, 2 f., 8. 690. Vergl. Gwtdelßnger „Zeitschrift f. Math. 
u. Physik" 1874, S. 153 f. 

146) § 371, 6 f., 8. 692. Die Gleichungen der Schnittpunkte zweier 
Kegelfi chiitte in 6, sowie die Darstellnng der Transformation auf das 
gemeinsame System harmonischer Pole in 7 hat Aronhold a. a. 0. ge- 
geben; siehe 8. S19 f., S. 328 f. 

147) § 373, 3, S. 699. Vergl. Seltrmid „Giomale" Bd, 1, 8, 112. 

148) § 374, S. 702. Vergl. für das vollständige System „Vor- 
lesimgen über Geometrie von A. Ckbsch'^ (Lindemann) (1876) die Anf- 
stellung und Ableitung von Gordan S. 291 f. 

149) § S75, 3, 8. 704. Prof. Gimdelßnger erinnerte mich an dies 
Beispiel. Das Beispiel 4) g 375 ist von Bwnside. Betreffs der Cayley- 
Hermite'schen Oorren merken wir an, dals Cayky's erste Untersuchung 
„A Memoir on curves of the third Order" („Philos, Traneact." 147. Bd.) 
von 1867 ist, während Smtnite's Arbeit in Bd. 67 (1860) des „Journal 
f. Mathem." steht. .Weiteres findet man in der Theorie der Oorren 
dritter Ordnung in meiner Bearbeitung von O. Sabnon's „Analyt. Geo- 
metrie der höheren ebenen Gurren" 2. Aufl. 1882. Kap. V, 

IBO) g 377 f., S. 709 f Die Invariante T ward zuerst von Sylvester 
g^eben und die Relation T='@\„— etc. B. 1) von Bwmide-, von 
demselben auch die ersten Relationen des % 378. Zum System von 
drei temären quadratischen Formen sehe man Gundelßnffer's an 
Bermite anknüpfende algebraisch weiterführende Untersuchungen in 
Bd. 80, 8. 73 f des „Journal f. Mathem." 
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151) g 380, 2 u 3, S, 715 u. § 381, 2, S. 715 sind i 



_-_, „---. J. 717. Vergl. HmsZm/ „Qnaiterly Joum." Bd. 5, S. 177, 
S. 273, und Cayleu über die durch die Brennpuntte eines KeffelsclmittB 
gehenden Kegelschnitte, ibid. S. 275. Die Ectwictinng des TeKteB gab 
Salmon ebenda, S. 307. Über die Behandlnng des Problemja der Brenn- 
punkte als der Algebra binärer Formen mit einer complexen Ver- 
änderlichen z = !s -jf- iy angehörig gab Siebeck eine interessante Ab- 
handlung in „Joum. f. Mathem." Bd. 64, 3. 175, z. B, den Sata: Sind 
die beiden Brennpunktpaare zweier Kegelaohnitte vier harmonische 
" ' ' ' TT ■ Q liggßQ die aoht BerührungBponkte ihrer ge- 

a einem Kreis. Und für die Kegels chnittBchaar 
i Pnnktpaar, das mit den Brennpunkten eines jeden 
r Eegelechnitte yier harmonische Punkte im Kreis bildet. 

Die Anwendung der in den B, von § 383 enthaltenen allgemeinen 
Kesultate auf die einem Dreieck nm- und eingeachriebenen Kegel- 
schnitte (§ 315 f.) und anf die Kegelschnitte mit demselben Tripel 
bannonisoher Pole (§ 312) liefert zahlreiche interessante Ergebnisse. 
Vergl. Steiner's „Vermischte Sätae und Aufgaben" aus Bd. 55 des 
„Jonm. f. Math." oder „Werke" II, S, 669 f. und die darauf beai^liche 
Dissertation „Über einem Dreieck um- und eingeachriebene Kegel- 
schnitte" von BärhoU (Münster 1884). 

163) § 383 bis 389, S. 722. Die hier entwickelte Theorie gab 
Knerst CayUy (1859) in seinem „Sisth Memoir upon Qnantics" in 
„Philosoph. Transactions" Bd. 149. In der deutschen Bearbeitung der 
„Oonic. Sections" erschien sie 1866 in der 2. Aufl. 18S7 veröffentlichte 
I)edekmd aus dem Nachlafs von B. Biematm dessen Habilitatious- 
Hchrift (1854) „Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen" (tlöttinger Abhandlungen XIII), der sich 1868 in gewissem 
Sinne gegenaätdich anBchlofs (aufser Thataachen gegen Hypothesen 
auch encSiche Messungen gegen imendlich kleine): Sehtiholts „Über 
die Thatsa«lieii, die der Geometrie au Grunde liegen" {Göttinger Nach- 
richten). Die Arbeiten für die Sichtung und Feststellung der Axiome und 
über die Möglichkeit verschiedener Geometrien waren eröfEnet, die Jahr- 
hundertfeier von Gaufs, J. Bolyai und Lohiüsckefskij^ würdig einzuleiten. 

154) § 347, S. 728. Vergl. F, Klein „Über die sogenannte Nicht- 
Enklidiaehe Geometrie", Math. Ann, Bd, 4, S. 673 f. nnd Bd. 6, S, 112 f, 
1871—1374! später Bd. 37, 1891. 

Die Beziehungen dieser Frage zur Cayley'schen Mafsbestimraung 
kannte der Herausgeber vor dieser Veröffenüichung, nnd sie waren 
auch Beltrami bekannt, Vergl, Beltrami's Arbeiten im „Giomale" 
Bd. 6 (1868) und „Annali" Bd, 2 (2. Sei.) (1868—69), vorher Bd. 7 
(1, 8er,) (1886). 1889 hat derselbe auch die älteste aoi^fältige Unter- 
auchung über Buklid's elftes Axiom Hier. Saccfterie's „Euclidea ab omni 
naevo vindicatus" etc., Maüand 1733, bekannt gemacht, die vielleicht 
alle späteren angeregt hat. 

Im AnachJuTs an 153) hebe ich einiges aus der reichen zu- 
gehörigen Literatur herror. 1889 hat Jt. St. Ball über die Mafa- 
fuuctionen der drei ersten Grade gehandelt in Bd. 29, 8. 123 f. der 
„Transactions of the ß, Irish Aoad." unter dem Titel „On the Theory 
of Content." 1891 erschien von den „Vorlesungen über Geometrie 
unter bes. Benutz, der Vortr, v, Alfr. Ckbseh" der erste Teil des 
zweiten Bandes (Flächen erater und zweiter Ordnung oder Olasse 
b* 
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und linearer Comples), mit F. Imdemann's eingelieEder Darstellung 
über die „Gruntlliegriffe der prOJeetivisclien und anftlytisclieu Geo- 
metrie" S. 43S— 637. Gleichaeitig in Italien die „Nicht- Archimesisolie 
Geometrie" von G. Veronese .^ondamenti di Geometria a piu dimen- 
sioni" (40) 62S 8. — Deutsch von A. Sckej^ (Leipzig 1894); und 1893, 
1898 die aweibäadige „Einführung in die Grundlagen der Geometrie" 
von W". Kül^. Mtenfalls 1893 Bchlofs das gcoim dreihämdige Werk 
von S. Lie „Theorie der Transformationsgruppen" mit seinem dritten 
Bände ab (die zwei ersten Leipzig 1888 n. 1890), in welchem der Ab- 
schnitt V (S. 303—643) „Untersuchungen über die örundl^n der 
Geometrie" entwickelt, die das Problem lösen. Man vergleiche daau 
das Gutachten über diraen Band, welches F. Klein zur ersten Ver- 
teilung; des LobatschefskH -Preises 1897 erstattet hat — nnu in Bd. 60 
der ,^athem, Annalea" S. 682—602. Ich nenne noch die in der Fest- 
aohiift zur EnthüllungBfeier des ffaM/s-TPetw- Denkmals erschienene 
Abb. von X>. Hubert „Grundlagen der Geometrie" (92 S. gt. 8») — und 
berichte, dafs die Gedächtnifafeier für J. Bolyai Ende 1902 neben dem 
schönen Nachdruck seines „Appendix Scientiam spatii absoluta verum 
eshibens" seitens der UngariBchen Akademie der Wissenschaften 

Sudapest 1903 mit einem Additamentnm des Vaters Wolfgang B. und 
mierkungen des Herausgebers) in der Festsobrift der Universität 
seiner Vaterstadt Klansenburg zwei Abhandlungen von L. SeKlesmger 
und J?. SfifeÄe! gebracht hat, Äier die ftinctionentbeoretische Bedeutung 
der absoluten Geometrie und bez. über ihre Bedentung für die Mechanik. 

166) § 392, S. 736. Vergl. S^Kkvn's vorher bezeichnete Abhand- 
lung „Math. Ann." Bd. 4, 8. 6O0. 

156) § 394, 5, 8. 748. Vergl. Cremona's Untersuchung über den 
Flächeninhalt des 8egments zwischen Gerade und Kegelschnitt etc. in 
„Gioxnale di Matem." Bd. 1, S. 360. Für den in zwei Gorade zer- 
fallenden Kegelschnitt kommt man auf die in g 87, 1 abgeleitete 
Formel für die Dreiecksfläche zurück. 

167) § 395, 2, S. 746, Der 8ata über den Zusammenhang der 
vier von einem Punkte ausgehenden Normalen rührt von Joachimsthal 
her (siehe „Crelle'a Joum." Bd. 36, S. 172; Bd. 48 S. 377, vergl. Note 
61) in I.); seine allgemeine Form gab ihm Cayley in „OreUe'a Joum," 
Bd. 56, 8. 182. 

168) § 395, 3, 8. 746. Zum Studium iat sehr an empfehlen die 
Abhandlung von Clehsch „Journ. f Mathem." Bd. 62, S. 64—109. 



XXI. 

159) § 402, S. 763. Die Methode der reciproken Polaren gab 
PoneeUi „Crelle's Journ," Bd. 4, 8. 1 f Siehe auch den 3. Bd. des 
„Traitö dea propriötös projectives des flgurea" (1866) von JPoncelet 
8. 67 f Im 4. und. 5. Kap, des 3. Abachnitts des Wertes „Der bary- 
centrische Calcul" („Werke" I.) handelt MÖbnis mit gewohnter Um- 
sicht von der Polarreciprociiät und von dem aUgemeinen projectivi- 
sehen Entsprechen zwischen Punkten und geraden Linien unabhängig 
von Poncelet Man vergleiche auch die Darstellung von Magnus „Auf- 
gaben u. Lehisätae" Bd, 1, 8. 31 f- 

Dafg die Substitutionadeterminante der Reciprocität fCir recht- 
winklige Cartesiach-Plücker'sche Coordinaten der Discriminante des 
Directtiskegelschnittes für das daraus entspringende PoJarsjstem gleich 
iat (g 400) verdanke ich freundlicher Mitteilung von Prof. A. Voss. 
Mein Zuhörer Ad. Hess entwickelte die Beispiele 4, 5, 6 dazu. 
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160) g 414, S. 783, Die ParalDel als Directrii der Eeciprocitat hat 
tieHOnders Chasles empfohlen: „Conespond. math^m," von^eteM. Bd.5,6. 

161) § 415, S. 785. VergL Note 29) in Bd. I. Hier aei noch 
foJgendea angeechloBsen: Später (1863) iat diese Methode auf elementarem 
Wege als Citoular-Inversion von Tovmsend (siehe „Chapters on the 
modern Geomeiry" Bd. 2, S. 863) entwickelt worden. Hart wendete 
sie auf das System des Peuerbach'sclien Kreises an und gab eine 
Gruppentlieilrmg des Syfitems der BerührnngekieiBe von drei Kreisen 
(„Quarterly Joum," Bd. 6, S, 260), Caseff gelang ein einfacher Beweis 
derselben (ibid. Bd. 5, S, 3J8). Vergl, oben Note 113, Zum besonderen 
Stndium ist zu empfehlen; Möbius „Die Theorie der Ereisverwandt- 
schaft" in ,^hiiandl, A. K, S, Ges, d, Wissensch," Bd, 4, S, 531 oder 
„Werke" n, S. 243, 

163) § 415, S, 786. Dies ist zuerst bemerkt in meinem Aufsatae 
,fiie biiationalen Transformationen in der Geometrie der Lage" in 
Bd.ai,Hefi4 der „Vierteljakrschrift der Natnrforsch.Gesellsch, inZürioh." 

193) § 416, 3, S, 789, Vergl, Steiner's „Systematische Entwicke- 
Inng" S. 305, Anfg, 39, „Werte" I, 8, 446, 

164) § 417, S, 789. Das Entsprechen von Punkten in Bezug anf 
das Btlschel von Kegelschnitten entwickelten Steiner (a, a, 0, S. 366) 
und Magnus „Crelle's Joum." Bd, 8, S, 51, Magnus, Aufg. n. Lehrs. 
Bd. 1, §§ 50, 63. Für Beispiele siehe Bauer „Joum, f, Matkem," Bd, 69, 
S, 293, 

165) § 418, S. 793, Die Methode des Entsprediens von Geraden 
in Bezug auf ein Vierseit begründete Steiner („Systematische Ent- 
wickelimg" S, 277), 

B, I, 2, 3, Die Analogie der Construction der gemeinsamen 
Elemente zweier Polamysteme mit der Auflösung der Gleichungen 
vierten Grades iat offenbar. Neuerdings hat „Göttinger Nachrichten" 
1000, S. 103, if, E. TvmerMng einen von G. Barboua: im jyToum. de 
Mathäm." von 1873 gegebenen Ansatz: „Die Auflösung der biquadrati- 
Bchen Gleichung und lineare Kegelachnittsysteme" in dieser Eichtang 
dnrcbgefiüirt, bo dafs sie den Anwendungen der harmonischen Kegel- 
Bchnittsysteme sich anachliefst, Tergl, oben 129), 

F. Mertens hat in „Sitztmgsberichte der k. Akad, d, Wissensch. 
in Wien", 1889 März, reranlafst durck einen der Beiträge von 0. Pels 
zum Normalenproblem (ebenda 1887, vorher 1882) und ausgehend von 
der confocolen Sokaar die Frage nach den Punkten der Ebene analytisch 
behandelt, für die das Normalen^roblem auf quadratische Aufgaben 
zurtickfiihrbar ist; er fügt den zwei Geraden von Pelz zwei Ereiae (für 
die Ellipse) hinzu. 

Die Anwendnng auf das Problem der Normalen in B, 7 verdanke 
ich Cremona. 

xxir, 

166) §419, S. 797. Füi- die geometrische Entwiokelung der Methode 
der Projection vergleiche mau des Heransgebers „Daratellende Geometrie 
etc," (Leipzig 1872, 3. Bande, 3. Anfi. 18S3.), apeciell den ei'sten 
-Band „Die Methoden der darateUenden und die Elemente der pro- 
jectivischen Geometiie", der demnächst in neuer Auflage erscheint. 
Für die Anwendimg anf die Theorie der Eegelschnitte besonders die 
gg 34 — 36^ Bd. I. Die involntorische ColUneation oder die Central- 
projection mit z/ = — 1 findet man in § 20 und ihre Anwendnng anf 
die Theorie der Kegelachnitte in § 30 f. 
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167) § 420, 1, S. 798. Siehe dea Heranagebers „Daratellende Geo- 
metrie etc." I, § 33, f) imd g), sowie den Überblick A der dieae 
Specialfälle auf die Eeeiptooität überträgt, S, 116. 

168) § 422, 8. 804. Die Verwendung der Projection ala Entdeokungs- 
raettode veidankt man Foncelet: „Trait^ des ptoprißt^s projectives 
dea fignros". 1822, (Bd. 1 der 2. Ausg. 1865.) Man kann dies Werk 
als grundlegend fiir die neuere Geometrie (in einem weiteren als dem 
üblichen Sinne des Wortes) beieichnen. Pur die Tiefe der geometri- 
Bohen Einsichten Poncelefs um 1818 iat die Wortfassung aufklärend, 
welche er der Lösung der Aufgabe giebt: Zwei Kegelschnitte derselben 
Ebeoo sollen Bugleioh in Kreise projicirt werden, welches ist der Ort 
der Projeotionacentra und welches ist die Lage der angehörigea Pro- 
jectionaebenen? (Siehe im Test S. 812 f.) Poneeht's Antwort lautet; 
Die gesuchten Projectionscentra liegen in ebenso viel Rreisperipberien 
als die gegebenen Kegelachnitte ideale gemeinsame Sehnen haben; 
diese werden je aus dem Mittelpunkt der idealen Sehne mit der Bälfte 
derselben ala Radius in der Normalebene zu ihr beschrieben ; die zn- 
gehörige Projectionsebene ist parallel der Verbindnngsebene dea Pro- 
jectionscentiöms mit der zugehörigen idealen Sehne. 

Es ist die Verbindimg der Ergebnisse von § S9, 3 f. und §§ 271, 
SüO im Test. Die gemeinsamen idealen Sehnen sind (an Zahl höchstens 
zwei) Verbindungslmien oonjngirt imaginärer Schnittpunkte oder Gerade 
mit einerlei elliptischen PolinTolutionen. Der Mittelpunkt iat der Mittel- 
punkt der InTolution, der Eadiua der Abstand ihres symmetrischen Paarea 

Im Hinblick auf die rechneriachen Bemühnngen zur Lösung, die 
seit der Anregung im VII. Bd. der „Annales de Mathöm." gemacht 
worden waren, bemerkt er anch, dafs die offenbar gewordenen Schwierig' 
keiten in dem Umstände ihren Grvmd finden, dafs der fragliche Ort 
durch eine Gleichung 12. Grades ausgedruckt wird, die in sechs 
Factoren 2. Grades zerfällt. 

168*) § 423, 4, S. 808. Vergl. das in 167) angefahrte Werk, be- 
sonders § 20 die B. 14 f. 

169) g 434, S. 809. Die Binflihrung_ gleichbenannter Brüche für 
Cartesiach-Plücker'sehe Ooordinaten zur tJberfiÜirung der Gleichungen 
zwischen ihnen in homogene Form — wie bei Messe (z. B. „Vor- 
lesnngen aus der analytischen Geometrie der geraden Linie, des Punktes 
und des Kreises" 1865, S. 98) — ist also Übergang zur Untersuchung 
einer Projection der nrsprüngliclien Figur an ihrer Stelle, sobald dieser 
Nenner als Veränderliche behandelt wird. 

170) § 435, S. 812. Vergl. anch das unter 167) genannte Werk 
§ 11 und besonders § 14 f. und wieder § 18, 10. Man sieht, dafa in 
vereinigten projectivischen Gebilden erater Stufe die Sjmmetriachen 
der Doppelelemente in Bezug auf die Gegen- oder Qrenaelemente sich 
entsprechen. Für entsprechende Eigenschaften der Strahlen- und 
Ebenenböndel veisl. man Bd. HI des genannten Werkes § 71. 

171) g 427, S. 817. In der Geometrie der Alten betrachtete man 
bis auf Apollonius (260 v. Ckr.) die Kegelschnitte nur am geraden 
Kegel und nur unter der VoraussetEung, dafs die Schnittebene zu einer 
Kegelaeite (der einen Seite des Axendreiecks) senkrecht sei, d. i., dafs 
üfÄ" senkrecht auf O.B. Damach wurden die Kegelschnitte eingeteilt 
in Schnitte des rechtwinkligen spitz- oder stttinpfwinhUgen Kegels, und 
nach E'atoehiits, dem Conunentator des ÄpoUmiius, wurde die Schnitt- 
curve Parabel, Ellipse oder Hyperbel genannt, je nachdem und weil 
der Winkel des Kegels gleich, kleiner oder gröfaei- als ein rechter 
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Winkel war. Schon Arehimedes kannte die Warnen Patahel und Ellipse. 
ÄpoUhnius'VBii es aher, welcher zuerat bewies, dafs alle Arei Kegel- 
sävniüe aus de/m nömiicÄ^w Kegel geschnitten loe^-den Mwnen, und der, 
ebenso wie Pappm, ihnen die iCTamen Poiabel, Ellipse, Hjperhel ans 
dem im g 306 ai^gebenen Grunde beilegte. 

172) § 431, S. 820. Der Haupteata rührt Ton Quetelet und Dandelm 
her „Noav. Möm. de l'Aoad. de BruielleB"; man findet die Entwick- 
Inng bei Steinen- „Torlesmigen Aber synth. Geom," Bd. 1, g 24, bei 
SwSmück „Geometrie des Mafses" II. Buch, Vergl. auch „Darstellende 
Geometrie etc." Bd. II, § 9. Endlich Ghasles (Sohnke) „Geschichte der 
Geometrie" S, 389. 

173) § 430, Anmerkung^ 8. 821. Vergl. Mulealvij „Prinoiples of 
modern Geometry", 2. Aufl. Dublin 1862. 

174) g 431, S. 823. Das Princip der Continuität stellt Fancelet 
in seinem mehrgenannten Hauptwerk auf. Vergl. über aeine Be- 
gröndung desselben Ghasles (SohAe) „Gesohiohte der Geometrie" S, I93f. 

175) § 434 8, S. 828. Vergl. Stemer „Crelle's Jonm." Bd, 46, 
8. 219. „Werke" II, S. 477 f. 

176) § 437, 1, S. 836. Dieser Beweis des Satzes von Mac Gullagh 
ist TOn Graves gegeben worden. 

177) g 438, S. 8S8. Vergl. des Herausgebers obgenannte „Dar- 
stellende Geometrie" I, g 10; für das Orthogonalsystem den 3, Bd. § 74. 

178) g 439, S. 841. Pur die Ausdehnung auf die ConBtruction der 
Kreise, welche drei gegebene Kreise unter Torgeschriehenen Winkeln 
schneiden (Steinen- im 1. Bd. 8. 162 von „CreUe'B Joum.") vergleiche 
man eine Abhandlung von Dor&OMaj in Bd. 1 der 2. Ser. von ..Annalcs 
de I'öcole normale" S. 323, besonders 8. 377 f 

179) g 440, S. 841. Die Entwickelung der „Cyklographie" als 
einer Methode der Untersuchung der Kreis- und Kugelsysteme knüpfte 
ich an die Benutzung des Distanzkreises zur Festlegung des Ceutrums 
in der Centralprojection. Siehe mein Progi-amm von 1860. Sie ist 
elementar dargestellt in meiner Schrift „Cyklographie" (263 8. mit 
16 Tafeln), Leipzig 1882. In den g§ 178 bis 181 derselben ist das im 
Test wiederholt behandelte System des Feuerbach' sehen Ereiaea im 
Dreieck cyklographisch erläutert und vervollständigt; nämlich durch 
das Quadrupel von Kreisen, welches die Berilhrungskreise im Dreieck 
unter gleichen endlichen Winkeln schneidet und die vier Tripel 
ApoUonischer Kreise, welche zn jenen aufser dem Peuerb ach' sehen 
und den Dreieoks-Seiten noch gehören. 

Weitere Anwendungen enthält meine darstellende Geometrie, be- 
sonders in Bd. H. Ich führe noch einige .Anwendungen aus dem Ge- 
biete der Kegelschnjttsysteme an, die die neueste Literatur bietet. 
Die Untersuchung der Auflösung der biquadtatischen Gleichungen von 
Tiwuräing, die bei 166) vorher erwähnt ist, lauft aus in das Studium 
eines dreifach nnendliohen linearen Kegelachnittsystems und wird durch 
die eindeutige Zuordnung seiner Kegelschnitte an den Punkten des 
Eavunes anschaulich geführt; eine Fläche dritter Ordnung läfst die 
Beziehungen der Kegelschnitte des Systems unter sich und zu den 
Bämmtiichen Kegelschnitten der Ebene erkennen. 

J. P. Schaute hat in den Schriften der Akad. d. Wissensch. von 
Amsterdam von 1809, S. 1 f. direct cyklographiach die Kreise von 
JoaohimsthaJ aus der Normalentheorie des Kegelschnitts („Crelle's 
Jo«m." Bd. 26, S. 172 f) untersucht: Die Fufspunkte A, B, C, B der 
vier Normalen ans einem Punkte P liegen so, dafa der Kreis durch 
drei von ihnen z. B, B, C, I> auch durch den diametral entgegen- 



y Google 



SSrV" Literafcur-NachweiBuagen un.il Nachtrage, 

geBetzten A des vierten geht. Mit der Bemerkung nämHoh, dala 
dieser Kreis die Tangente des Kegels chnittea ia A!, nooli im Furspunkt 
ihrer Normale vom Mittelpunkt aus trifft, erkeimt man sofort, dafs 
die Kreise für alle Hormalentripel auä Punkten der Norroale in A ein 
Büschel mit reellen Gruadpuntten hilden, das cyklographische Bild 
einer gleichaeitigen Hyperhel mit ihnen als Scheitel und in der Nor- 
maleheae aar Kegele idmittebene. Diese Hyperbeln erfüllen eine zur 
Kegelschnittebene Ortho gonalsjnunetrisclie Fläclie achter Ordnung, 
deren Untersuchung au einfaclien Ergehniaeen aber jenes Kreia- 
system fuhrt. 

Am gleichen Orte tat 8, S06 f. /. de Vries das Syatem der Haupt- 
kreiae füi die Kegelschnitte eines Büacliele und eines NetEee, sowie 
fflr Sehaar nnd Gewebe mit denselben Mitteln untersucht. 

180) § 440, S. 843. Dasselbe fahrt auch in den FäUea zum Ziel, 
wo die rein planimetrische Methode nicht direct anwendbar bleibt, 
wie bei Kreisea mit einerlei Centrale, Das wesenthohe Fortbestehen 
derselben Coastruotioa für die Kreise, welcke drei gegebene unter vor- 
geschriebenen Winkeln schneiden, ist a. a. 0. gg 136 bis 131 gezeigt. 



Druckfehler und Nachtrag zum ersten Theil. 

>Mt im Nei 



137 ZI. 14 V. o, 
199 ZI, 6 a. 9 ^ 
rechts der 
336 ZI. 10 V. u. erste Gleichung lies 

a'' = ir'ä-|-)/ä. 

420 B.l)Sclilufe,liea rechts Tjstatti/. 
424 ZI. 8 T. o, lies im Wenner von 
?/' — 6'' statt 



Als E 






\ hinzufügl 

7) Die Excentricitäten der 
entsprechenden Kegelachnitte 
der beiden confocalen Systeme 
sind reciprok oder die Asym- 
ptoten der Hyperbel bilden 
denselben Winkel wie die 
Focal t ablen na h dfen End- 
punkt n d kl n Ase der 
EUii 

8) Im Fall d mvolutori- 
schen L 11 n at d rchschnei- 
den h nt5p h nde Kegel- 
schn tte n Punkten eines 
Eechte k , n w 1 hem zwei 
Seiten durch die Brennpunkte 
gehen, 

439 Zu § 264 als B. Da die Nor- 
malen der Confocalen in g 348, 
6) in entsprechenden Punkten 
einander entsprechen, so thun 
dies auch die zugehörigen Krüm- 
mungscenta^ und die Evoluten. 

440 Zu § 266 als B. Den Bogen 
mit geometrisch, rectificirbarer 



Differenz im confocalen Sy- 
stem % (§ 348, 6) entsprechen 
ebensolche im System der i'; 
die rectiflcirenden Tangenten 
entsprechen einander. 
SXin, Note 18) lies 109 und 213. 
XSV, Note 64) lies S. 390, 
XXV, Note 57) lies für das Beisp- 
S. 391 Note 57*)- 



487 § 294, ZI, 4 lies A^,Al statt 

488 g 295, zi. 4 lies eine. 

489 Zl.lliesabsoluteBtattabsoluter. 
499 ZI. 10 lies aus statt am. 

530 ZI, 7 fehlt vom 6). 

523 B. 3) ZI, 1 lies nützliche statt 

natürliche, 
542 ZI. 9 lies = statt — 0. 
547 ZI. 3 V. u, lies ic = 0. 
549 ZI. 3 T. 0. streiche einmal sich, 
651 ZI, 4 V. u, lies = 0, 
577 ZI. 15 lies A , Ä. . 
613 B,2)letzteZeile lies §366 n.369. 
625 Letzte Zeile füge bei g 117, 5. 
036 ZI. 5 Y, o. lies a statt ««. 
632 ZI. 9 V. u. lies im Nenner 27 jc,''. 

647 g358 Zl-lOIies — 4z/,6»,==0. 

648 B. 2) ZI. 3 lies ns,a^ic,. 
711 ZI. 10 V. o. lies Ai statt l^. 
715 B.3)ZI.3fetltd.Notendff.l51). 
799 ZI. 16 V, 0. lies rl,^^x^. 

S42 ZI. 18 V, u. nach Büschel g 124f . 
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Vierzehntes Kapitel. 

Lineare Systeme von Kegelschnitten. 

268. KegelBclmittbÜBcliel. Nachdem in den fünf Torher- 
gehenden Kapiteln fast durohgängig die Methode der Carfcesi- 
sehen und nur einigemal die der Plücker'sclien Coordinaten 
gebraucht worden ist, wiederholen wir nun den Entwicbelungs- 
gang des vierten Kapitels an dem mehr umfassenden Object 
der Gleichungen vom zweiten Grade, um uns dadurch end- 
lich in den vollständigen Besitz der allgemeinen Hilfsmittel 
und Gesii^htsp unkte zu setzen, welche dort entwickelt worden 
sind. Dabei tritt wieder zuerst die Anwendbarkeit und der 
grofse Nutzen einer ablmrsenden Symbolik^'') hervor (§ 61). 

Wenn wir auch diese Symbole zunächst als auf Punkt- 
coordinaten bezogen denken und sie demgemäfs interpretiren, 
so ist zu bemerken, dafa ihre Interpretation in Linieneoordi- 
naten (§ 79) ohne weiteres zu den duahstisch entsprechenden 
Sätaen der abgeleiteten führt (§ 282). 

Nach § 141 ist die Angabe eines Punktes der Curve 
eine lineare Bedingung zwischen den fiSnf verfügbaren Con- 
stanfcen der Gleichung zweiten Grades. Die Angabe von vier 
Punkten gestattet daher in der allgemeiuen Gleichung vier 
Constanten durch die fünfte, noch unbestimmt bleibende Con- 
stante und gegebene Gröfsen auszudrücken. Die G-lfdchimg 
eines durch vier gegebene Putzte gehenden Kegelschmttes ent- 
hält Unea/r eine verfügbare Constante, einen Parameter. 

Nun können irgend vier reelle oder in Paaren conjugirt 
imaginäre (§ 19) Punkte als die Schnittpiinkte zweier Kegel- 
schnitte von reellen Gleichungen angesehen werden. Wenn 
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also Sj^^O, Sj = die Grleichimgen von zwei Kegels ehnitten 
symbolisch bezeichnen, so kann die Gleichung jedes Kegelr 
schnittes, welcher die vier Schnittpunkte jener enthMt, in der Form 

S^ — kS^ = 
dargestellt werden. Und umgekehrt definirt jede quadratische 
Gleichmig, welche einen Pai-ameter linear enthält, einen durch 
vier gegebene Punkte gehenden Kegelschnitt*). 

Gibt man dem Parameter alle möglichen Werte, so bildet 
die Gesammtheit der Kegelschnitte S^ ■ — /cSg = ein Kegel- 
scJinitämsehel; die vier allen gemeinsamen Punkte heifsen die 
Grmtdpunkte desselben. Durch jeden Punl^t der Ebene geht 
ein Kegelschnitt des Büschels, denn eiu Parameterwert k' wird 
dadurch bestimmt, dafs die Gleichung duich die Coordinaten x^' 
irgend eines fünften Punktes befriedigt sein soll, 

269. Polarenbüschel. Wenn man die Gleichung der Polare 
eines Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt S-^ — kS^ = 
bildet (§ 157), so enthält sie den Parameter k ebenfalls linear. 
Da^er tnlden die IBöla/ren emes PtmkteS in Seeug auf die 
Kegelschnitte eines Büschels selbst ein Strahlenbüschel, dessen 
Scheitel der zu dem gegebenen in Besug cmf das Büschel doppelt 
conjugirte Pol heifst. Man erkennt in diesem Satze eine nur 
formale Erweiterung derselben Erörterung über das Kreis- 
büsehel (§ 125). 

Zumchst erhellt daraus die geometrische Bedeutung des 
Parameters h als einer Proportionalzahl zum Siausteilver- 
h'altnis im Polarenbtischel irgend eines Punktes. Sind ins- 
besondere T^ = 0, Ts = die Tangenten an 8^ = 0, S^ = 
in einem der Grundpunkte, so ist 5\ — hT^ = die Tan- 
gente an jSt^ — kS^ ^ in demselben. Es ist also S^ : S^ 
^ Tj^ : T2 = k, wenn man in die Functionen die Coordinaten 

*) In derselben Art enth&lt die allgemeine Gleichimg eines Kcgel- 
schnitteB, welcher drei Bedingungen unterliegt, ^wei unabhängige Con- 
stante, etc. Die Gleichungen der OrÜrogonalkreiae einea gegebenen 
Kreises {§ 138) und der Ereise durch, einen Pnnkt geben dazu Bei- 
spiele (vgl. § 283, 316). Aber die Eegelachnittegleiehungen , die zwei 
lineare Parameter enthalten, definiren nicht unigekehrt stets Gurren 
durch drei Punkte. 
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eines Punktes eii^esetzt denkt, durch welchen S^ — kS^ = 
geht. 

Sind ferner P, P, zwei doppelt eonjugirte Pole, so wird 
ihre Verbindungsgerade durch jeden Kegelschnitt des Büschels 
in einem zu PP' harmonischen Punktepaar geachoitten. 
SpecieU der durch P gehende Kegelschmü hat die Verbindwngs- 
gerade- mit P' als die ihn in P berührende Tangente, denn sie 
ist eine der zu P gehörigen Polaren; ebenso berührt PP' den 
durch P' gehenden Kegelschnitt in P'. 

Umgekehrt liegen in jeder beliebigen Geraden zwei 
doppelt eonjugirte Pole P, P'. Denn ihre Schnittpunktepaare 
mit den Gurven 8-^^'=0, S5 =^ besitzen ein gleichzeitig zu 
beiden harmonisches Punktepaar P, P' (§ 15). Nach Definition 
schneiden sich aber die Polaren Ton P beaüghch S^ = und 
Sj ^' in P", also auch alle anderen Polaren im Büschel. 
Somit wird jede Gerade von zwei Kegelschnitten eines gegebenen 
Büschels berührt n/nd von den übrigen in su den Benihrungs- 
pun^ten harmonischen Punkt^aaren geschmtten. 

270. Iiinieupaare Im BÜBChel. Ea gibt drei Werte von k, 
für welche S, — JcS^^O ein Linienpaar darstellt, d. h. unter 
den Kegelschnitten eines Büschels gibt es stets drei Lmienpaare. 
Denn die Bedingung, unter welcher dies stattfindet, wird 
gefunden, indem man in D = oder (§ 163) 

für flji, fif^g, etc. die Werte a^^ — ^^m <h2~~^^i3! ^^^- ein- 
setzt. Das Resultat dieser Substitution ist ofFenbaa- in h vom 
dritten Grade. Wenn also die Wm-zeln dieser eubischen Glei- 
chung in k durch k', k", k'" bezeichnet werden, so repräsentiren 

die drei Paare von Sehnen, welche zwischen den vier Schnitt- 
punkten beider Kegelschnitte S^ == 0, Sg = gezogen werden 
können (§ 230). 

In dem vollständigen Viereck dei~ Grund^nkte ist jedes 
Gegenseitenpaar ein zerfaUender Kegelschnitt des Büschels. Von 
diesen Schnitteehnen ist stets ein Paar reell (§ 230), die beiden 
andern können aus reellen oder conjugirt imaginären Geraden 
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liestehen oder selbst complese Gleichungen haben. Einer der 
beiden ersten Fälle tritt ein, wenn die cnbische Gleichung drei 
reelle, der letzte, wenn sie eine reeUe und zwei complexe 
Wurzeln besitzt. Eine nähere geometrische Unterscheidung 
dieser Fälle folgt unten; für die algebraische ist auf Lehr- 
bücher der Algebra etc. zu verweisen. 

271. Gemeinsamea Polardreieck. Da die harmonische 
Beziehung zwischen Pol und Polare durch ein dem Kegel- 
schnitt eingeschriebenes Viereck vermittelt werden kann 
(§ 158), so sind in dem Diagonaldreiect P^P^P^ des Vierecke 
der Grundpunkte jede Ecke Pj , etc. und die Gegenseite 
PsPg, etc. Pol und Polare in Bezug auf jeden Kegelschnitt, 
der durch die G^'undpunkte geht. Das Dreieck P^P^P^ ist 
somit in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels ein ge- 
meiusames Polardreieck (§ 159). 

Es gibt aber auch nicht mehr als drei Punkte, welche 
in Bezug auf die Kegelschnitte des Büschels dieselbe Polare 
haben. Denn sind P^ = 0, P^ = die Polaren von x'\y' 
in Bezug auf S^ = 0, S^ = 0, so mufs identisch P^ = xP^ 
sein, damit jene Polaren unter einander, also auch mit 
P^ — kPj = identisch seien. Daher mnfs x'\p' bestimmt 
werden, aus den drei in x linearen Bedingungen, dafs die 
Coefflcienten von x, von y und die constanten Glieder in P^ 
und Pg proportional seien. Dies ist aber nur möglich, wenn 
die Determinante dieser drei Gleichungen verschwindet, d. h. 
X aus einer Gleichung dritten Grades bestimmt wird*). 

Jedes Kegelscknitibüsckd hesitsi in dem IHagonald/reieck des 
Vierecks der Grundpa/nhU das dnmge gemeinsame Polardreieck. 

Dies IMagonaidreieck ist reeU, ,sobald aUe Grwtdptmkfe 
gleicheeitiff reeU oder imaginär sind. Für den Fall imagi- 
närer Grundpunkte können diese, da sie paarweise conjngirt 
imaginär sind, nach der Bezeichnungsweise des § 16 durch 
^iIj/ij ^ilFii ^slj/ä? ^alVs dargestellt werden. Die Träger 

*) Man ül) erzeugt eich leiclit, dafa diese Bedingungsgleiclumg iden- 
tisch ist mit der aus der Einsetzung von «jj — «^{^ i" ^^^ Discrimi- 
nante = entfipringenden. 
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dieser Paare mit dem Schnittpunkt Pg sind reell, die übrigen 
Sclmittsehnen in Paaren conjugirfc imaginär: 3t^|*/i, ^igl^g; 
^ilFii ^sl^s ^^"^ ^li^/i' ^al^al ^il^ii ^sl?/a' ^'^o TOn den 
Gleichungsformen L+Mi = und L' + M'i = 0. Ihre 
Schnittpunkte P^ und P^ sind also ebenfalls reell, nämlich 
i = 0, Jlf = und r = 0, Jf' = 0. 

Fo» <?ei» gemeinsamen Polardreieck ist nur eine Ecke wnd 
die Gegenseite reell, die andern Paare sind eonp^irt imaginär, 
werm von den Grundpu^st^i zwei redl und swei conjugirt ima- 
ginWr sind. Sind die Punkte x'\y', ^"\y" reell, x\y, x\f 
imaginär, so sind die Sehnittsebnen x'\y', ^'\g" \ x\y, x\y 
reell, d\y', x\y\ ^\y'\ x\y und ai'\y",x\y\ ^"|j/"i ^1^ »Jo^- 
jugirt imaginär, also auch die Schnittpunkte a:'|i/', x\g\ 
x'\'g" , x\y und a>\y', x\y; ^'\y", x\y conjugirt imaginär. 

Beispiele für diese beiden Fälle bieten die Kreisbüschel; 
hei reellen Grenzpunkten bilden diese mit dem unendlich 
fernen Punkt der Radicalaxc das reelle Diagonal dreieck der 
imj^inäi-en Schnittpunkte, bei imaginären Grenzpunkten sind 
jene Richtm^ und die Centrale die einKigen reellen Ele- 
mente desselben (§ 126). 

272. Gattungen der Kegelschnitte im Büschel. Solange 
im Viereck der Grundpunkte zwei reelle Sehnittsebnen eines 
Paares einen endlichen Winkel einscbliefsen, können wir sie 
als die beiden Coordinatenaxen annehmen. 

Neunen wk die Axenabsehnitte A, X bez. p, ^', so sind 

in einer Gleichung zweiten Grades, welche sich für y = 

bez. a: = reducirt auf a^ — {}-'\- ^') ^ + ^^' = ^ ^^• 

y^—-{fi-\-(i)y-\-^ii'^0, die Coefficienten zu bestimmen aus 

2«,, = - a,^{l + IT), 2a,, = - a,,(ii + ,«'), 

■während %a'^ft völlig unbestimmt bleibt. Mit a^^^ II' [ifi' 
können wir also die Gleichung des Büschels schreiben 
fifi'a:^ + 2hxy ^ IX y^ — ^(l'{\-\-X)x 
— IX {fi-\-^'^y -^ iA'ftft' ^ 0. 
Hier kann man sofort den Einflufs des TJmstandes er- 
kennen, ob die Grundpunkte ein einfaches Viereck mit lauter 
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ausspringemlen Winkeln oder mit einem eiaspringenden Winkel 
znla«Ben Das hängt nur davon ab, ob die Producte AA' imd 
^fi gleiche oder versehiedene Vorzeichen haben. Im letzten 
Falle i&t ^k'tifi' negativ, also kann auch a^^ct^^ — Ä^ fttr 
reelle l nicht positiv oder Null sein. Daher enStcUt em 
Büschel, lon dessen Grundpunkim einer im Dreieck der übrigen 
hegt, leine reellen EUipsen oder Parabeln (§ 145). In der Tat 
mu]"8 offenbar der einem solclien Viereck umgeschriebene 
Kegelschnitt eine Hyperbel sein, deren beiden Asten ein 
und diei Punkte bez. angehören, 

Ist dagegen A>l'fi(i'>Oj so liefern die Parameter werte 
Ä.^ < AA ^fi reelle Ellipsen und speciell k = + y{Xl' (ifi') 
Parabeln. Einem comiexen Viereck sind stets zwei reelle Para- 
beln iMngeschrieben. Dasselbe gilt auch für ein Viereck von 
zwei Paaren conjagirt imaginärer Punkte, da dann auf den 
reellen Schnittsehnen die Producte J.A', jiji wesentlich positiv 
sind. Aus demselben Gfrunde entspringt die Unterscheidung: 
Büschel mit swei reellen Orundpmkten endtalten keine reellen 
Eüvpsen imd Povaheht, wenn jene durch den Träger der ima- 
ginären Grwndpimkte getrennt werden. 

B. l) I>er Ort der Centra der Kegdsdtmtte eines Süschels 
ist ein Kegelschmtt, welcher durch die Seiiernnüten imd die Diago- 
nal^wJcte des vollständigen Vierecks der Grundpmikte ge/it. (Neim- 
pwiktetcegelsckfiitt des Vierecks.) 

Denn das Centrum des Kegels ohnittes von der im Text 
vorausgesetzten öleichimgsform ist gegeben durch 

%jit; + % 4" <*ia = *^ ' kx -\- a^^y -|- «^9 = 
und durcb Elimination von k entsteht der Ort 

a^^x^—a^^f = a^^^x — a^^y = 0, 

Die Carve geht durch die Punkte 0|0, 0|^(A + i'), i (f* -)- fA") I "^i 
Sebnittpimkt und Mitten eines Gegenseitenpaares , etc. Übrigens 
ordnen sich offenbar die sechs Seitenmittea au drei Parallelo- 
grammen; diese haben daher das Centrum des Neunpuuktekegel- 
Bchnittes zum gemeinsamen Mittelpunkt. 

Der Ort ist eine Hyperbel, wenn kl' und fifi' gleiche Vor- 
zeichen haben, die Grundpunkte ein einfaches conveses Viereck 
bilden; die beiden Asymptotenrichtungen a^, ai^ — a^^y^ = Ü 
geben also die Axenri^Mmgm, der ParabäM des Büsdids. Im 
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Falle eines Büsoliels aus lauter Hyperbeln ist der Ort ilirer 
Mittelpunkte eiae EDipse. 

2) Jedes Büscbel enthält eine gleichseitige Hyperbel. Ilir 
Parameter folgt aus %j + a^^ = 2^ cosw (§ 179). 

2) Burdt vier Pwnkte, deren jeder der Möhenschnif^tmkt im 
Dreieck der übrigen ist, gdten mw gl&chseüige Hyperion. 

Wir haben nach § 36, 7 nnr rechtwinklige Coordinaten 
imd Xl' ^ — (ifi' anzunehmen. Wir können auch kürzer sagen: 
Durch drei Punkte geht ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln, 
weil eia vierter mitbestinimt ist. 

4) Der Ort der Gentra aU& gleiiM^igm Hyperbeln, die 
eitlem Dreieck rnngesckrieb&n sind, ist der Feuerbacksche Kreis 
desselben (§ 104, 3). 

Die Gleichung des Ortes in 1) gibt mit «^^ = a^^ einen 
Kreis, der die Seiten und die Ectenabstände des Höhenschnitt- 
punktes halbixt. 

273. Die Gleichung des Kegekchnittbüschels kana ver- 
schiedenartig geschrieben werden, indem wir von irgend 
zwei Kegels eil nitten des Büschels aus den Parameter zählen. 
Die Abhängigkeit unter diesen DaretellnngeD liefert der Satz: 
Zwischen den GlMchwigen von drei Kegdschniüen eines Büschels 
besteht eine lineare Identität, d. h. sind S^^O, S^^O, S^^O 
drei solche, ao lassen sieh Constante ¥, h' so bestimmen, 
dafs identisch ist 

S, — ¥S,=h'S,. 

Sind die Coefficienfcen in iSj, S^, S^ bez. a^^, b^^, c,t, so 
gibt umgekehrt eine lineare Identität zwischen den S^ sechs 
Gfleichungen zur Bestimmung von k und h, deren Verträglich- 
keit erfordert, dafs alle Determinanten, die aus je drei Reihen 
der rechteckigen Matrix 

«il; <^3I «391 »S3> %; 
hl! ^33) ^33) hä! ^31' 
^l; '%2J "^3; *^3i '^SD 

gebildet werden können, verschwinden. Offenbar sind nur je 
vier solche für die C;^ linearen Bedingungen unter einander 
unabhängig. Somit wird der Kegelschnitt S^ — kS^^O auch 
durch die Gleichung (k' — Jc)Si-\-h'kSs^'0 etc. repräaentirt. 
Nun können wir statt der eiuen oder statt beider Äusgangs- 
curven iJj = 0, Sj ^ Linienpaare einführen. Sind etwa 
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L^ ^0, Lg = 0; ig =' 0, 2/^ = zwei Seiinittselineiipaare, 
so ist in 

die Gleicinmg jedes dem Viereck umgeschi'ieterien Kegel- 
schnittes enthalten, jedoch nur dann in reeller Form, wenn 
das Viereck ganz reell oder ganz imagirmr ist. 

Diese Gileiohungsfonn liefert z. B. den Satz: Sind die 
Schnittsehnenpaojre Bechhvmkelpaa/re, so besteht das Büschel mw 
«MS gleichseitigen Hyperbeln. Denn bei rechtwinldigen Coordi- 
naten sind die Coefficienten von x^ und y^ dann sowohl in 
ijjig als L^L^, daher aucli in L^L^ — kL^L^, entgegen- 
gesetzt gleich (§ 272, 1). 

Weil aher wenigstens ein Schnittsehnenpaar i^ == 0, 
Lg ^ reell ist ^^), so Icann jedes Kegelschnitthüschel dwch einen 
Kegelschnitt mid ein lAnienpaar stets reell deßnirt werden: 

wie schon an der Form S — hxy = des § 272 erkennbar 
ist. Die Schnittpunkte von S ^0 mit £^ = bez. L^ ^=0 
mögen P^, Q^ bez. Pj, Q.^ "heifsen. Den Parameterwerten 
S = und h = CK entspricht S ^ und L^L^ = 0, also 
mufs die cuhische Gleichung zur Bestimmung der Parameter 
der Linienpaare sieh auf eine quadratische reduciren. 

B. 1) Wenn drei Kegelschnitte S^ = 0, »^ = 0, S. = 
gegeben sind, und zwei andere S' ^ 0, S" = durch die bez. 
dem ersten und zweiten, dem ersten und dritten Yon ihnen ge- 
meinsamen Punkte gelegt werden, so liegen die vier gemein- 
samen Punkte dieser letzteren und die des Paares 83 = 0, jSg = 
auf einem und demselben Kegelselinitt, 

Denn die Gleichungen der Kegelschnitte S',S" sind Sj-|-ä'i^^O, 
S[-f- jfc"53 = 0, und einer der durch ihre Schnittpunkte gehenden 
Kegelschnitte ist Ic'S^ — ^"8^ = 0. 

2) Die Gleichung des Kegelschnittes, der durch 1|2, 3j5, 
— 1|4, — 3|~1, — -413 geht, wird erhalten, indem man die 
Gleichungen der Seiten des durch die vier ersten Punkte ge- 
bildeten Vierecks bestimmt und in die Gleichung 

(3fl!-2;/ + l)(5ai — 22/-i-13) = Ä(^— 42/ + 17)(3a;— 42, + 5) 

die Coordinaten des fünften Punktes zur Bestimmung von k 
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substituirt. Man findet Ic = — , a]so die Gleiotiuiig des 



79»:* — 320^*/ + %Qly^ -\- 1101« — 1665«/ + 158(5 = 0, 
3) Man bilde und untersuche die Bedingungen, unter welchen 
drei Kreise demselben Büschel angehören ^^). 

274. BerührungsbÜBChel. Änfaerst branehliar iat die Glei- 
chungsform S — kL^L^^^Q, z. B. um die speciellen Beziehungen 
zwischen Kegelschnitten in allgemeinerer Form als in § 232 
darzustellen. Die Kegelschnitte iS = 0, iS — fci^ig ^= be- 
rühren einander, d. b. zwei ihrer Schnittpiinkte fallen zu- 
sammen, wenn entweder eine der Greraden ij^ = 0, i^^O den 
Kegelschnitt S = bei-ührt, oder wenn i^ = 0, iä = sieh 
in einem Punkte von j9 ^ schneiden. 

Wenn also y = die Gleichung der Tangente von 
iS ^ im Punkte x'\y' ist, so ist 

die aUgemeine Gleichung eines KegelschniUes , wdeher S = 
im Ptmkte x'\y' berührt; noch drei weitere Bedingungen sind 
erforderlich, um die Bestimmung des Kegelschnittes durch 
die Ermittelung von «^, «j, «3 zu vollenden. 

Wenn die Gerade a^x -\- a^y -^ a^ ^= durch den Punkt 
x'\y' geht, so fallen drei von den vier Schnittpunkten zu- 
sammen; die aUgmimie Qleichimg eines Kegelschnittes, wdeher 
8 ^0 4m Punkte x'\y' oseidi/rt, ist 

s- r{<.,(a;-«') + «.(j-jO) - 0. 

Wenn insbesondere die Gleichung des osculirenden Kreises 
verlangt ist, so haben wir nur auszudrücken, dafs in dieser Glei- 
chung erstens der Coefficient von 3;»/ verschwindet, und zweitens 
die Coefficienten von x^ und if einander gleich sind, und er- 
halten die Werte von öj und «g aus diesen Bediagungsgleichungen. 
Die beiden Kegelschnitte haben endlich vier zusammen- 
fallende Schnittpunkte, wenn die G-eraden ai^x-\-a^y-\-a,^ = (i 
und T ^Q zusammenfallen. Die aUgemeine GldAimg eines 
Kegdschnittes, welcher mit 8^=0 im Funkte x'\y' eine Be- 
rHkrwng dritier Ordnung (Hyperosadation) hat, ist 
S=AZ'ä = 0. (§232.) 
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Etn Kegelscfmit btsfzt n jedem Pmltp ere I jpe oscu- 
Urende Fatabel denn von den zwei Parabeln d e durch v er 
Gxundpinkte gehen (fe ""lö) zcrfiUt nun I e e ne n T^^O. 

B 1 ) Wenn d p Asen Ifi KD^elsehn ttes S = z denen 
des Kegelschmttes \ =^ (- piirallfil s nd &u haben a h lae Asen 
von ySf^ — A Sg ^ lie^elbe E chtun^ 

Denn fn- tooidmatenaien reiche len Axen on 5 = 
parallel imd enthalten wedei S aooh S da Thed a^ Wenn 
z. B. S;i = emen Kreis doiBtellt so s nl die Axen ^on 
8^ — A Sg = lenen von S = parillel venn jenes eia L man- 
paar rpiräsentirt so gehen die Winkelhalli enden dessell en die 
Asenri Hingen nl wn erhalten den '^afcz des § Job 

2) S nl lie C ourdonatenaxen den Axen on 8^0 und 
denen von ä — AXji = paiaUel so a nd L ind L Ton 
der Fol n a d -\- a / -\- a^ i^x — a^ / -f- «g 

3) öle chung des os uhienden Kie es für e nen Central- 
kegelsohnitt. 

Die Gleichung muTs nach dem Texte von der Form sein 

i+t-^-^4+'4-^)M''-')+'>,{»-'j)\- 

Die erste Bedingung des Textes redudrt sie auf 

und aus der aweiten Bedingung ergiht sich A = b'^ : {"i^^a^) 
= — ö'^ : c^ (vgl. g 18i); also lautet die Gleichung 



^y-jh 



-)- a'^ — 2&'^ ■ 



4) Die Gleichung des osculirenden Kreises der Parahel ist 

5) Die Gleichung der Parahel, welche einen auf Tangente und 
Normale bezogenen Kegelschnitt im Nullpunkt hyperosculirt, ist 

a^^x^ + 2%2a;y -\-~y'^ + ^a^sV = 0- 

6) Die hyperoscntirende Parabel hat eine zum Durchmesser 
2a' des Kegelschnittes parallele Ase und den Hauptparameter 

275. Doppelberührung. Wenn der Kegelsclmitt 8 = 
von den Geraden ij ^ 0, L^ = geschnitten wird, so rücken 
die Punkte P^ und P^, Q^ und ^^ (§ 2'^^) ^ö^- "^"i so imher zu- 
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sammen, je näher die Sehnen der Deckung mit derselben Geraden 
L = kommen. Daher repräsentirt die Gleichung S — kL^-^0 
ein Büschel van Kegdschnitien, welche mit 8^0 in der gemein- 
samen Sehne L^O je eine reelle oder imaginäre doppelte Se- 
rührung haben (§ 231). 

Ebenso repräaentirt i^ig — hL^^O jeden Kegelschnitt, 
der die Geraden L^ = 0, i^ = in den Punkten berührt, in 
welchen sie von der Geraden i = geschnitten werden (§ 156) 
Die Gleichung eines Kegelschnittes, der mit jS '= in den 
beiden Punkten x^\y^, ^sl^a eine doppelte Berührung hat, 
kann ebendesshalb auch in der Form S — JcTjT^^^O dar- 
gestellt werden, wenn 2\ = 0, Tg ^ die Tangenten TOn 
jS ^ in diesen Punkten ausdrücken. 

£j« BOsehd doppelt ierührender Kegelschnitte hat nn^ni 
Uch viele gemeinsame Fda/rdreieclie, die alle die Berührung-- 
sehne als eine Seite und ihren Pol als Gegenecle eiiikalten 
(vgl. § 271). Denn jeder Punkt von L ^ ist ein zum 
Schnittpunkt 7'-[=0, 2^ = eonjugirt harmonischer Pol; seine 
Polare geht sowohl durch jenen als durch den bezüglich der 
Berührungspunkte zu ihm oonjugii't harmonischen Punkt, ist 
also in Bezug auf alle Kegelschnitte dieselbe. Somit bildet 
jedes zu Xj^\yi, ^s\y2 harmonische Punktepaar mit dem 
Pol der Berührung ein Polardreieek. Jede einzelne der Tan- 
genten Ti = 0, Tg = bildet mit X = zusammen eine 
Degenerationsform desselben*). 

276. Unendlich ferne Schnittsehne. Die Gleiehungs- 
form S — kL^ ig = umfafat namentlich auch die Speeiali- 
sirung für den Pal!, dafs eine oder mehrere Schnittsehnen 
in die unendlich ferne Gerade fallen. Man hat sich nur zu 
erinnern, dafs deren Gleichung die Form 0-x-\-0-ij-\-c = 
hat und in jedem Gliede von zu geringem Grade eine oder 
mehrere Constante c durch ■ a; + ■ j; + c ersetzt gedacht 
werden können. 

So ist die Gleichung S — kL==0 als der besondere 
Fall der Form S — L^L^ = anzusehen, in welchem 



*) Daa Dreieck L = 0, T, = 0, T^ = ist kHn Polardreieck. 
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L^=^0-x-\-0-y-\-k ist. Sie repraeentirfc daher Kegel- 
schnitte, welche durch die Schnittpunkte von S = mit 
£ ^ und 0-3:-f-0-j/-|-/c = gehen. Diese Gleichungen 
S — hL = stimmen auch offenbar in den quadratischen 
Gliedern alle überein (§ 145), definiren daher bei beliebigem 
L alle Kegelschnitte mit paraUelen Asymptoten (§ 242). 
Somit bilden aMe ähnlicken und aknlich gelegenen Kegelschnitte 
mit swei festen Schnittpmklen im JEndUchen ein Büschel, wie 
z. B. das Kreisbüschel (§ 124). Dieses Büschel enthält im 
allgemeinen keine Parabeln, denn zwei der Schnittsehnen- 
paaxe bestehen ans Parallelen (§ 215). Dagegen sind seine 
Cnrven ausschlielshch parallelaxige Parabeln, wenn Ä == 
selbst eine Parabel ist. 

Femer iat auch die Gleichung S = k ein specieller Fall 
der Gleichung S = L^, nämlich 8 '=1;(0 ■ x -\- ■ y -\- cy. 
Sie bezeichnet daher (§ 275) einen Kegelschnitt, welcher mit 
Ä = eine doppelte Berührung hat, deren Berührungs- 
seime unendlich fem ist. Der Pol derselben ist in jedem 
der Kegelschnitte das Centrum (§ 157) und allen gemeinsam. 
Daher bilden alle ähnlichen und coaxialen Kegelschnitte ei-n 
Büschel mit DoppeJb&mhrung , wie z. B. das Büschel concen- 
trischer Kreise. Da für Parabeln insbesondere die unendlich 
ferne Gerade Tangente ist (§ 274), so Wlden die Parabeln 
S =^k em OsctdaUonsbüschel (§ 244). 

Endlieh kann jede üicht-symboUsche Gleichimg selbst 
als miter der Gleichungsform LgL^ — kL^L^^^ inbegriffen 
angesehen werden. Denn im allgemeinen Ansatz 

^11^^ + 2a^2xy -\- a^^y^ -f- 2a^^x -\- 2a^^y + «33 = 
liefert das erste Trinom, gleich Null gesetzt, ein Linienpaar 
iji^ = aus dem Nullpunkt und das zweite Trinom eine 
durch die unendlich ferne Gerade L^ =^ zu einem Paar er- 
^nzte Gerade L^ = 0. Die Äsymptotenparallelen £3 = 
ij ^ treffen die Curve in zwei endlichen Schnittpunkten 
von der Sehne L^ == 0. 

SpecieU zeigen die Gleichungen der Parabel 

(i<a; + /iy)>+(2«,,3: + 2«„!/ + Oj.)-0, p'-2pi: (9 211), 
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als Ton der Form L^I^ — kL^ = 0, dafa die Geraiäe 'Ja^^x 
+ 2a2s»/ +- «38 ^ bea. a: = und die unendlicli ferne die 
Curve itt den Puntten des Durchmessei-s ax -}~ ßy -\- bez. 
y = berühren. Von derselben Art ist auch die auf die 
Asymptoten bezogene Hyperbelgleichung xy = h^ ^= {0 ■ x -\- 
■ */ -f Z;)^ (§ l'^S)? nach welcher ^ = 0, ;/ = Tangenten 
der Curve mit unendlich femer BerÜhrungs sehne sind. 
277. Die NormaL-Gleiehiuigsform 

definiri einen Kegelschnitt, 'bezüglich dessen die GondeM L^ = 0, 
ig = 0, ig = Seiten emes Pola/rd^ eitds smd f§ 159). 

Im bisherigen Zusammenhange erkennt man dies, indem 
man sie in drei aquiTalenten Formen schreibt, deren eine Seite 
nur je eines der Quadrate bildet. Denn die Form i^L^^-\- IgL^ 
= — Zji^^ zeigtj dafs l^L^^ -\- l^L^^ ^ ein Linienpaar dar- 
Bfcelltj das zu dem Paare i^ = 0, i^ = harmonisch ist 
imd aus den Tangenten der Curve zu der Berührungs sehne 
i^ = besteht. Also ist die Ecke ij = 0, i^ = der Pol 
der Seite L^ = 0, Ebenso folgt aus l^L^^ + ^lA^ = — ■ Zgig^ 
und Zjij^ + h^i^ = — ^3-^3^ ^^^ A^O, i^^^O die Polare 
i, = und ii = 0, ig = die Polare L^ = Q hat. 

Setzen wir ein reelles Polardreieck voraus, so haben wir 
zu unterscheiden, ob die drei Coeffizienten \, \, l^ dasselbe 
oder ob nur zwei von ihnen dasselbe Vorzeichen haben. 
Nur im zweiten Falle ist der definirte Kegelschnitt reell. 
Nehmen wir etwa \ = l^^, l^ = k^, l^^ — ^^^ an, so sind 
die zu den Seitenpaaren des Dreiecks harmonischen Tangeuten- 
paare X^L^^i.^Lg = 0, ^ji^ + Aji3 = und A^i^ + JAji2=0, 
womit die La^e des Dreiecks gemäfs § 159 verdeutlicht wird. 
SpeeieU für Aj^i^^ + l^^L^^=^ c^ (ig == c) besteht das Polar- 
dreieek aus der unendÜeh fernen Geraden und zwei con- 
jugirten Durchmessern L^ = 0, L^^ 0, 

In gleicher Weise bestätigt man, dafs die Gleichung 

"iiA^ ~f~ Sö^gij^ij -f- «äa-^a^ = t%-^s^ 

einen Kegelschnitt bezeichnet, für welchen der Punkt L^ ^ 0, 

ij = der Pol der Geraden i, = ist; denn die linke 
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Seite stellt, gleich Null gesetzt, ein Lioienpaar durch jenen 
Punkt dar. Ist speciell L^ = 1, so haben wir die Central- 
gleichung für das Centrum ij = 0, 1-3 = (§ 164). 

Wenn die Normal-Gleichung einen Ki-eis darstellt, so 
mufs sein Mittelpimlit der Hohenduichsehnittspunkt des fiin 
damentalen Polardreiecks sem, weil die Noimale vom Pol 
anf die Polare durch den jMittelpuntt geht 

Wed femei zwei Kegelschnitte ein geraeinsames PoUi 
dreiect besitzen, so h»men nir im allqnnf^iien die Glackimgen 
zweier Kegelschnitte gleichseitig auf die NoimaJform gebracht 
voroMSädi^en 

l.L,' + l,L,^ + l^L,' = 0, l,L,' + l,L^' + l,L," = 0. 
Jedoch erscheinen diese DarsteUungsformen imaginär, wenn 
das Polardreieck imaginär ist, d. h. wenn zwei reeUe und 
. zwei imaginäre Schnittpunkte existiren {§ 271), 

278. Wenn swei Kegelschnitte mit rniem dritten in doppelter 
Berührung sind, so gehen ihre Berührungssehnen mit diesem 
vmd eines von ihren drei Schnitts^nenpaaren durch einen PtmM 
und bilden ein harmonisches Büschel. 

Für S = als die Grleichung dea dritten Kegelschnittes 
sind S -\- L^ = 0, S + L^ = die Gleichimgen der beiden 
ersten. Durch Snbtraction derselben von einander erhält man 
als Gleichung der fraglichen Schnittsehnen L^ — L^^ == 0; 
aber die Geraden ij^ + ig ^= sind zu den Berühr ungsseLnen 
i^ ^ 0, Jjg = 0, durch deren Scknittpunkt sie gehen, har- 
monisch. 

B. l) Wenn zwei Kegelschnitte in doppelter Berührung sind, 
so schneiden sich die Sehnen, welclie ein durch die Berührungs- 
pnntte willkürlich gelegter Kegelschnitt mit beiden bestimmt, 
auf der Berührungssehne. 

Die Gleichungen S=0, S-\-L^^=Q, S+ijia^O enthalten 
den Beweis. Pur Linienpaare durch die Beruhrungspuntte und für 
Hyperbeln mit denselben Asymptoten ergeben sich speciellere Sätze. 

2) Die Berühruugssehnen von zwei Kegelschnitten mit einem 
Paare ihrer gemeinschaftlichen Tangenten geten durch den Schnitt- 
punkt eines Paares ihrer gemeinsamen Sehnen.'") 

Wenn man den Kegelschnitt S ^ als ein Linienpaar denkt, 
so erhält man diesen Satz ab einen Specialfall des Hauptsatzes. 
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"Wenn die Asympioten einer Hyperbel eiae Ellipse berühren, 
HO sind zwei ihrer Scimittäeknen der Berühr ungssehne parallel 
uad TOn ihr gleiehweit entfernt. 

'S) Die Diagonalen eines einem Kegelschnitt eingeschriebenen 
und die des entsprechenden ihm umgeschriebenen Vierecks gehen 
durch einen Punkt und trennen einander harmonisch. 

Dies ist der specielle Fall von dem Satze des Testes, in 
welchem die Kegelschnitte S-{-Lj^ = 0, S + ig^^O sich auf 
je ein Linienpaar reducieren. Der Beweis kann aber für diesen 
Fall auch direkt geführt werden wie folgt: Sind Ji^O, 2'2 = 0; 
T^^O, 1^ = die Gleichungen Yon Kwei Tangontenpaaren und 
i, = 0, ig = die ihrer Berühningssehnen, d. h. der Diago- 
nalen des entsprechenden eingeschriebenen Vierecks, so kann 
man die Gleichung des Kegelschnittes in jeder der Formen 
T^T^ — I,,3 = 0, T^T^ — i/ = schreiben. Daher sind 
diese identisch oder nur um einen constanten Faktor verschieden, 
d.h. es entspringt ^e Identität j; T^ — i Tg T^ = X^^ — Ü/. In 
dieser drückt die rechte Seite durch ihr Verschwinden ein Linienpaar 
aus, das mit -C^ ^ 0, L^^ ein harmonisches Büschel bildet, 
während die linke Seite zeigt, dafs diese Geraden die Punkte verbinden 
2; = r3 = 0, T^ = T^ = und 2^ = r^ = 0, T^ = Tg = 0. 

4) Man stelle die Gleichungen dei Diagonalen des Vieiecks 
auf, welches von den Tangenten eine'i Oentialkegels hnittes in 
den vier Punkten gebildet wird denen die excentiisthen Winkel 
2«, 2|5, 2y, 26 entapiechen 

In diesem Falle ist (§ 17 S) 

r^ = .2.cos2K + -|-sin2ß — 1, i'g=|-cos2|34-|-sin2|3— -1; 

i = |- cos (<. + ^) + f sin Ca + ß) - cos (a - ß), 
und man findet leicht 

2;ii-i-=-.m-u-(,l [f + ;' -ij, « , w 

Nach den Ergebnissen ^on 6) tindet man tili die Dn pönalen 
L^ sm {j —d)=+L sm (« — ß) 

279. Wenn dret KeqehchniMe tu doppelter Beitthniny mit 
einem vierten Ke-gdschmtt smd, so gehen die Sclmiftseknen der 
drei Paare, welche iith auf emer B& uhi imgssehm schnellen 
viermal zu je dteien dmch emen Pmikt 

DenD, sind die Gleichui^en dei Kegelschnitte von dei F um 
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SO sind die ihrer Schnitts ehnen, zu dreien geordnet 
L^ — L^^O, L,~L^ = 0, L^ — L^- 
i^-j-i^ = 0, Z-3 + i3=0, ig — A = 
i^ -j- A = 0, L, — Lg = 0, ij + ii = ; 
L, — L^ = 0, L,^L^ = 0, L,-\-L^ = 0. 
Wie in § 278 können specielle Fälle dieses Satzes ge- 
bildet werden, indem man voraussetzt, dafa einer dieser Kegel- 
schnitte oder mehrere von ilmen zerfallen. So z, B, bezeichnet 
5=0, wenn dieser Kegelschnitt in ein Linienpaar degenerirt, 
zwei gemeinschaftliehe Tangenten der Kegelschnitte S + ig^ = 0, 
S-f-L3^ = 0; wenn dann L^=^0 eine durch den Schnifct- 
pnntt dieser Tangenten gehende Gerade ansdrfickt, so zer- 
fällt auch S -{- L^ = in ein Paar von Geraden, die durch 
den Schnittpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten gehen. 
Wenn man durch den Schnit^nmkt von zwei gememsamen Tan- 
genten zweier KegdsdmiUe ein Faar von Geraden sieM, so 
schneiden sich die Vet-bJ^irngsgeraden der 8(^nitlpimkte dieser 
Geraden mit dem ersten und zweiten Segdscknitt in Funkten 
einer der SchniUsehnen der Kegelschnitte. Dies ist die Er- 
weiterur^ eines in § 136 für Kreise bewiesenen Satzes und 
läfst erkennen, wie die Schnittpunkte dabei einander zu- 
zuordnen sind. Insbesondere sdmeiden sich die Tangenten in 
den Schnit^nmkten jener Geraden mit den Kegelschnitten in einer 
der SchniUselmen. 

280. Satz von Briauchon. Wenn die dm-ch S + L^^ = 0, 
jS -j- ij^ :^ 0, S + ig^ = dargestellten Kegelschnitte sämmt- 
lich in Linienpaare zerfallen, so bilden sie ein dem Kegel- 
schnitt 8 = umgeschriebenes Sechsseit; die Scimittsehnen 
sind Diagonalen dieses Sechsseits, und man erhält den Sais 
von Bricmchon:''^) vn jedem einem Kegelschnitt umgesAnebenen 
Sechsseit sdmeiden sich die drei Verhindwngsgeraden der Gegen- 
ecketi in einem Punkte. Wenn die Seiten des Sechsseits in 
irgend einer Reihenfolge durch 1, 2, 3, 4, 5, 6 bezeichnet 
sind, so sind die Verbindungslinien der Schnittpunkte 1 2 
und 4Öj 23 und 56, 34 und 61 die im Satze bezeichneten 
Dif^onalen, deren Schnittpunkt der zu dieser Reihenfolge 
gehörige. Srianchon'sche Punkt heifst. 
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Durcli Vertavischimg der Ordnung der Seiten des Sechs- 
aeita lassen sieh aber aus ihnen -^ ■ 1 ■ 2 ■ 3 ■ 4 ■ 5. d. i. 60 ver- 
schiedene Brianchon'sche Sechsseite hilden, und für jedes der- 
selben gilt der ausgesprochen© SatZj exisfcirt also ein Brianchon- 
scher Punkt. 

Der Beweis kann anch folgendermafsen (vgl. § 278, 3) ge- 
führt werden. Sind 

äquivalente Formen der Gleichung des Kegelschnittes 5=0, 
80 stellen ij = ig = L^ drei Diagonalen dar, die sich in 
einem Punkte schneiden. Da aber keine Regel gegeben ist, 
nach der die durch die Gleichung ij =^ + ig dargesteUte 
Diagonale des Vierseits T^^T^T^T^ bestimmt werden kann, 
so beweist dieser Schlufs nur dies, dafs die Verbindungs- 
linien der Punkte 12 und 45, 23 und 56 sich entweder 
in der Verbindungsgeraden von 3 4 und 6 1 oder von 1 3 
und 46 begegnen. Wäre jedoch das letztere der Fall, so 
würden die Dreiecke 1, 2, 3 und 4, 5, 6 perapectivisch col- 
linear Hegen (§ 64,4), daher die Schnittpunkte von 1, 4; 2, 5; 
3, 6 in einer Geraden enthalten sein; wenn wir also fünf 
von diesen Tangenten bestimmea, so müfste die sechste durch 
einen festen Punkt gehen, statt einen Kegelschnitt zu um- 
hüllen. Also ist nur die erste Folgerung zulässig. 

281. Der Satz von Brianohon bietet das Mittel, atis fünf 
gegebenen Tangenten eines Kegelschnittes alle Tangenten desseU>en gu 
consimiren. Dabei dürfen keine drei der Tangenten durch einen 
Punkt gehen, da sonst die Curve in ein Punktepaar degenerirt. 

Denn wenn wir auf einer von ihnen, etwa 1, einen 
Punkt P annehmen, so können wir die zweite Tangente 6 
des Kegelschnittes von P aus mit Hilfe dieses Satzes be- 
stimmen: die Verbindungslinien der Punbtepaare 12, 45j 
23, 56; 34, 61 schneiden sich in einem Punkte 0; nach 
der Voraussetzung sind die Geraden 12, 45 und 34, 61 
d.i. 34, JP bekannt, somit auch ihr Schnittpunkt 0; zieht 
man daher die Gerade 0, 23, so schneidet dieselbe die Tan- 
gente 5 in einem Punkte Q, welcher der Tangente 6 aus P 
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ebenfalls angehört; PQ ist also diese Tangente 6. Man kann 
sagen: Die Timgente 6 ist die Basis eines veränäerUchen Drei- 
seits, dessen Basiseeken sich auf den festen Gnaden 1 und 5 
bewegen, wafwmd sein Scheitel die Gerade 12, 45 besckreibt, 
und seine Seiten sich um die festen Pv/fikte 2 3 und 3 4 drekm. 

Es fordert nur eine specielle Anwendung dieser Methode, 
um am fünf Tamgenten 1, 2, 3, 4, 5 eimes Kegelschnittes den 
B&nihnmgspanU T einer unter ihnen s. B. von 1 zu ermitteln. 

Man ]äSsi die sechste Tangente 6 mit 1 zusammenfallen 
und bestimmt ihren Schnittpunkt T mit derselben (§ 251), 
d. h. man zieht die Gerade 1 2, 4 5 und schneidet sie mit 
23, 56 oder 51 in 0, zieht dann 34, und erhält T auf 
1 6 da, wo diese Gerade sie schneidet. So sind also auch die 
Punkte des Kegelschnitts zu construiren und man erkennt, 
dafs die Angabe einer Tangente mit ihrem Berühr ungspnnkt 
der Yon swei Tangenten äquivalent ist. 

Weil die Constmction nur Schnittpunkte von Geraden 
und Verbindungsgerade von Punkten benutzt, nennt man sie 
linear. Aus fünf Ttmgenten ist eine Curve zweiter Classe du^eh 
Uneare ConstrucUon 'bestimmt. Die Construction nimmt nütz- 
liche specielle Formen an, wenn sieh unter den Tangenten 
der Centralcurren eine Asymptote, bei der Parabel die un- 
endlich ferne Gerade befindet. 

B. l) Man soll zu fünf Tangenten das Centrum des Kegel- 
Schnittes bestimmen. 

Dazu ist nur nötig, die zu einer der gegebenen parallele 
Tangente (P unendlich fem) and für diese beiden die Be- 
rührungspunkte zu construiren; die Verbindungslinie derselben 
ist ein Durchmesser, sein Halbirungapunkt das Oentrum. 

2) Man oonstniire die Hyperbel aus einer Asymptote und 
drei Tangenten. 

Die Asymptote heifse 1 und 2, ihre Richtung ist 12. 

3) Welches ist die einfachste Construction der Hyperbel 
aus den Asymptoten und einer Tangente? 

Man mache die unendlich ferne Gerade zu einer Diagonalen. 

4) Man zeige die Halbirung des Segmentes einer Tangente 
awisohen den Asymptoten durch den Berührungspunkt (§ 188) 
als Specialfall der Construction. 

5) Man construire eine Parabel aus v 
besondere ihren Berührungspunkt mit einer derselber 
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282. Kegelschnittsohaar. Die Brianehon'sche Constnic- 
tion zeigt deutiicb, dafa von den Kegels cbnitten mit Tier- 
festen Tangenten nur einer eine gegebene Gerade der Ebene 
berührt. Wenn wir die Gleiebung eines solchen Kegelschnittes 
in Liniencoordinaten schreiben, so mnfs sie also eine nn- 
bestimmte Constante linear enthalten, da diese durch Ein- 
setzung eines Wertepaares ^' | ij' eindeutig bestimmt sein 
mufs. Daher haben wir nach dem Duaiitätsprincip das Recht, 
die symbolischen Formeln auch nach Liniencoordinaten zu 
interpretiren (§ 79). 

Bedeuten Z^^ ■= 0, Z^^ = die Tangentialgleichnngen 
zweier K^elschnitte, so sldU die einen Parameter x linear 
enthaltende Gldchung 

L\ - x2^ = 
jeden Kegelschnitt dm", der die gemeinschaftlichen Tmigenten dey 
KegelschmUe ^ = 0, 2^^0 beriet. Man nennt das System 
der einem Vierseit von Gnmdtangenten eingeschriebenen Kegel- 
schnitte eine Kegäschnittschawr. Büschel und Schaar sind duale 
Begriffe*) Wir kennen ein Beispiel schon in der Schaar der 
confoealen Kegelschnitte (§ 250). 

Der Pai^ameter kann wiedemm auf dreifache Weise so 
bestimmt werden, dafe die linke Seite der Gleichung I^^ — xS^ 
in lineare Faktoren A^, A^ zerfällt (§ 270). Dies geschieht 
aber, sobald eine fünfte Tangente gegeben ist, welche durch 
eine Ecke des Vierseifcs geht. Also sind in dem vollständigen 
Gnmdvierseit die drei Gegeneckmpaare serfallende Kegelschnitte 
der Schaar. Eines derselben ist stets reell. 

Daher kann die Gleichung einer Schaar stets in der 
Form geschrieben werden (§ 273) 

S — xA^A^^O, 
wo Aj^ =0, A^ = reelle Schnittpunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangentenpaare darstellen. Die Tangentialgleichung 
eines einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnittes ist von 
der Form (§ 273) 

*) Wir wollen diese Gegenüberstellimg festhalten, obwotl üher- 
liaupt auch, jedes lineare System von Curven, als Orte oder Ecveloppe» 
betraclitet, oft als eine Cut-venschaar tezeiclinet wird. 
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^^A^ — kJ^J^ = 0. 
Die Kegelacknitte 2-' — x^^^g = berühren 27 = 0, wenn 
entweder einer der Punkte yij =^ 0, ^^ ^ auf dem Kegel- 
schnitt S ^= liegt oder die Verbindungsgerade von beiden 
denselben berührt (§ 274). 

Die Kegelacknitte S = und S~xA^ = berühren 
einander doppelt, so dafa A^^O den Schnittpunkt der ge- 
meinsamen Tangenten, den Berührungspol bezeichnet. Während 
im allgemeinen zwei Kegelschnitte ein Büschel und eine 
Schaar als ganz verschiedene Systeme bestimmen, bilden 
do^eltberiiJirende Kegelschnitte gleichzeitig ein Büschel und eine 
Schaar. Sind insbesondere y/j = 0, ^^ = die Berührungs- 
punkte, Aj^A^ = also ein zerfallender Kegelschnitt der 
Sehaar, so läfst sich diese auch in der Gleichungsform dar- 
stellen .s n 
A-^A:^ — kA^ = 0. 

Ferner liefert § 279 den Satz: Wenn drei Kegelschnitte in 
doppelter Berühi-ung mit einem Tierten sind, so liegen die 
Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare viermal zu 
dreien in einer Geraden. Man erkennt schon, daCs dies auf 
einen aura Brian chon'schen dualen Satz fühi'en mufa, den wir 
in § 285 auf anderem Wege entwickeln. 

Namentlich aber ist die ganze Polarentheorie dualistisch 
übertragbar. Denn nach der Definition des Teilverhältniases 
in einer Punktreihe % — l%'\'»\ — Aij' in § 77 gibt die Ein- 
setzung dieser Coordinaten in eine Gleichung zweiten Grades 
2; = 0, und die Bedingung, dafa der Coefficient von l in 
dem Subatitutionsresultat verschwinde, die Eelation (§ 157) 

A.^'i + As(ri? + vi) + Ä^^n'n + Asd' + 1) 

+ ^3(ij' + ^) + ^3« = 0. 
Ersetzen wir also A^^ etc. durch A^^ — ^-^n ^^'^■i ^^ sehen 
wir: Die Pole mrw Geraden m Bemg <mf die KegelschniUe 
einer Schaar hüdm eine gerade Pimhtreihe. Die einander so 
zugeordneten Geraden heifsen doppelt oonjugirte Polaren. Es 
ist nur ein Specialfall davon: Der Ort der Centra der einem 
Vierseit eimgeschnä>enen Kegelschnitt ist eine Gerade; nach 
§ 163 sind die. Coordinaten der Centra 
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A,^~ «A,/ I A^^—%A^ 

Weil die drei Gegen eckenpaaie des Gmndvierseits Kegel- 
aclmit(;e der Schaar sind, welche die Mitten der von ihnen 
begrenzten Strecken zu Mittelpunkten haben, so geht die 
Mittelpunktsgerade durch diese. 

283. Lineare Kegelachnittsysteme. Die symbolische 
BeaeJehnung führt über die Betrachtung des durch awei 
Kegelschnitte bestimmten Systems (Büschel und Schaar) 
hinaus. Besteht zwischen den Gleichungen von drei Kegel- 
schnitten in Punktcoordinaten S^ = 0, S^ = 0, 8^ = keine 
identische, lineare Relation (§ 273), so heifsen dieselben Imecn' 
tmabhoMgiff. Bezeichnen femer A = ftg : fc^, (t = Ä^ : ^j^ zwei 
durchaus willkürliche Parameter, so bilden die Kegelschnitte, 
deren Gfleichungen in der Form 

enthalten sind, ein System, welches wir nach Analogie von 
§ 128 ein KegelschniUnets nennen. Unter den Kegelschnitten 
eines solchen Netzes befinden sich noch unendlich viele, 
welche durch einen gegebenen Punkt gehen und zwar bilden 
dieselben ein Büschel. Denn durch Einsetzung der Coordinaten 
des Punktes gewinnen wir eine Gleichung, welche Ä^ : k^ linear 
durch h^ : k^ auszudrücken gestattet, dürfen also nur noch 
einm linearen Parameter als willkürlich betrachten (§ 268). 
Da das Ketz unendhch viele Büschel enthalt, s^ man, 
es umfasse zweifach lanendlich viele Curven oder das Nets 
ist ein lineares Kegelschniüsystem sweitef Stufe, das Büschel 
ein solches erster Stufe. Die Kegelschnitte des Netzes hängen 
statt von fünf nur von zwei willkürliehen Constanten ab; 
(Jso müssen die fünf Constanten eines jeden drei linearen, 
unabhängigen Bedingungen genügen, wie aus der Algebra der 
linearen Gleichungen bekannt ist. Man kann das drei ge- 
gebenen linearen Bedingungen genügende Netz dadurch bilden, 
dafs man drei Coefficientengruppen a^^, b^^, Cjj bestimmt, 
welche denselben genügen, denn dann befriedigen auch 
^i''i*~l~^^i*~l~'''3^ii: dieselben. Somit bilden alle durch drei 
Punkte gehenden Kegelschnitte ein Netz, aber dies sind nicht 
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mehr allgemeine Netze, da drd beliebig gewählte Kegel- 
schnitte Sj ^0, Äj = 0, Sg ^ keine Punkte gemein haben. 
Setzen wir die Curven als Tangentengebilde voi'ans, so 
gelten dieselben Betrachtungen dualistisch. Sind S-^^ 
Z'j ^ 0, Z^g ^ die Tangentialgleichungen von drei Kegel- 
schnitten, welche nicht derselben Schaar angehören, so 
definirt 

auch ein lineares Kegelschnittsystem zweiter Stufe, welches 
man aber etwa als Kegelschnitigewebe kennzeichnet. Die Curven 
desselben genügen drei fiir die Coefflcienten Ä^^, B^f., (7^^ 
(§ 163) linearen Bedingungen, können in specidlen Systemen 
z. B. drei feste Gerade berühren. Solchen Systemen sind 
wir in der Lehre vom Kreise nicht begegnet, weil es nicht 
unendlich viele Kegelschnitte gibt, die durch zwei feste Punkte 
gehen und drei weiteren Bedingungen genügen. 

Sind nun femer S^ = 0, S^ = 0, S^ == 0, S^ = bez. 
U^ = 0^ ^2 = 0, Sg = 0, 2.\ = vier Kegelschnitte, welche 
nicht demselben Neta bez. ßewebe angehören, so stellt die 
drei Parameter enthaltende GHeichung 

fc^ S, + ifca Äs + Äg Sj + ^i S^ = 0, 
bez. 

Xj_S^-\-x^i:^ + «3 2^3 +XiX'^ = 

lineare Systeme driUer Sinfe dar, welche unendlich viele Netze 
bez. Gewebe enthalten. Und endlich kann man genau so 
zu Kegdschnittsystmmi vierter Stufe aufsteigen, welche noch 
einer einzigen linearen Bedingung genügen und durch fünf 
Curven bestimmt sind, die nicht einem System dritter Stufe 
angehören. Man mufs die Systeme unterscheiden, je nach- 
dem man die Kegelschnitte als Punkt- oder Tangentengebilde, 
in X- oder g-Coordinaten gegeben denkt, etwa in puneiueÜ- 
Jmeare wnd in tamgmUell-linewe Systeme. 

Durch die Gleichungen von sechs ganz beliebigen Kegel- 
schnitten läfst sich demnach die eines jeden vorgelegten Kegel- 
schnittes linear darstellen, denn es sind dann fünf Constanten 
verfügbar. 
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284. Wenn drei Kegelsdmiüe dieselben swei Punlcte gemein 
haben, so ^refee» ihre är^ Sdtnittsehnen, weiche heinen dieser 
Funkie enthaüen, dwrch einen Funkt. 

Ist S^O die Q-leichimg dea einen Kegelschnittea, i = 
die Gleiclmiig der allen gemeinsamen Sehne, so sind die 
Gleichungen der beiden andern Kegelschnitte yon der Form 
S + LL^ = 0, S + LL^ = 0; die Gleichung ihrer Schnitt- 
sehnen ist daher L(L^- — ij) = 0; die Gerade L^ — i^ = 
geht aber durch den Punkt ij =' 0, L^^ 0. Daher gilt der 
Satz aber für alle Eegelschnitte des durch die drei bestimmten 
specieUen Netzes »5 -j- L(k^L^ -|~^A) = '^■ 

Der Satz dehnt auf diese Kegelschnitte den Satz über die 
Radiealaxen von drei Kreisen aus (§ 121), da diese letzteren 
die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene zur gemeinschaft- 
lichen Sehne haben. Der Satz des § 279 erscheint als fernere 
Erweiterung desselben: drei Kegelschnitte, welche mit einem 
vierten Kegelschnitt in doppelter Berührung sind, besitzen 
vier Badicalcentra, in deren jedem drei ihrer gemeinschaft- 
lichen Sehnen sich schneiden. An die Stelle des sie alle 
doppelt berührenden Kegelschnittes treten im Falle der Kreise 
die zwei Punkte, die ihnen allen gemein aind. Der obige 
Satz kann wie in § 121 so ausgesprochen werden: Die Kegel- 
schniUe eines Süschels bestimmen mit einem festen, durch swei 
der Grundpunkte gehenden Kegelschnitte Schnittsehmen dwch einen 
festen Pimkt.''^ Man erkennt so, dafa zahlreiche frühere Sätze 
specielle Formen allgemeinerer Sätze über Kegelschnitte durch 
zwei feste Punkte sind. 

B. Durch die Voraussetzung, dafs einer der drei Kegel- 
schnitte in ein Linienpaar OA, OB degenerirt, entsteht der Satz; 
Wenn man durch zwei Schnittpuntte A, 
~\ B von zwei Kegelschnitten Gerade zieht, 

welche diese in den ferneren Punktepaaren 
P, p bez. §, g schneiden, so schneiden 
sich die Sehnen PQ, pq in der zweiten 
Schuittsehne CD der Kegelschnitte. 

Der Satz gut insbesondere noch, 
a A,S in einen Berührungspunkt der 
i Kegelschnitte zusammenrücken; er 
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ist dann aueli ein specieller Fall you einem in § 279 gegebenen 
Satze, weil einer der Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tan- 
genten von zwei sieh herükrenden Kegelschnitten in den Berüh- 
rungspunkt ftlllt. (§ 131.) 

285. SatB Ton Pascal; '^) Die drei Schmt^nmkte der Gegeur 
seitenpaa/re eines in ei/nen Kegelscfmitt eingeschri^>men Secks- 
edcs liegen in einer Geraden, der Pascal'schen Linie desselben. 

Wir tezeichnen die Ecken des Seclisecka durcli 1, 2, 3, 
4, 5, 6 und wollen dureh L12 = die Q-leichuiig der Ver- 
bindangsgeraden Ton 1 mit 2 ausdrücken etc.; dann miifs 
die Gleichung des Kegelschnittes, da er dem Viereck 13 34 
umgeschrieben ist, sich in der Form sehreiben lassen 

As Lgi — ^3 hi = (§ 273) ; 
da er auch dem Viereck 4 5 61 umgeschrieben ist, so mufs 
dieselbe Gleichung in der Form auszudrücken sein 

-^isAi — AfiA4 = 0. 
Die Identität beider Ausdrueksformen gibt die Gleichung 

L^,L^^ — L^L^^ = X,^ (L,^ — 4^). 
Die Unke Seite der Gleichung, die, gleich Null gesetzt, ihrer 
Form zufolge eine dem Viereck der Punkte 1 ; 4 ; 12, 45; 
34, 61 umgeschriebene Figur darstellt, mufs somit in zwei 
Factoren zerlegbar sein, die nur die Diagonalen dieses Vier- 
ecks darstellen icönnen, Nun ist L,^ = diejenige Diagonale, 
welche die Ecken 1 und 4 verbindet, also mufs L^g^L^g=0 
die andere Diagonale sein, welche die Ecken 12, 45; 34, 61 
mit einander verbindet. Da aber die Form ihrer Gleichung 
sie als eine durch den Punkt 23, 56 gehende Gerade charakte- 
risirt, so liegen notwendig die drei Punkte 12, 45; 23, 56; 
3 4, 61 in einer Geraden.'*) 

B, 1) Wenn A, £, drei Punkte einer Geraden und A', 
B', C drei Punkte einer andern Geraden sind, so liegen die 
Schnittpunkte SC'\B'C, GA'\C'Ä, ÄB'\A'B in einer Geraden. 

Dieser apeoielle Fall (§ 94) des Pascal'schen Satzes gilt auch 
dann noch, wenn die zweite Gerade imendüch fern ist, also die 
Linienpaare BC\ C'A- CA', A'B; AB', B'C parallel zu drei 
verschiedenen Geraden gezogen sind. 

2) Wenn man vier Gerade auf alle Arten zu dreien com- 
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binirt, so entstehen vier Dreiecke; die Höhenschnittpunkte dieser 
Dreiecke liegen in einer Geraden.^^) 

Sind a, b, c, d die ner Geraden und a', J>', e', ^ die zu 
ihnen rechtwinkligen Linien der OoTistruotion, so ergibt sich der 
Beweis durch die Anwendung des Satzes von l) auf die drei 
Schnittpunkte von «, 6, c mit d und die drei unendJich ent- 
fernten Punkte von «', &', c'. Der Satz folgt auch aus dem 
Steiner'schen Satze in § 229,1, denn die vier Höhenschnittpunkte 
müssen in der Direetrix der Parabel liegen, welche die vier 
Geraden zu Tangenten hat. Die Yerhindungslinie der Mitten 
zwischen den Paaren der Gegeneckea des Vier sei ts der vier 
Geraden ist zur Ase dieser Parabel parallel, also auf der vorigen 
Geraden rechtwinklig. 

3) Der angezogene Satz von Steiner ist selbst ein specieller 
Fall von Brianchon's Satz;"^) denn sind a, &, c drei Tangenten 
der Parabel, und bezeichnen «', b', c' drei zu ihnen rechtvdnkl%e 
Tangenten, ist überdies oo die unendlich ferne Gerade, so be- 
trachten wir die sechs Tangenten a, ö, c, c', oo, a' und sehen, 
dafs die Geraden ab, c'oo; ho, n oo; cc', aa sich in einem 
Punkte schaeiden; von ihnen sind aber die beiden ersten Höhen 
des betrachteten Dreiecks, und die letzte ist die Direetrix, in 
welcher jedes Paar rechtwinkliger Tangenten sich schneidet (§ 227). 

286, Fasoal'B Theorem gestattet, (ms fünf Funkten 
eines Kegdsdtnities denselben Punkt für Punkt su construiren. 
Dabei sollen keine drei Punkte in einer Geraden liegen, an- 
aonst die Öeyade dieser drei Punkte und die Verljindnngs- 
gerade der beiden übrigen ein Linienpaar als Degenerations- 
form bilden. 

Denn, wenn wir irgend eine Gerade g oder 16 durch einen 
etwa den ersten der gegebenen Punkte 1, 2, 3, 4, 5 ziehen, so 
können wir den Punkt 6 bestimmen, in welcbem sie den 
Kegelscbnitfc femer schneidet, und so beliebig viele Punkte 
des Kegelschnittes erhalten. Die Schnittpunkte von 12 und 
45, 23 und 56, 34 und 61 liegen nun in derselben Geraden ß, 
und nach der Voraussetzung sind die Punkte 1 2, 4 5 und 
34, 61 (g), also auch die Linie p bekannt; somit bestimmt 
die Verbindungslinie von 5 mit dem Schnittpunkt von p 
und 23 auf der Geraden g (1 6) den Punkt 6. In aaidem 
Worten; Der Punkt 6 ist die Spitze eines veränderlichm Drei- 
ecks, dessen Seiten bes. Basis durdi feste Punkte 1, 5 be0. 1 2, 
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45 gehm, während seine Sasisecken sich längs fester Geraden 
23, 34 hmegm. (Vgl. §46, 2, 3.)") 

Diese Construction Kefert darch die Specialisirung, dafs 
zwei Nachbar-Punfcte mit einander zusammenfallen, die Tan- 
gente t in emem von fmif gegebenen Funkien eines Kegelschnittes. 
Nennt man z. E, 1 zngleieh 6, so verbindet j> die Punkte 1 9, 4ö 
und 2 3, 5 6 (5 1) und im Schnittpunkt Yon p mit 3 4 erhält 
man einen Punkt der Tangente 1 6. 

Alis fünf Funkien ist eme Curve swmter Ordnung durch 
Uneare ConstmcUon hestimmt und zwar zahlt die Angabe 
eines Punktes nebst der in ihm berührenden Tangente für 
zwei Punkte (vgl. § 281). Einfache Specialfälle bietet die 
Benutzung der unendlich fernen Punkte. 

Der Brianchon'scJw Pwn^t eines dem Kegelschnitte umge- 
sdmd>eimt Sechsseits ist der Pol der Fascal'schen Linie des 
Sechsecks der BeriiJwmigspwnhte. Denn, geben wir der Tan- 
gente und dem Berührungspunkt dieselbe Bezeichnung, nennen 
also Sechsseit wie Sechseck 123456, so ist die Verbindungs- 
gerade der Tangentenschnittpunkte 12, 4 5 die Polare des 
Schnittpunktes der Verbindtmgsgeraden 12, 4 5 der ße- 
rühnmgapuntte, u. s. w. {§ 157). 

Dieser Satz könnte umgekehrt als eine blofae Folgerung 
aus der Polar entheorie dazu dienen, um aus dem Satze von 
Pascal den von Brianchon abzuleiten oder umgekehrt. Je- 
doch leistet dies aehon das Dualitätsprincip des § 79. Nach 
allem früheren darf jeder rein desa-iptive Satz, der von 
Punkten einer Curve zweiter Ordnung handelt, unmittelbar 
auch für die Tangenten einer Curve zweiter Classe dual aua- 
gesprochen werden (vgl. § 282). Unser Satz gibt aber eine 
constructiv speciaUsirte duale Beziehung, welche uns erlaubt, 
die weiteren Ueberlegungen an der Paacal'achen Figur allein 
durchzufuhren. 

Bin sehr nötzlieher Specialfall dea Satzes entsteht durch 
Zusammenfallen der Seiten- bez. Punktepaare 12, 34, 5 6. 
In einem umgesckri^enen Dreieck schneiden sich die Verbindirngs- 
Unien der Beriämmgspunkie mit dm Qegenecken in einem FunM 0, 
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Mac Läurin'B Erzeugung der Kegelschnitte. 4ö9 

«wd dte ScJtmftpunkte det Settüituiigsbtfuipn mit den Gegen 
selten liegen auf der Polare oder der Hannonikdle o (§ 64,i) 
von jenem 

B l) \is tuüt Pwnktfn eines R-egelsuhnittea sein Centnmi 

Man zieke 1 6 pirillel z i 3 4 und bestiinma den auf ihi 
gelegenen Punkt d des Kegelschnittes, dann sind 3 4 und 1 6 
zwei paiallele Sehnen, imd die Verbindungs gerade lirer Mittel 
punkte ist ein Duichmessei Indem man ebenso auf 5 b paiallel 
i' 3 den Punkt 6 des Kegelschmttes bestimmt findet man einen 
zweiten. Duichme'.sei und damit das Gentium 

2] Man constiuiie die Hjperl el aus len ^symptotemich 
tungen 1, 2 und drei Punkten 3 4 'S 

3) Man Lonstnure sie lus den Asymptoten und ein^ui 
Punkte, insbescnleie die Tingente m diesem 

4) Man construiie die Parabel lus der AxpniiLhtung und 
drei Punkten unl spiec 
regeln als bktze 

5) Zu vier 
Punkten A,B,0,i) 
und der Tangen- 
te des einen, a. B. 
a in A sind die 
Tangenten h, c, d 
in B, C, B zu 
construiren. 

Indem man Ä 
als erste und zwei- 
te Ecke und resp. 
aaobeinander B, C, 
D als vierte und 
fftnfte denkt, die 
jedesmal übrigen 

aber als dritte und sechste, ergibt sieh durch die wiederholte 
Anwendung des Pasca,l'scben Satzes die Kegel: Man bilde 
das Diagonaldreieck des Vierecks AB OD, also E oder AB, 
CD; F oder BO, AB; & oder CA, BB mit den re- 
spectiven Gegenseiten e, f, g. Dann schneide man a mit diesen 
der Eeilie nach und riebe von dem Schnittpunkte die i nacb B, 
ä nach D und c nach 0; so schneiden sich auch h und c in /, 
h und d in (/ und e und d in e. Das ergibt den Satz: Das 
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Diagonaldreieok des einem Kegelschnitt eiageschrie- 
benen Vierecks ist zugleicli das Diagonaldreiseit des 
zngekörigen nmgeseh.riel)enen Vierseits. 

Maa sieht, dafs die Constructionsfigur zugleich die der andern 
Aufgabe ist: Zu vier Tangenten a, b, c, d und dem Bemhrungs- 
punki. einer von ihnea die Berührungspunkte der drei andern zu 
finden.. Man bildet das Dreiseit e, /", g der Geraden ah, cd; 
6c, ad\ ca, bd und verbindet den gegebeaen Berührungspunkt 
mit seinen Ecken, um dieselben au erhaltea — die entsprechende 
Anwendung des Satzes TOn Briaaehon. 

6) Generation sraetho de Mac Laurin's: Maa beetimme den 
Ort der Spitze eines Dreiecks, dessen Seiten bez. durch drei 
feste Punkte gehen, währead die Basisecken sich iu zwei festen 
Geraden bewegen. 

Sind £ = 0, Jf=0, N= die Gleichungen der Seiten 
des von den drei festen Punkten gebildeten Dreiecks, so können 
nacJi § 60 die festen Geraden g, g ia der Form 

IL 4-JMJf + wJf =0, ri + m'JZ + Wif =0 

ausgedrückt werden; und ist dann L = fiüf die Basis, so ist die 
Gerade, welche den Punkt i(f=0, JV=0 mit dem Schnitt- 
punkt der Basis mit g verbindet, durch {l^i -\- m)M -\- n]f= 0, 
dargestellt, und die Gerade, welche den Punkt i = 0, N=0 
mit dem Schnittpunkt der Basis mit g' verbindet, durch 
(l' jt -\- m') L -\- n' jiN == . Die Elimination von (i zwischen 
den beiden leisten Gleichungen gibt die Gleichung des gesuchten 
Ortes in der Form 

lmLM=^(mM-\-nN){rL-\-nN), 

d. h. derselbe ist ein Kegelschnitt, welcher durch die fünf Punkte 

M=0,N=0;N'=0,L = 0;L = 0,lL-\--mM-\-nN^O; 
Jlf= 0,l'L + m'M -\~ n'N= und 5, g' hiadurohgeht. 

287. Die vollständige Figur des Pascal'achen Sechsecks. 

Wie im Falle des Satzes von Brianchon können wir eine 
Anzahl von 60 versehiedenen Pascarsclieri Seeiisecken aus 
den nämlichen sechs Punkten erhalten, wenn wir die 
Ordnung ihrer Aufeinanderfolge ändern. Die entsprechenden 
Paacal'schen Linien bilden, wie dort die entsprechenden 
Brianchon -Punkte, ein System mit zahlreichen interessanten 
Eigenachaften. 
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Da z. B. der Kegelscknitt des § 285 auch dem Viereck 
23 5 6 umgeschrieben ist, so kann seine Gleichung auch in 
der Form L^^L^^ — -^as-^se ^ ^ ausgedrückt werden, und ihre 
Identität mit der zuerst gegebenen Form in § 285 gibt 



L,,,L^ 



- ig. ig. 



-issCii, — iss)> 



wir wie dort schliefaen, dafs die Punkte 12, 3 6; 
34, 2 5; 5 6, 14 in einer Geraden, nämhoh der Geraden 
Ln — L^g ^ liegen. In gleicher Weise lernen wir aus der 
Identität der zweiten und dritten Form der Gleichung unseres 
Kegelschnittes, dafs die drei Punkte 45, 36; 6 1, 25; 23, 1 4 
in einer Geraden L^g — ij4 = liegen. Nun schneiden sich 
aber die drei Geraden 



= 0, 



= 0, J-,, — J,„, = 



in einem Punkte. Damit ist der Satz von Steiner bewiesen; 
Die drei Pascal'schen Linien, welche man für die Anordnung 
derI!cJ!mmdenhez.Fol^enl234:5Q; 143652, 163254*} 
^hMt, schneiden sich in einem Punkte. Da 2 34561 in der- 
selben Weise behandelt nichts Neues gibt, so liegt in jeder 
PascaVschen Linie mtr ein Stemer'scher Punkt; es gibt swamig 
solcher PwMe. 

Ebenso erhält man für die Pascal'sehen Linien von 
12345 6, 15423 6, 156342 die folgenden Ergebnisse. 
Die Gleichung des Kegelschnittes hat, weil er den Vierecken 
1245, 543 6, 6321 bez. umgeschrieben ist, die identischen 
Formen 






- L.,L,, 



= 0, 



,^L,,(L^-L,,), 



*) Nur die geradBahligen Ecken sind permutirt. 
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d-k 15, 34; 24, 56; 12, 36; 

34, 61; 56, 23; 45, 12; 
23, 15; 16, 24; 36, 45 
sind dreimal drei Punkte in je einer Geraden, den p von 
156342, 12345 6, 15 4236 reep., und diese drei Geraden 
gehen dureh einen Punkb — ein Satu von Kirlcmann. Da 
die cyklische Verschiebung die Gruppen 

234561, 265341, 261453; 

345612, 316452, 312564 
und keine weiteren gibt, so liegen m jeder Paseal'schen Umie 
ärd Kirkmann'sche Punlde und die Ansahl dieser Timkte ist 



Man kann jedoch den gröfsten Teil aller der Sätze, 
welche über die Figur des ToUständigen Sechsecks bekannt 
geworden sind, auch entwickeln, indem man die einfachsten 
Principien der Combinationslehre mit den elementaren Sätzen 
über perspectivisehe Dreiecke verbindet (§ 64,4). 

Sind 1, 2, 3, 4, 5, 6 die s^hs Punkte des Kegelschnittes, 
die wir die Punkte P nenne^wollen, ao werden sie durch 
fünfzehn Gerade verbunden, die wir die Geraden l nennen 
werden. Jede derselben, a. B. 1 2, wird von den vierzehn 
anderen geschnitten und zwar durch vier im Punkte 1, durch 
vier andere in 2 und also durch sechs in anderen von 1 
und 2 verschiedenen Punkten, z.B. 12,34; etc. Wir woUen 
die letzteren als die Punkte P' bezeiclinen; ihre Anzahl ist 
fünfundvierzig, denn in jeder der Linien l sind sechs der- 
selben gelegen, und da zwei Linien l durch jeden Punkt P' 
gehen, so ist ihre Zahl die dreifache Zahl der l. Wenn wir 
die Seiten des Sechsecks in der Ordnung 12 345 6 nehmen, 
so sagt Pascal's Satz, dafs diejenigen drei Punkte P' in einer 
Geraden liegen, welche als 12, 45; 23, 56; 34, 61 erhalten 
werden. "Wir können diese Gerade als die Pascal'sche Linie 

I \ bezeichnen, um die drei Punkte bequem er- 

kennen zu lassen, durch welche sie geht. 

Durch jeden Punkt P' geh^i vier Pascal'sche Linien, 
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nämlicli z. B. durch (1 2, 4 5) die Linien 12345 6, 12645 3, 
123546, 126543; wir finden also die Zahl der Paseal'schen 
Linien, indem wir die ZaM der Punkte P' mit vier mulfci- 
pKciren nnd durch drei di-ridiren, weil jede von ihnen drei 
Punkte P' enthält; sie ist also gleich sechzig, in der That 
die Zahl der verschiedenen möglichen Anordnungen von 
sechs Elementen. Betrachten wir nun drei Dreiecke I, II, 111 
von Seiten 12, 34, 56; 45, 61, 23; 36, 25, 14 bez., 
so liegen die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten von 
I und II in einer Pascalsehen Linie, die Verbindungslinien 
ihrer entsprechenden Ecken schneiden sich also in einem 
Punkte; diese sind aber 

fl2-45-361 f34-61-251 j56.23-14| 

134-61-251' l5 6-23.14r 112. 45.3 ßJ' 
d. i. drei Pascarsehe Linien, und wir haben Steiner's Satz 
wieder gefunden. 

Wir werden den Schnittpunkt als den Punkt G und 
fl2-45.36j 
durch die Charakteristik i 3 4 ■ 6 1 ■ 2 5 ! bezeichnen. Damit 

'56.23-14J 
wird ofi^enbar, dafs in jeder Paseal'schen Linie nur ein einziger 
Punkt G liegt; denn, wenn die durch die beiden ersten Zeilen 
eharakterisirte Pascal'sche Linie gegeben ist, so erhält man 
die Charakteristik des bezüglichen Punktes G durch Unter- 
setzen der in ihren Verticalreihen nicht enthaltenen Buch- 
staben unter dieselben. Da aber in jedem Punkte G drei 
Pascal'sche Linien zusammentreffen, so ist die Zahl dieser 
Punkte gleich zwanzig. Wenn wir die Dreiecke II, III und 
I, III betrachten, so sind die Verbindungslinien entsprechender 
Ecken in beiden Fällen dieselben, und die drei Axen der 
Collineation treffen sich somit in einem Punkte; derselbe ist 

[12.34-56] 
aber offenbar der Punkt G- von der Chai'akteristik |45-61 -231 . 

136-25-141 
Steiner hat bemerkt, dafs zwei solche Punkte G in Bezug 
auf den Kegelsclmitt harmonisch conjugirt sind, sodafs die 
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zwanzig Punkte G in zehn Paare geteilt werden. Die Pas- 
cal'schea Linien, welche durch dieselben gehen, sind für den 
betrachteten Fall bez. 

123654, 163452, 143256; 
und 

123456, 1632Ö4, 143652. 
B. Man zeige, dafs die Schnittpunkte der sechs Paare ab- 
wechselnder Seiten eines Pascal'schen Sechsecks in natürlieher 
Ordnimg ein Brianehon'sches Seehsseit bilden, und dafs ebenso 
die Verbindungslinien der sechs Paare abwechselnder Ecken eines 
Briaaehon'sehen Sechsseits in dieser Ordnung ein Pascal' sches 
Sechseck bilden. 

* 288. Betrachten wir nun die Dreiecke 

12, 34, 

fl2-35-46| (34-26-151 
U5-26-13r U6-35.24J 
|l2-35-46i (34.26151 
136-24-15/' l25- 13-46^ 
so sind die Schnittpunkte der entsp: 
und IV drei Punkte derselben Pascal'schen Linie. Die Yer- 
bindungslinien entsprechender Ecken, welche daher durch 
einen Punkt gehen, sind aber die drei Pascal'schen Linien 
|12- 35.4 61 |34-26.15l f56. 13-241 
l34-26-lö/' 156-13-24J' lx2-46.3&)' 
■wir können den Schnittpunkt bezeichnen als den Punkt H 

M2-35.461 
Ton der Charakteristik | 3 4 ■ 2 6 - 1 5 [ . Sie weicht von der 

I56-13-24) 
der Punkt« G darin ab, dafs nur eine der Verticalreihen die 
sechs Buchstaben ohne Auslassung oder Wiederholung ent- 
hält. In jeder Pascal'schen Linie gibt es drei Punkte S, 

,. ,. , . 112-34.561 .. „, . 
namlich m i , ^ „ „ „ „ f die lolsenden 
l4o ■ 1 D - 23 ) ° 

|l2-34-56) (12-34-56) (12- 34-56 

45-16-23 , 45-16-23 , 45-16.23 

36.24 15 13-25-46 2635 14 



66 


I 


66-24.13I 


■> I"^ 


23-16-46I 


56.24- 13) 


■, V 


14-36-26J 


lenden Seiten 


Ton I 
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wo der Strich über der einen Columne die Vollständigkeit 
derselben anzeigt. Daraus entspringt Kirkmann's Erweiterung 
des Steiner'schen Satzes: Die Pascal' sehen Linien sehneiden 
sich SU dreien nicht nm- in Steiner's mvaneig P^mkten G, son- 
dern auch in sechsig tmderen Punkten M. 

Wenn wir ebenso die Dreiecke I und V betrachten, ao 
sind die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken die- 
selben wie för I und IV, und die entsprechenden Seiten 
schneiden sieh daher in einer Geraden, offenbar einer Pascal- 
schen Linie. Endlieh müssen sieh die entsprechenden Seiten 
von IV und V in drei Punkten einer Geraden schneiden, d.h. 
die drei Punkte H von den Charakteristiken 

ir2-35-46] jl5-34-26| (l3.24.50j 
45--26.13 . 24-16-35 , 46-15-23 
136.15.24] 113.25-46) (35-26-14| 
liegen in einer Geraden. Ueberdies mufs die Axe von IV 
und V durch den Schnittpunkt der Axen von I, IV und I, V 
gehen, d. h, durch den Punkt G, der aus den vollständigen 
Verticalreihen der vorigen Punkte H entsteht, nämlich 
(12-34.561 
45-16-23 
|36 25 14] 
Damit haben wir den Ca^ley-Salmon'schm Satz: Es gibt zwansig 
Gerade g, deren jede einen Punkt G und drei Punkte H enthält. 
Ebenso kann man beweisen, dafs die swandg Geraden g 
zu vieren durch fünfsehn Punkte J gdien. Die vier Linien g 
nämlich, deren Punkte G in der vorigen Bezeichnung eine 
VerticaJreihe gemein haben, gehen durch denselben Punkt. 
Betrachten wir ferner die Pascal'schen Linien, welche 
sieh in einem Punkte S schneiden, z. B, 



(12-35-461 
|45-26.13) 



[45.26. 
136.15. 



so können wir, indem wir 
wählen, ein Dreieck bilden, 
L^,L,, hat, und dessen Sei 



13 



(36. 15.24| 
h2-46-35j 



jeder von ihnen einen Punkt P' 
elches die Ecken L^^L^^yL^sL^^, 
ten daher sind 
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(13-26-45I (26-35. 14) (24-13-561 

(46-15-23/' (16-24. 36)' (35-46.12)" 

Nehmen wir dann in jeder einen Punkt H, indem wir unter 

jede der obigen Paecal'eciieu Linien die Zeile 16-34.25 

schreiben, so entsteht ein Dreieck von den Seiten 

(13-26-45I (36-15-241 (46- 12-351 
(25-34-16J' 125-3416)' 125-34.16)" 
Die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten dieser Dreiecke, 
d. h, die drei Punkte ö von den Charakteristiken 

25-34-161 [25-34-16| [25.34-16 

13-26-45L 36-15-24 . 46-12-36 

46-16-23) (l4-26-35| (l3-56-24 

liegen mit dem vierten, der gleichfalls die Zeile 2 5 - 3 4 ■ 1 6 

( 2 5 . 3 4 ■ 1 6 ] 
enthält. |36-12-45L in einer Geraden. Da man fünfzehn 

|l4-56-23) 
verschiedene Produete von der Form 2 5 • 3 4 ■ 16 bilden 
kann, so entspringt dem der Satz von Stemer: Die Punkte G 
liegen zu meren in fünfzehn Geraden j. 

Hesse hat eine gewisse Dualität zwischen den erhaltenen 
Sätzen hervorgehoben. Es correspondiren den 60 'Kirkmann- 
schen Punkten M die 60 Pascal'schen Linien A in folgender 
Art: Es gibt 20 Steiner'eche Punkte G, darch deren jeden 
drei Pascal'sche Linien h und enie Gerade g gehen; und es 
gibt 20 Gerade g, deren jede drei Kirkmann'eche Punkte 
H und einen Steiner'schen Punkt G enthält. Und so wie 
die 20 Geraden g zu vieren durch 15 Punkte J gehen, so 
liegen die 20 Punkte G zu vieren in 15 Geraden j. Diese 
Dualität ist zuletzt durch zahh-eiehe neue Ergebnisse von 
Veronese näher bestimmt und vervollständigt worden.'^) 

Die folgende Unt«rsnclning gibt einen neuen Beweis einiger 
vorhergehender Sätze und zeigt, welcher Punkt S der Pascal- 
sehen Linie entspricht, die der Ordnung 12345 6 angehört. 
Wir betrachten die beiden eingeschriebenen Dreiecke 135, 
2 46 und bemerken, wie wir bald (§ 296) sehen werden. 
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dafs ihre Seiten einen und denselben Kegelscknitt berilhren; 
80 dafs das Sechsseit aus L^L^L^c^L^^L^^L^^ ein Briancbon- 
aches ist. Aber seine Diagonalen sind die drei Paacarschen 
Linien, welche aich in dem Punkte H seimeiden von der 
Charakteristik 

[35-26-14[ 
46- 13-25 . 

|l5-24-36| 
Und da bei Pesthaltung der abwechselnden ^eA&a. L^^,L^^,Ly^ 
dvrrch cyklische Permutation der übrigen drei Brianclion'sche 
Punkte erhalten werden, die nach dem zu dem Steiner'sehen 
dualen Satze in einer Geraden liegen müasen, so ist hewiesen, 
dafs drei Punkte H in einer Gferaden g liegen. Und aus dem- 
selben umgeschriebenen Seohsseit sieht man, dafs die Geraden 
Ton 1 nach L^^L^ und von 4 nach L^z-^r,^ sich in der Paseal- 
schen Linie 12345 6 schneiden, und dafs sechs solche Schnitt- 
punkte in jeder Paseal'schen Linie liegen. 
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Fttufzehntes Kapitel.*} 

Projectivische Eigenschaften der 
Kegelschnitte. 



289. In den Gleichvmgsformen des letzten Kapitels 
können wir die auftretenden linearen Functionen als mit 
Constanten multiplieirte Abstände interpretiren, wie sehoa 
im IV, Kapitel geschehen iat. 

So führt die Gleichung X^i^ — ^4^ = (§ 273) zu 
dem wichtigen Satz: Das Product der Jl)stände eines Punktes 
des Kegäschnittes von zwei Geffemeitm eines Sehnen/vierecks 
steht zu dem Produde seiner Abstände von dm beiden andern 
Gegenseiten *w constanfem Verhältnis. 

Und i^ig — kL^ = (§ 275) ergibt den Speeialfall; 
Das Product der Abstände eines Punktes des Kegelschnittes 
Ton zwei festen Tangenten steht zu dem Quadrat seines Ab- 
standes von ihrer Beriihrungssehne in cpnsfcantem Verhältnis. 
Für den Kreis ist dies schon in § 116 ausgesprochen. 

Ferner können wir jeden Kegelschnitt in der Gfleichungs- 
foi-m S — kL^L^^O darstellen (§ 273), wo S = insbe- 
sondere die Gleichung eines Ki'eises ist. Unter dieser Vor- 
aussetzung bedeutet S die mit einer Constanten multiplieirte 
Potenz eines Punktes in Bezug auf den Kreis {§ 114). Das 
Quadrat der von einem Punkt des Kegäsdmittes an ewt&% 
festen Kreis gehenden Tcmgenteit steht su dem Product seiner 
Abstände von swei Gegenseiten des Vierecks der Schmttpmkte 
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in constantem VerhäHmis. Nimmt man ij = 0, £g = ala 
beliebige Seimen eines gegebenen Kreises S ^0, so kann 
man hiemacli einen Kegelschnitt als Ort erzeugen. Fttr den 
Fall eines unendlich kleinen Kreises hat man speeiell: Der 
OH eines Punktes, für wdchen das Quadrat semer Entfemmig 
von ei/n&m festen, Punkt mi dem Prodvßt seiner Abstände von zwei 
festen Geraden m constantem Verhältnis steht, ist em Kegelschnitt 

Dasselbe gilt auch noch, wenn die festen Geraden zu- 
sammenfallen, also fitr die Crleichui^ S — hL^ = 0: Die 
Tangente a/HS einem Pn/nkt emes Kegelschnittes em einen doppelt- 
berührenden Kreis steht su seinem Abstand von der Beriihrunffs- 
sehne in constantem Verhältnis. Endlich erkennen wir hierin 
im obigen speciellen Fall die Fundamentaleigenschaft des 
Brennpunktes und der Directrix (§ 197), so dafs wir den 
Brennpunkt als einen unendlich kleinen Kreis ansehen müssen, 
der den Kegelschnitt in zwei imaginären Punkten der Direc- 
trix berührt (§ 195). 

Die Verallgemeinerungen für den Fall, dafs S = einen 
Kegdsehnitt bedeutet, resultiren aus § 161 für eonstantes & 
(S. 305): Das Resultat der Substitution der Coordinaten eines 
Punktes in das Polynom der Gleichung ist dem. Product der 
Segmente proportional, die die Curve auf einer Geraden von 
gegebener Richtung durch den Punkt abschneidet — göltig 
übrigens für Curveu von beliebigen Ordnungen. 

Endhch können wir diese Interpretation auch auf die 
Gleichungsformen des § 282 in Linien coordinaten ausdehnen. 
Bedenken wir, dafs eine lineare Function A von 1 1 -rj den mit 
V (S^ + V^) multiplicii'ten Abstand des Punktes A = von 
der Geraden |jij bedeutet, so drückt A^A^ — xA^A^^ 
den Satz aus: Das Prodiict der Abstände &,ner Tcmgerde des 
Kegelschnities von zwei Gegenecken eines Tangentenvierseits steht 
m dem Product semer Abstände von den beiden anderen Qegen- 
ecken in constantem Verhältnis a. s. w. 

B. 1) Aus S — hL^ = 0, S' — fc'i^ = folgt für S = 0, 
,$' = als Kreise mit h' S — AiS" =; 0: Die Schnittpunkte solcher 
Kegelsclinitte liegen in einem Kreise, welcher von der Berührungs- 
sehne nicht abhängt und fest bleibt, so lange Ic : k' eonstant ist. 
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2) Wenn zwei Eegelsclmitte einander doppelt berilhren, so 
steht für jeden Punkt des einen das Quadrat seines Abstandes 
voB der Beiührun^ehne heider in constantem Verhältnis zu 
dem Eecht'eck der Segmente, welche der andere auf dieser Senk- 
rechten bestimmt. 

3) Wenn eine Gerade von gegebener Richtung awei Kegel- 
schnitte in den Punkten P, Q- P', Q' schneidet, und ein Punkt 
auf ihr stets so bestimmt wird, dafs die ßecktecte OP- OQ 
und OP' ■ OQ' in constantem Verhältnis sind, so ist der Ort des 
Punktes ein Kegelschnitt, welcher durch die Schnittpunkte der 
beiden gegebenen Kegelschnitte hindurchgeht. 

4) Der Durchmesser des Kreises, ■welcher dem von zwei 
Tangenten eines Centralkegelschnittes und ihrer Berührungssehne 
gebildeten Dreieck umgeschrieben ist, ist =b'b":p für h', h" 
als die den Tangenten parallelen Halbmesser und p als den senk- 
rechten Abstand der Berührungssehne vom Centrum.'^ 

Wir setzen die Gleichung als durch eine solche Constante 
dividirt voraus, dafs das Substitutiousresultat für die Ooordinaten 
des Centrams der Einheit gleich wird (§ 161). Sind dann (', *" 
die Längen der Tangenten, und ist S' das Resultat der Substitution 
der CoorcUnaten ihres Schnittpunktes, so gelten die Proportionen 

ist aber k die senkrechte Entfernung der Berührungs sehne von 
der Spitze des Dreiecks, so gilt auch die Proportion h:p^8':X\ 
denn nach der Form des a^j im § 164 ist das Resultat der Sub- 
stitution der Coordinaten des Centrums in die Gleichung der 
Polare eines Punktes auch das Resultat ihrer Substitution in die 
Gleichung der Curve. Daher ist t' t" : h ^ h'h" : p. Nach der 
Elementargeometrie gibt hier die linke Seite den Durchmesser des 
dem Dreieck umgeschriebenen Ki'eises, und der Satz ist bewiesen. 

5) Aus der Formel des vorigen Beisp. geht der Ausdruck 
des § 235 für den Radius des oseulirenden Kreises hervor, indem 
man die beiden Tangenten zusammenfallen läfst (§ 263). 

Man erhält denselben auch mittelst des folgenden Satzes:^") 
Wenn n, n die Längen von awei sich schneidenden Normalen, 
p, p' die Abstände der zugehörigen Tangenten vom Ceatrum be- 
zeichnen, und wenn b' der der Verbindungslinie beider Curven- 
punkte parallele Halbmesser ist, so gilt die Relation 
np -)- n'p' ^= 2b' ^. 

Denn für S' als das Resultat der Substitution der Coordi- 
naten des Mittelpunktes der Sehne in die Gleichung des Kegel- 
schnittes, k, h' als die Abstände dieses Mittelpunktes von den 
beiden Tangenten und 2^ als die Länge der Sehne folgt, wie 
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im letzten Beisp. , ß^ 
sieht leicht, dafs 



= ö'^S", /(=pS', l{-=='p'S', und 



wA - 



iffi' = 



ist. Damit ist aber die angegebene Eelation bewiesen. 

6) Man zeigt in Analogie zu § 114 imd mit der in § 110 
gegebenen Gleichung des Kreises in Liniencoordinaten, dafs das 
Resultat der Substitutjoii der Coordinaten einer Geradea in diese 
proportional ist dem Quadrat der von ihr im Kreis bestimmten 
Sehne und erhält dann entsprechend den Ergehnissen des Test«s 
die folgende Interpretation der Gleichung 2 == IH' für .Z - 
2;' = als Kreise: Die Enveloppe einer Geraden, in welcher 
zwei gegebene Kreise Sehnen von constaatem Verhältnis be- 
stimmen, ist ein Kegelschnitt, der die gemeinsamen Tangenti 
beider Kreise berühi-t. 



r Elementen eines Eegel- 

Si, $2, «3, S4 die Abstände 
1 s, = 0, s, = 0, s, - 



290. Doppelverhältnia von 

Schnittes. Bezeiclinen, wie in § 

eines Punktes T von den vier Si 

«4 = eines Vierecks ACBB, so ist 

s^-AC=TA-TGsmATC, s^-BC^TB- TC^mBTC, etc. 

Bilden wir nach § 81 das Doppelverhältnis der vier von T 

ausgehenden Strahlen, so ist 

3ia_J. TC aia A TD _s^ AC . AB 
sin^e fC" sbi.BTD~~s^s, ' BO' BV' 



ist von der Lc^e von T nicht abhängig, so lange 
SjS3:SjS4 = % einen constanten Wert behält. Daher gilt 
nach der Interpretation des § 289 der Fundamentalsatz: 

Bas DoppelverhcUtnis eines StraMbüscheh, dessen Stahlen 
einen verimäerUdien Pmtki des KegdschniMes mit vier festen 
Funktm, desselben in gegä)ener Beihet^dge verbinden, hat con- 
stimtm Wert, und nmgekehi-t: Der Ort eines Pwnktes, dess^i 
V^bmdmigsg^aden mit vier festen Punkten in hestimmier Reihen- 
folge ein DoppeherhdUnis von constardem Wert ergeben, ist eine 
dwch diesem gehende Cwrve mveiter Ordnung. 

In der Bezeiehnun^weise der §§ 80, 81 können wir die 
Doppelverhältnisgleichheit schreiben 

{T ■ ABCB) ^ X ■ {ABCB) . 
Der Klammer aus druck der rechten Seite ist aus den Seiten- 
längen des Vierecks ABCB ganz so gebildet, als ob die- 
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selben in einer Geraden ein Doppel Verhältnis bestimmten. 
Der Factor x charakterisirt einen bestimmten Kegelschnitt 
dea dem Viereck umgeschriebenen Büschels, Daher nennt 
man die Imke Seite das DoppelverhälMis von vier Twyihten eines 
Kegelschnittes nnd hezeiehnet dasselbe etwa mit [ÄBCD]. 
Es ist darunter also das DoppelTerhältnia des die vier Punkte 
aus ii^end einem fünften Punkte der Curve projicirenden 
Strahlbüechels zu verstehen. Der Kegelschnitt ist durch vier 
Punkte und den Wert ihres Doppel Verhältnisses bestimmt. 

Betrachten wir femer die Tangenten a, b. c, d, t in den 
Paukten A, B, G, D, T. Nennen wir die Schnittpunkte der 
vier ersten in der let/ien A' , B', C, D', die Abstände der 
Ecken ac, hc, ad, hd von t aber ß^, ß^, e^, G^, so liefert 
die Trigonometrie 

6^ sinac^AlC- sina^-sini^, ff^ sin ftc = B'C> einöi-sinci, 
etc. Das Doppel Verhältnis der vier Schnittpunkte ist 
A:C' A D- ^B,a^ sinae _ sin ad 
B'O' ■ B'D- " Ojc, ■ sin be ' siahd' 
Nun s^t «iffj =K0^C^ nach § 289 aus, dafs t einen Kegel- 
schnitt hertthrt. Also Laben wir den dual entsprechenden 
Hauptsatz : 

Bas Boppdverhaltnis einer Pmikireike, deren Bufikte in 
einer ieweglichen Tcmgente des Kegdschnittes von vier festen 
Tangenten oMsgeschniüen werden, hat constanien Wert und um- 
gekehrt. 

Schreiben wir wiederum in früherer Art 
(t ■ abcd) = x(ahed), 
indem wir das Sinnsdoppel Verhältnis der Winkel der vier 
Tangenten bilden, als ob sie durch einen gemeinsamen Scheitel 
gingen. Hiernach kann mau wieder das DoppelverMltnis 
der von vier Tangenten in einer fünften ausgeschnittenen 
Pnnktreihe (t ■ ahcd) als das Boppelverkältnis [abcd] der vier 
T&ngenten, des Kegdschnittes auffassen, 

291. Projectiviache Erzeugung der Kegelschnitte. Die 
vorigen Fundamentatsätze stehen so recht im beherrschenden 
Mittelpunkt der Theorie der Kegelschnitte. Sie knüpfen 
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iMunittelbar aa das an, was in § 83 von den projecti vi sehen 
Strahlbüacheln und Punktreihen gesagt worden ist, imd man 
tritt mit ilmen in den Znsammeuliang der allgemeinen Ge- 
dankenentwickeluiig des V. Kap. wieder ein. Denn sie lassen 
eich so aussprechen: 

Der Ort der SchniUpunkte Die Enveloppe der Verbin- 
der entspreckenden StraMen von 
zwei projedmischm SiraMiü- 
schdn in aUgemeiner Lage ist 
dn EegdschniU, welker mtch 
durch die Sckeitä (Träger) der 
beiden Büschd hindwdtgeht. 



den Funkte von zwei pro^ei^im- 
schen geraden Funk^eihen in 
aMgemeiner Lage ist em Keg^ 
schnitt, welcher auch die Träger 
der heiden Bdhen }>enOiH. 



Direct werden beide Sätze folgendermafaen bewi^en. 
Sind Sind 



i, — Ä;ii, = 0, L{-—hL^ = Q 
die GUeiehungen der beweg- 
lichen Strahlen beider Büschel, 
so wird die Gleichung des be- 
Beichneten Ortea durch Elimi- 
nation von k zwischen den vori- 
gen Gleichungen gefunden, also 
in der Form L^L^ — A'-^2 = *-*■ 
Diese Gleichung ist vom zwei- 
ten Grade und enthält sechs 
Glieder, daher fünf unbestimmte 
Coefficienten; sie kann somit 
durch die Bedingung, dafs die 
dargestellte Curve fünf Punkte 
enthalte, zur Gleichung jeder 
beljehigen Curve zweiter Ord- 
nung gemacht werden. 

Geometrisch bestimmen fünf 
Punkte zwei projectivische Bü- 
schel, da drei von ihnen, mit 
den beiden übrigen verbunden, 
drei Paare von entsprechenden 



die Gleichungen der beweg- 
liehen Punkte beider Reihen, 
so wird die Gleichung der be- 
zeichneten Enveloppe durch Bh- 
mination von k zwischen den 
vorigen Gleichungen gefunden, 
d. h. als A^A^ — A^J^ = 0. 
Diese Gleichung ist vom zwei- 
ten Grade und enthält sechs 
Glieder, daher fünf unbestimmte 
Coefficienten; sie kann somit 
durch die Bedingung, dafs die 
dargestellte Curve fünf Gerade 
berühre, zur Gleichung jeder 
beUebigen Curve zweiter Classe 
gemacht werden. 

Geometrisch bestimmen fünf 
Gerade zwei projectivische 
Reihen, da drei von ihnen, mit 
den beiden übrigen geschnitten, 
drei Paare von entsprechenden 
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Strahlen beider Büschel liefern 
(§ 83). Der erzeugte Kegel- 
schnitt geht auch durch die 
Scheitelpunlrte beider Büschel 
hindurch, da seiner Gleichoi^ 
die gleichzeitigen Vorausset- 
zungen Lj = 0, Jjg = 0, und 
ebenso h^ = 0, h^ = ge- 
nügen. Die Verbindungslinie 
der Scheitel ist für jedes der 
beidenBüsehel derjenige Strahl, i ihr, dei dem Beiuhri 



Punkten beider Reihen hefern 
(§ 83). Der Kegelschnitt be- 
rührt auch die Träger beider 
Reihen, da seiner Gleichung 
die gleichzeitigen Vorausset- 
zungen J^ ^0, ^2 ^ ^! ^^^ 
ebenso J^' = 0, A/ = ge- 
nügen. Der Schnittpunkt der 
Träger ist für jede der beiden 
Reihen deijenige Punkt in 

ipUELkt 



welcher der Tangente 
Kegelschnittes im Scheitel des 
andern Büschels entspricht. Da- 
raus entsprii^en nach § 94 
lineare Constructioneu zur Be- 
stimmung dieser Tangenten. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projeetivische 
Büschel, die in irgend zwei 
seiner Punkte ihre Scheitel 
haben. Sind deren Gleichungen 
i^mlich 

(4— mXj)— fe(i/— raJ:a')=0, 
(Li- nI^)-MM'- nL^)=0, 
so ist die Gleichung der Curve 
= 

I ij »»ig, -t/ JWij' 

r. 



Ischuitte'i mit dem 
Trägei der dndem Reihe ent- 
spricht Dai T,ui entspringen 
nach § 94 lineare Constructio- 
nen znr Bestimmung dieser Be- 
rührun^punkte. 

Derselbe Kegelschnitt wird 
erzeugt durch projeetivische 
K^ihen, die irgend zwei seiner 
Tangeuten zu Trägern haben. 
Sind deren Gleichungen näm- 
Hch 

so ist die Gleichung der Ourve 
= 

I J^ fi^g, A^ ■ (lA^ I 

\a^— vA^, A^-~ vA^\ 
\\, — ftMi, A I 

-li, -v\\A^, a;\' 

also wiederum die obige. 



""|l, — wji/, /V 
also wiederum die obige. 

292. Zerfallende Curven zweiter Ordnung oder Ciasso. 
Wir haben mehrfach gesehen, dafs die Oi-tsgleichung zweiten 
Grades in Punktco or diu aten bei der Einführujig von Linien- 
coordinaten auch eine quadratische Tangen tengleichung liefert 
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(§ 163), d. h: Jm allgemeinen, ist eine Owroe zweite^' (h'dnunff 
auch von der zweiten Glosse. 

Aber von diesem Gesetz existiren zwei Ausnahmefälle, 
die ■wir aneh schon berührt haben (§ 59): Es gibt einen Ort 
gweiter Ch-dmmff, der nicht von der gweiten Classe ist, und eine 
Enveloppe zweiter Glosse, die nicht von der zweiten Ordntmg ist. 



Wenn die beiden erzeugen- 
den projeetivischen Büschel 
einen Strahl entsprechend ge- 
mein haben, z. B. I^ ^3 L^', so 
sind sie perspectivisch (§ 83). 
Die Gleiohnngen der beweg- 
lichen Strahlen der Büschel 
nehmen die Form an 

und die Elimination von h 
liefert für den Ort der Schnitt- 
punkte entsprechender Strahlen 
die Gleichung 

i,(is — A') = 0- 
Der Ort ist ein lAnienpao/r, 
bestehend aus dem. gemein- 
samen Strahl und der Per- 
spectivaxe der Büschel, auf der 
sich alle übrigen 



Wenn die beiden erzeugen- 
den projectivischen Reihen 
einen Punkt entsprechend ge- 
mein haben, z. B, ^^ e= A-^, 
80 sind sie perspectivisch (§ 83). 
Die Gleichungen der beweg- 
lichen Punkte der Reihen neh- 
men die Form an 
A^ — xA^^O, J^—xA^' = 0, 
und die Elimination von k lie- 
fert für die Enveloppe der Ver- 
bin dungsgeraden entsprechen- 
der Punkte die Gleichung 
A^{J^~ A/) = 0. 
Die Enväoj^e ist ein PimMe- 
paar, bestehend aus dem ge- 
meinsamen Punkt und dem Per- 
spec tiveentr um der Reihen^ nach 
dem die Verhindungegeraden 
aller übrigen entsprechenden 

schneiden. Punktepaare gehen. 

Es gibt keine Gleichung in Es gibt keine Gleichung in 

Linieneoordinaten, welche diese Punktco ordinaten, welche diese 

beiden Geraden deflnirt. beiden Punkte definirt. 

293. Die Constmotion des Kegelschnittes aus projee- 

tivisehen Elementargetailden geschieht nach der Methode 



Zwei projectivische Strahl- 
büschel mit verschiedenen 
Scheiteln T, T' sind durch die 



Zwei projectivische Punkt- 
reihen mit verschiedenen Trä- 
gem t, t' sind durch die Tripel 
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Tripel entaprecliender Strahlen 
a, h, c; a', b', c' bestimmt. Das 
StraMMschel ab', a'h; ac', a'c-^ 
hc', b'c aus T" ist zu beiden 
perspectiv is eh und liefert durch 
jeden seiner Strahlen ein Paar 
entsprechender Strahlen d, d' 
(§ 94) der Büehel T, T. Das 
perspectivische Centrum T" ist 
der Berührungspol von T und 
T', d. h. der Pol des Scheitel- 
strahles TT'. Der Schnitt- 
punkt dd' durehläuft einen 



entsprechender Punkte A^ S, C; 
J-',B',C'bestimmt. Die Punkt- 
reihe AB', A'B; AC, Ä'C; 
BC, B'C in (" ist zu beiden 
perspeetivisch und liefert durch 
jeden ihrer Punkte ein Paar 
D, D' (§ 94) entsprechender 
Punkte der Eeihen t, f. Die 
perspectivische Axe t" ist 
die Berührungs sehne von i 
und t', d. h. die Polare des 
Punktes W. Die Verbindungs- 
gerade DB' umhüllt einen 
Kegelachnifct. 
Diese projectiviaehen Constructionen enthalten lanmittel- 

bar einfache Beweise des Pascal'aehen und des Brianchon- 

schen Satzes. 



Sind A, B, 0, B, E, F sechs 
Punkte des Kegelschnittes und 
nehmen wir A und E als Schei- 
tel von Strahlbilscheln, so ist 
{E . CDFB) = {A . CBFB), 
also, wenn man die Eeihen 
der Schnittpujikte der Strahlen 
mit den Geraden BC, DC be- 
trachtet, 
(CRMB) = {CBNS) {§ 57). 




Eeihen sind perspecti- 
, weQ ihr Schnittpunkt 



Sind a, i, c, d, e, f sechs 
Tangenten des Kegelschnittes 
und nehmen wir a und e als 
Tr%er von Punktreihen, so ist 
(e . cdfh) = (a . cdfh), also 
wenn man die Büschel der 
Verbindungslinien der Punkte 
mit den Punkten 6c, de be- 
trachtet, 

(crmb) = (cdns) (§ 57). 




Diese Büschel sind perspeeti- 
visch, weil der 



y Google 



Kegekclinitte aus der Colli neatioii. 487 

sieh selbst entspricht; also 1 Strahl sich selbst entspricht 
gehen die G-eradeu BBM, MN\ also liegen die Punkte rde, mn 
und BSA durch einen Punkt , und hsa in einer Geraden oder 
oder L liegt in MN. \ l geht durch mn. 

B. 1) Für zerfallende Kegelschnitte bestehen die Sätze von 
Pascal und Brianehon getrennt fort, nämlicli der erste flir das 
Lbiienpaar, der zweite für das Punktepaar (§ 94). 

2) Eine sich um den festen Punkt P drehende Gerade 
sehneidet zwei feste Gerade OA, OA' in den Punkten A, A'\ 
von diesen aus sind constante Längen AA'., A' A'' auf jede dieser 
liinien in hestimmtem Sinn aufgetragen; dann ist die Enveloppe 
der Terbindungsgeraden.^*^" ihrer Endpunkte ein Eegelschnitt, 
der jene Linien ■so. Tangenten hat. 

Denn für vier Lagen der sich um F drehenden Geraden ist 

(ABCD) = (A'B'C'J)'), also {A'B*C'I>') = (A*' B*' O*' D"), 
weü(^.BC_D)=(A*J!'0'Z)')und(^'ii'(7'Z>')=(-4*'B*'C*'i)*'). 

294. Kegelschnitte durch die Doppelpunkte einer Col- 
lineation. Ist die Collineation dnrch die homologen Quadrupel 
A^, A^, A^, -E; A/, A^', A^, E' gegeben (§ 96), so sind col- 
lineare Büschel an den entsprechenden Punkten A*, AV durch 
drei Paare J.,-J.j; A';A'f, AiA^, ÄiA^-^ A/E, A'iE' bestimmt. 
Ihr Erzeugnis ist ein durch At, A'i gehender Kegelschnitt K/. 
Sind also 1', T' homologe Punkte, so schneiden sich Ä,T, 
A';T' in einem Punkt T; des Kegelschnittes Kr, daher kann 
man T' zn T mittelst zweier Curven ^j, K^, nämUch mittelst 
der Punkte T^, T^ finden. 

Von den Schnittpunkten je zweier Kegelschnitte Kf ist 
einer sofort angebbai:, von K^ und K^ z. B. der Punkt Bg oder 
A^Ä^, jlj'J-g'; derselbe liegt sicher nicht auf dem di-itten, 
z. B. Kg. Für jeden der übrigen Schnittpunkte liefert die 
ob^e Construction den homologen als mit ihm zusammen- 
fallend. Daher haben die drei Kegelschnitte Ki drei allen ge- 
meinsame SchmiÜ^imkte Xj, X^, X^, die Doppelpunkte der Col- 
lineation. Genau dasselbe gilt überhaupt von allen Kegel- 
schnitten, welche aus den collinearen Büscheln T, T' erzeugt 
sind. Zwei derselben reichen zur wirklichen Construction 
dieser DoppeJpunlite aus. Dabei ist einer derselben, z. B. X^ 
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stets reell, weil der überschüssige Schnittpunkt B^ zugleich 
mit jIj, ä^ reell ist. 

Ist das ganze Tripel der Doppelpunkte reell, so liefert 
es mit einem weiteren Paare A, Ä zusammen die einfachsten 
Constructioneu eoUinearer Zuordnung, denn dann bilden 

(Xj.XjXj^r) = (x/.3r;x3'^'r') und {x^.^^x^ät) 

= (X^' . Xg'Xj^Ä' T) zwei Paare homologer Büschel. Nehmen 
wii- S,, X^, Xg als Fundamentalpuutte der Coordinaten (§ 97) 
und sind L,- ^ 0, X; = die Gleichungen der Geraden 
AjAk, ÄjAi, so erzeugen die collinearen Büschel 

die Kegelschnitte 

L^L^—L^L^=Q, L^L^ — L.; L^= 0, L^L^ — L^ L^=0, 
deren yori i; = 0, L] = Terschiedenen Schnittpunkte die 
Doppelpunkte aiud. 

Ebenso umhüllen die Verbindungslinien homologer Punkte 
in collinearen Puuktreihen einen Kegelschnitt, welcher die 
Boppdlinien su Tangenten Jud. Fallen dann zwei Doppel- 
elemente für eine besondere CoUineation zusammen (§ 97), 
so gehen die als Örter erhaltenen Kegelschnitte durch die 
Einzelecke, ebenso berühren die als Enveloppen erhaltenen 
die Einzelseite des Tripels, alle Kegelschnitte aber berühren 
die Doppelseite in der Doppelecke. 

295. Gattung des Erzeugnisses. Betrachten wir nur 
Büschel mit reellen Scheiteln, so sind die nach den Asymp- 
totenrichtungen gehenden Strahlen zugleich mit diesen reell. 
Baker ist das Erzmgnis einer Hyperbel, Parabel oder Ellipse, 
je nachdem die. projecMviscken Büsckd zwei Paare, ein oder 
hdn Paa/r pa/rcdleler homologer Strahlen enthalten. 

Um diese aufzusuchen, hat man nur durch Parallel- 
verschiebung des einen Büschels bis zur concentriachen Lage 
mit dem andern die Doppelstrahlen dieser vereinigten pro- 
jectivischen Büschel nach § 95 zu ermitteln. Da diese direct 
die Asymptotenriehtungen haben, so ist der Kegelschnitt 
speciell eine gleichseitige Hyperbel, wenn die Doppelstrahlen 
reell und orthogonal sind, und ein Kreis, wenn dieselben 
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absoluter ßichtmig haben. Somit erzeugen congrmnte Büschel 
eme gleichseitige Hyperbel oder einen Krds (vgl. § 105), je 
nachdem sie ungleichen oder gleichen Drehwigssinn habm. 

Zur analytiaclien Prüfung hat man nur die zu den ge- 
gebeneu parallelen Büschel am Nullpuntt der Coordinaten 
einzuführen^ d. h. in L^, L^, L-[, L^' die constanten Glieder 
gleich Null zu setzen. 

Um die Gattung des durch projectiviaehe Reihen in 
reellen Trägem erzengten Kegelschnittes zu bestimmen, geht 
man von der Bemerkung aus, dafa nur bei Centralkegel- 
schnitten umgeschriebene Parallelogramme möghch sind, und 
dafs dann die Berührungspunkte ihrer Seiten aufserhalb oder 
innerhalb der Ecken liegen, je nachdem die Curve eine Hyperbel 
oder eine Ellipse ist. Nun sind, zwei benachbarte Seiten als 
Träger gedacht, die Berührungspunkte die homologen des 
Schnittpunktes, die andern Ecken die homologen dei- Rich- 
tungen, d. h. die Gegeupunkte der Reihen (§ 92). Somit ist 
das Erßeuffnis eine Hi^erbel oder eine ElUpse, je nachdem die 
PerspecHva^se der Seihen beide Siirecken von ihre» Gegenpimkten 
bis zum Schnittpunkt der Träger äußerlich oder innerlich teilt. 
Eür paj-allele Träger reicht dies Eriterium jedoch nicht, weil 
in diesen die G^enpunkte selbst die Eerührangspunkte sind. 
Man übersieht leicht, dafs es in diesem PaU nur darauf 
ankommt, ob die projecti vischen Eeihen von gleichem oder 
entgegengesetztem Sinn sind. 

Eine Parabel entsteht, wenn eine Tangente ganz unend- 
lich fem liegt, wenn also die Riehtungen irgend zweier Tan- 
genten homolog sind in den projecti vi sehen Punktreihen auf 
ihnen. Gemafs § 92 sind letztere dann ähnL'ch, also ist das 
Erseugnis ähnlicher Funktreiken stets eine Parabel. 

B. Wenn in den festen Geraden ^^ j ^i, §a I % ^^^i pro- 
jectivisohe Reihen gegeben sind, so bestinune man analytisch 
die Enveloppe der Verhindungsgeraden ^ | tj ihrer homologen 



■ uns die Verbindungslinien eines Paares homo- 
loger Punkte mit dem Nullpunkt durch g ^ m^x, y ^ m^x 
ausgedrückt, so mufs, weil das Strahlbüschel über der Reihe in 
%y I i]j zu dem Büschel über der Reihe in ^^ ' ijj projectivisch ist, nach 
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§ 92 eine Helatinn von dei Fojm awiiWg + t% + 6% + ö^= 
stattfinden, wu die CoefficienteE a i, c, rf etwa dureli drei Paare 
homologer Punkte zu bestimmen, suid 

Wenn wii aus den für den Punkt ^ ' y der ersten oder 
zweiten Eeihe gleichzeitig geltenden GleiohimgeE 

|.+,j,+ l = 0, |,j, + M + 1 - 0, »..i-j-O, 
bez. Si + ,» + 1 = 0, |,ä! + %» + 1 - 0, ™,«-j, — 

die Coordmaten x, y climiniren, so erhalten wir Bestimmungs- 
gleichMQgen für m^, wjg, aus denea folgen 

«, - (I - Si) : (% - n), •», - (I - W ■■ (>h - '!)■ 
Die Einsetaung dieser Werte in die Gleichung der Projectivität gibt 

'^{^-m^-l,)+K^-ld(v,-v)+Ki-^^)(v-v)-\-Kvi->i){v3-v)=o, 

ffl|^+V-(&+'')l^-{a(li+^.)-H-«Ji)|-|'^(%+%)~6li-c|s)') 
+ a^Jg — bi^tjs — clgi)! + (?%% = 0. 

Die Enveloppe ist ein Kegelschnitt, der die festen Geraden be- 
rührt, weil ; ^ li, 7/ = fj^ und | ^ Ig, 1 = J!2 der Gleichung 
genügen; insbesondere eine Parabel, wenn man hat 

Mit ti = *f=l, b ^ — c geht unsere Gleichung über in 

l^ + ';'-{^i + l.-B(%~%)JI-{^i + %-H?i-^.)l'; 

d, h. für gleiche Büschel von gleichem Drehungssinn wird der 
Anfangspunkt zum Brennpunkt (§ 204, l). 

296. Beispiele. Aus den Eigensciiaften vom Doppel- 
verhältais von vier Punkten und von vier Tangenten eines 
Kegelschnittes gehen zahlreiche Sätze hervor,*^) Denn von 
den vier Punkten dei (.urve kennen wir einen oder zwei, 
im Unendlichen denken, dti Scheitel des Büschels kann selbst 
unendlich entfernt «ein, ei kann mit einem der vier Punkte 
zusammenfallen, so dals emei dei Strahlen zur Tangente des 
Kegelschnittes in diesem Punkte wird; endlich kann aber 
das Doppelverh iltnis des Büschels auf einer beliebigen Ge- 
raden gemessen, dieae feaun insbesondere parallel zu einem 
der Strahlen des Büsibelb j,pwahlt werden, so dafs das 
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Doppel Verhältnis sich auf ein einfaches Verhältnis reducirt. 
Ähnlich hei dem Doppel Verhältnis von vier Tangenten. 

Wir zeigen zuerst die beiden Fundamenfcalei gen schaffen 
als Eigenschaften von Sechsecken und Sechaseiten auf, welche 
von der Kegelschnittatheoiie unablmngig sind. In den folgen- 
den Beispielen über specielle Fälle sodann geben wir nur 
die Lage des Büschels oder der Reihe, die Transveraale oder 
den Pfuikt, an welchen das Doppel Verhältnis gemessen wird 
nnd den resultirenden Satz au, und überlassen die nähere 
Nachweisung seiner Beziehiuig zum allgemeinen Grundgesetz 
dorn Leser zur Ubimg. 

B. 1) Wenn von sechs Punkten A, B, C. I>, E, F irgend 

D, E, F mit den beiden übrigen Ä, B Büschel von 

n Doppel verMltnis bestimmen, so thuu dies jede vier mit 

1 übrigen zwei^^ 






Wir beweisen zuerst, 

dafs aus derVoraiissetzung 

^ {A.CI)EF)^iB.CJ)EF) 

folgt 

{O.ABEF)=(TJ.ABEF). 



Nennen wir die Schnittpunkte dei den Gruppen CDEF, ABEF 
gemeinsamen Scitt! EI mit den Gegenseiten paaren des Vierecks 
ABCD, namlicb SC AD, CA BT), AB, CD bez. (?, ö'; H, li'; 
K, K', so folgt aus der VoraussetKung die Relation 
{HG'EF) = (GU'EF) oder (NGEF) = (G'H'EF) (§ 9f,) 
und daher (C ABEF) = (D ABEF) In derselben Art er^ 
gibt sich der Beweis tur die libiigen fünf Tälle, in welchen 
beiden Gruppen 7wei Puukte gememsam angehuren Für die 
acht Fälle, in welchen dieselben diei gemeinsame Punkte ent- 
halten, folgt aber der '^at? hieraus ohne weiteren Beweis 

2) Wenn von sechs Gei-aden iigend vier mit den beiden 
übrigen Pnnktreiben von gleichem Doppeheihaltms bestimmen, 
so thun es jede vier mit den übrigen zwei 

Der Beweis entspricht dem Vongen genau nach dem Prmcip 
der DuaUtät. 

3) (A . ACBD) = {B . ACBB). 

Da wir unter AA, BB die Tangeoten in A, £ verstehen 
müssen, so geben diese Doppel Verhältnisse, durch die Segmeute 
der Linie CD gemessen, (TCKD) = (EGT'J)). Wmn also 
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eine Seltne CD mu » Tm qe U 1 T' imd ihre Berührmigssehne 
AB m K schneidet so i^t tn kt 

KD T&.Cr ^CK.KT' .TD. 
Natuil h ist bei Aufstellung' der Dop- 
pel erhaltnisse sorgMtig darauf zu 
achten difs die entsprechenden Strahlen 
und d e z gehörigen Punkte der Reihen 
r gle che Ordnung folgen. 

1) Wenn T tmd T zusammen- 
fallen owirA KD. er =~CE.TD; 
d h lede durch den Schnittpuiikt von 
zwe Tangenten gehende Sehne wird 
von de Berührungssehne harmonisch 
„eteüt (§ 159). 
Ö) Ist 1 enlich entfe t oder CD parallel PT\ so er- 
halt man TJ^ = TC TD (§ 1 9) 

6) Ist einer von den vier Punkten des Eegelschniites «n- 
endlieh entfernt, so ist (0 . ABC oo) constant. Mifst man dann 
dieses Doppel Verhältnis auf der Geraden Coo, und schneiden 
OA, OB dieselbe in A', B', so redueirt sich das Doppelverkältnis 
a.-aiA'C:B'C. Wenn also zwei feste Punkte A, B einer Hyperbel 
(Parabel) mit einem veränderlichen Punkt derselben Curve 
verbunden werden, und die Vei-bindungslinien eine feste, die Curve 
in G schneidende Parallele zu einer Asymptote (einem Durch- 
messer) in Punkten A', B' schneiden, so ist das Verl^ltnis 
A'C-.B'C der von diesen bis zur Curve gemessenen Abschnitte 
constaiit, 

7) Wenn man dasselbe Doppelverhältnis auf einer andern 
Parallelen mifst, so erfährt man, dals die Verbindungsgeraden 
von drei festen Punkten einer Hyperbel oder Parabel mit einem 
veränderlichen Punkt derselben von einer festen Parallelen zu 
einer Asymptote oder einem Durchmesser in Punkten A, B, 
so geschnitten werden, dafs AB : AC constant ist, 

8) Setzen wir in 6) voraus, dafs die Geraden, welche A, B 
mit einem vierten Punkt 0' verbinden, den Strahl C oo in A", B" 
schneiden, so ist Ä' B' : A" B" = A! C : A"C\ lassen wir nun auch 
noch den Punkt C so in unendliche Entfernung rücken, dafa die 
Gerade C oa eine Asymptote ivird, so wird das Verhältnis 
,A'jS':A"B"dcr Einheit gleich, und wir erhalten den Satz §188,2. 

9) {A.ABGac) = {B .ABCao). 

Werden diese Doppelverhältnisse auf der Geraden Ooo gemessen, 
und schneidet diese m a, b die Tangenten zu A und B, in K 
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aber die Berühruiigssehue AB, so ist aO:KC= KCibC. Wemi 
also eme Paraüde m einer Äsym^toU einef Hyperbel oder mm 
Durchmesser einer Parabel uteei Tangenten u/nd ihre BeriHirunffS' 
sehne schneidet, so ist der Abschnitt imischen, Curve ^md Be- 
rührungssehfie das geometrische 
Mittel ewischm den AlsiäiniUen 
von der Gurve m den Tamgemt^i. 
Oder umgekehrt: Wenn eine Ge- 
rade flft von fester Eiehtung die 
" Seiten eines Dreiecks in Punkten 
aöÄ^ sclmeidet, und ein Punkt C 
in ihr so bestimmt wird, dafs 
a?=<7fl..C& ist, so ist der 
Ort von C eine Parabel, wenn ab der Halbirungsliuie der Drei- 
eeksbasis AB parallel ist (§ 220); sonst immer eine Hyperbel, 
deren eine Asymptote au oft parallel ist. 

10) Sind von deu festen Punkten awei unendlich entfernt, 
so hat man -l. B. (oo , ABco oo') = (oo' , AB rxi oo') und die 
^ Geraden oo oo, oo' oo' sind die beiden 

Asymptoten, 02 00' aber ist die un- 
endlich ferne Gerade selbst. Mifst 
man diese Doppelverhältuisse auf dem 
Durohmesser OA, und wird dieser 
von den Parallelen zu den Asymptoten 
S 00, £ 00' in a, a' geschnitten, so ist 
AO:aO=^ a'O : AO, d. h. Parallelen 
zu den Asymptoten, die dv/rch einen 
beliebigen Punkt einer Hyperbel gebogen werden, bestimmen in einem 
Halbmesser vom Oentrum aus gemessene Segmente, die diesen selbst 
zur mitderen geometrischen Proportionale /läben. 

Wenn daher umgekehrt durch einen festen Punkt eine 
Gerade gezogen wird, die zwei festen vom Punkt B ausgehenden 
Strahlen in den Punkten u, a' begegnet, so ist der Ort eines 
Punktes A auf ihr, dessen Abstand von das geometrische 
Mittel zwischen Oa, Od ist, eine Hyperbel, die zum Centrum 
und ihre Asymptoten parallel den festen Strahlen B«, B<i hat. 

11) (cx) . AB CO 00') = (00' . AB OD oo') , 

Werden die Segmente in den Asymptoten gemessen, so er- 
hält man (0 ist nun das Centrum) aO : bO = b'O : d 0, oder: 
das Rechteck der Asymptotenpai-allelen eines Curvenpunktes ist 
constant. (§ 188, 1.) 

12) Die harmonische Teilung der durch eii 
in den Strahlen eines Büschels bestimmten Segmente B'E" i 
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auf der Polaie seines Scheitels liefert a) Im S als unendlieh 
fern S als Mitte zwischen und It — also hu Hvperbpl oder 
Parabel 

b) tur it im Unendlichen Halbirun^ \on Jf Ä in ist 
die Polare von O dann unendlich fem so wiid lede '^phne dnich 
in ihm halbirt (^ 147] 

c) ist selbst unendlich fern, so hegen die Mitten auf seinen Strah- 
len ia seiner Polare, dem der Eichtitng eonjugirt«n Durchmesser; 

d) denken wir in B', R" die Tangenten, so haben wir aus 
ihrem Schnittpunkt auf der Polare ¥on ein harmonisches Büschel; 
ist unendlich fem und also die Polare ein Durchmesser, so 
ist der ihm conjugirte parallel zu JJfi", Ist der Scheitel des 
Büschels der Mittelpunkt, so sehen wir, dafs die Asymptoten mit 
jedem Paar eonjugirter Durchmesser ein harmonisches Büschel 
bilden. (§ 188.) 

297. Zu den Beispielen des vorigen §, die sich auf das 
Doppelverhältnie von vier Punkten beziehen, fügen wir spe- 
cielle Fälle des Satzes vom Doppelverhältnie von vier Tan- 
genten. 

B. 1) Im Fall der Parabel ist eine der Tangenten ganz 
in unendlicher Entfernung: Ihei feste Tangenten einer Parabel 
, scimeidm jede vierte Tangente 
dersAbm m Punkten A, B, 
so, dafs {A oo B(f) = AB:AC 
cmstatü ist. (§ 296, 7.) PäUt 
die verSnderhche Tangente der 
Reihe nach mit jeder der ge- 
gebenen Tangenten zusammen, 
so erhalten wir den Satz 

pQ-.QR^RP-.Pq^Qr-.rP. 

2) Construction des KrüinmvMgscentriims für die KegelscJmitte. 
Nach § 191 gilt für die Normalen in den Punkten P, P' eines 
Kegelschnittes, welche die Äsen desselben in A^j, N\ bez. Jfj, N^ 
schneiden, die Eelafion PN^: PN^ =^ P'N^' : P'^^'. Aus der 
vorigen Eigenschaft der Parabel folgt daher; Ztcd Normalen eines 
KegelschmUes, die iJire MifsptmMe verbindende Sehne vnd die bmden 
Axm desselben sind fünf Tangenlm einer Parabel.^) Daraus 
entspringen constructive Lösungen mancher Aufgaben. Ist der 
Kegelsclüiitt insbesondere eine Parabel, so sind zwei Normalen, 
die Sehne ihrer Pufspunkte und die Axe der Parabel Tangenten 
einer Parabel, die letztere insbesondere die Scheiteltangente der- 
selben. 
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Läfst man dana die Punkte P, P' zusamiueiifalleii , so Mden 
die Axen des KegelscJmiMes, die Tangente imd Normale m P Tan- 
genten derselben Parabel, und (§ 238) Äer BerühnmgspunM der- 
selben m der Normale ist das Krünrniunffscentrum für den Punkt P. 
Jede Art der Aaordimng, in welcher raan die Normale als ein 
Paar Na«Iil)arseiteii und die Axen, die Tangente und die unend- 
Heh ferne Gerade als die vier übrigen Seiten eines Brianclion- 
sohen Sechsseits bezeichnen kann, ftthrt auf eine bequeme Oon- 
struction des Krüm 



3) Für P als einen Punkt der Parabel, N und T als die 
Schnittpunkte seiner Normale und Tangente mit ihrer Äxe er- 
geben sich folgende Gonstruetionen des Kr iimmungs centrums K: 
l) Man ziehe I'O und NO bez. parallel zur Axe und Tangente; 
OK normal zur Axe. 2) Man ziehe PQ und TQ normal zur 
Aie und zur Tangente, QE parallel aur Ase. 3) Man ziehe 
TB und NJi normal zur Tangente und zur Axe, BK parallel 
zur Tangente. 

4} Wenn wir zwei von den vier festen Tangenten einer 
Eüipse oder Hyperbel parallel annehmen, imd die veränderliche 
Tangente nach einander mit beiden zusammenfallen lassen, so 
wird im ersten Fall das Doppelver- 
hältnjs ^ Ab : Ac und im zweiten 
= 3c ■ Db'; daher ist das Eechteck 
Ab . Db' constant. 

Aus dem Gesetz vom Doppelver- 
hältnisse von vier Punkten leitet man 
ab, dafs die Geraden, welche die 
Punkte A, I) mit einem beliebigen Punkt der Curve verbinden, 
die parallelen Tangenten in Punkten ö, b' schneiden, für welche 
das Rechteck Ab . Db' gleichfalls constant ist. 

5) Wenn man die Asymptoten einer Hyperbel mit zwei 
beliebigen Tangenten derselben in a, a' und &, V schneidet, so 
folgt aus den von ihnen auf den Asymptoten selbst bestimmten 
Doppelverb ältnissen für als das Gentnun die Eelatioa Oa . Oa' 
^ Ob . Ob', d. h. das Rechteck der Tangenten abschnitte auf den 
Asymptflten ist constant. {§ 188.) 

298. Wir geben ferner eine K,eihe von Problemen, die 
mit Hilfe der Eigenschaften der projeetivisehöH Büschel unii 
Reihen am Kegelschnitt gelöst werden. 

B. l) Beweis für Mac Laurm's Erzeugungsmethode: Eüi 
Kegelschnitt wird als der Ort der freien Ecke T eines Dreiecks ge- 
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fwnäen, dessen Seüm sich um die festen Punkte A, B, C drehen, 
während zwei semer Eeheii sich in den festen G-eradm Oa, Oh 
i (vgl. §46,2). 

Wenn vier solche Dreiecke 
ahV, ab'r',a"b"V", a"b"'V" 
verzeichnet sind, so ergibt sich 
aus der Identität der Büschel 
{G . aaa'a'") und (C . bb'b"b"') 
die Kelation (na' n" a" ) = 
(bb'b"b"'), daher auch 

(A. rr'r'V") 

= {B . W V" V") . 
Also liegen die Punite A, B, V, V, V'\ V" in demselben 
Kegelschnitt, oder der Ort von 7"" ist stets der durch die 
Punkte A, J5, 7", V, V" gehende Kegelschnitt. In Worten: Die 
StrahlenbOschel aus A und B sind projeetivisch mit einander, 
weil sie beide mit dem Strahlenbüschel aus C perspectivisch sind: 
daher ist der Ort der Schnittpunkte entsprechender Strahlen ein 
durch A und B gehender Kegelschnitt (vgl. § 46,3). 

2) Die zur Max Laurin'schen duale Erzeugung. Wenn vier 
Punkte A, J), F, B eines Kegelschnittes und awei feste Gerade 
D C, DE aus einem, derselben gegeben sind , so soll die En- 
veloppe der Sehne GE bestimmt werden, welche die ferneren 
Schnittpunkte dieser Geraden mit der Ourve begrenzen. 

Nehmen wir die Figui- § 293, p. 486 1., so bewegen sieh die 
Ecken des Dreiecks GEM in den festen Geraden J)C, DE, NL 
und awei seiner Seiten gehen durch die festen Punkte B, F; 
daher umhüllt die dritte Seite einen Kegelschnitt, der von den 
Geraden DC, DE ber(\hrt wird. 

3) Wenn vier Punkte A, B, D, E eines Kegelseimittes und 
zwei Gerade AF, CD aus zweien derselben gegeben sind, so 
geht die durch ihre ferneren Schnittpunkte CF mit der Gurve be- 
stimmte Sehne durch einen festen Punkt. (Vgl. § 284.) 

Denn das Dreieck OFM derselben Figur hat zwei Seiten, 
welche durch die festen Punkte B, E gehen, und seine Ecken 
bewegen sich auf den festen und in einem Punkt sich schneidenden 
Geraden AF, CD, NL; daher geht CF durch den festen Punkt. 
(Dies entspricht nach dem Princip der Dualität dem Satz § 46, 2.) 

4) Chasles^') hat darauf aufmerksam gemacht, dafs der Be- 
weis in l) noch anwendbar ist, wenn die Seite ab, anstatt durch 
einen festen Punkt C zu gehen, einen Kegelschnitt berührt, der 
die Geraden Oa, Ob au Tangenten hat. Denn dann schneiden 
irgend vier Lagen der Seite ab diese Tangenten Oa, Ob so, 
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daXs {aa'a"a"') = {ph'h"h") ißt (§ 291), und die Fortsetzung 
des vongen Beweises bleibt besteken 

5) Neuton'b Ei znigung^melhode dn Kegelschnitte: Zwei Winkel 
von constanter Girofse diehen eich um ihre festen Seheitel Pund Q, 

und der Schnittpunkt dos einen Paares 
ihiei Sehenkel durchläuft eine Gerade 
AÄ , dann ist der Ort des Schnitt- 
punktes V ihrer andern Schenkel ein 
Kegelschaitt, welcher durch die beiden 
Punkte P und Q hindurchgeht. 

Denn sind wieder vier Lagen der 
ersten Schenkel der sich drehenden 
P Winkel gegeben, so ist 

(P , AA'A"A"') = (Q . AA'A"A"'y, 
es ist aber, weil die Winkel in dem je vom ersten Sehenkel be- 
schriebenen Büschel mit den entsprechenden "Winkeln des Büschels 
der zweiten Schenkel nach Gfröfte und Sinn übereinstimmen, 
(P . rV V" T") = (e ■ yy y" y"'\ und der Ort von V"' ist 
wie vorher ein durch P, Q, V, V Y" gehender Kegelschnitt. 

6) Chasles hat auch diese Methode dadurch erweitert, dafs 
er den Punkt A anstatt in einer Geraden in einem durch die 
Punkte P und Q gehenden Kegelschnitt bewegt denkt; denn auch 
dann ist immer (P . AA'A"A"') = {Q . AA'A"Ä"'). 

7) Der Beweis bleibt auch noch derselbe, wenn anstatt der 
Unveränderlichkeit der Winkel AFV, A-QV festgesetzt wäre, 
dafs dieselben in festen Geraden constante Abschnitte bestimmen; 
denn auch dann gSlte die Gleichheit der Doppelverhiütnisse 
(P.AA'A"A"') = (P. rr'V'y'"), weil beide Büschel in einer 
festen Geraden Abschnitte von derselben Länge bestimmen. Wenn 
also die Basis eines Dreiecks und der von den Seiten desselben 
in irgend einer festen Geraden bestimmte Abschnitt gegeben sind, 
so ist der Ort der Spitze ein Kegelschnitt. 

8) Die Ecken von zwei d&mselben KegelschniM umgeschri^cfiien 
Dreiecken, ABC, DEF sind sechs PwnMe mies KegelscfmUes. 

Denn die Geraden AB, AO, DS 
DF bestimmen in den beiden andern 
. BC und EF Punktreihen von gleichem 
Doppelverhältnis 

{BCKL)^(GHEF); 
(D . BCEF) = {A . BCEF), 
was den Satz beweist. 
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Ebenso beweist man den Sata; Die Seiten von iswei demsdbm 
Kegdschnitt eingeschriebenen Dreiecken sind sechs Tangenten eines 



Die Äufsuehung und den Beweis anderer den. vorher eut- 
wickelten Eigenschaften nach dem Princip der Dua.lität ent- 
sprechender Sätze überlassen wir dem Leser. 

9) Das DoppelverhäUms von vier Durchmessefrn emes Kegel- 
schnittes ist dem der bes. congugirten Durchmesser gleich. 

Die conjugirtea Durchmesser bilden nach ihrem vertausch- 
baren Entsprechen zwei projectivische Büschel in Involution (§ 93 f.) 
aus dem Centrum oder die B,iehtungen der Paare conjugirter 
Durchmesser bilden zwei projectivische Beiheni in Involution in 
der unendlich fernen Geraden. Denn das Doppel verl^ltnis von 
vier aus einem Punkt der Curve gezogenen Sehnea ist dem 
Doppelverhältnis ihrer Supplementai'sehnen gleich (§ 186), 

10) Mittelpunkts ort des einem gegebenen Viereck umge- 
sckriebenen Kegelschnittes. (Vgl. § 272, i.) 

Denkt man Durchmesser des Kegelschnittes nach den Mittel- 
punkten der Seiten des Vierecks gezogen, so ist ihr Doppel- 
verhältnis dem ihrer bez, conjugirten gleich und daher eonstaut, 
weil diese den augehörigfn Seiten des Vierecks parallel sind. 
Der fragliche Ort ist daher ein durch die Mittelpunkte der ge- 
gebenen Seiten gehender Kegelschnitt. Da aber das betrachtete 
System drei Kegelschnitte enthält, welche in Linienpaare degene- 
riren, nämlich die Gegenseitenpaare und das Diagonalenpaar des 
Vierecks, so sind die Schnittpunkte der Gegen seitenpaaro und der 
Diagonalen gleichfalls Puntte des Ortes, 

299. Projectivität und Involution auf dem Kegelschnitt. 

Mit der Erweiterung des Begriffes eines Doppelverhältnisses 
von den Elementargebilden auf Gebilde zweiten Grades ist 
auch eine analoge Übertragung des Projectivitätsbegriffes ge- 
boten. Man bezeichnet etwa den Kegelschnitt als Punktreihe 
zweiter Ordnung oder als StrahlbiiscJiel sweiter Glosse. 

M.am, nennt Pvmkt- oder Tangentensysteme dessdben Kegel- 
schnittes projeciivisch, wenn het mtdnitiger Zuordnung die Jiomo- 
logen Doppelverhalinisse von vier homologen Punkten oder 
Tangentm ghich sind. Dies fällt unter die DefbiitioiL der 
allgemeinen Collineation (§ 89), denn projectiviaeh sind dann 
auch die erzeugenden Strahlbüschel au Punkten des Kegel- 
sebnitteB, welche zu jenen Punktsystemen perspectivisch sind, 
oder die erzeugenden Punktreihen m Tangenten des Kegel- 
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schnittea, welche zu jenen Tangentensystemen perspectiviacli 
sind. Diese Systeme an der Curve besitzen wiederum zwei 
reelle, imagimre oder yereinte Doppelpunkte. 

8iud nämlicli A, B, C drei Punkte des einen und 
Ä', IS, C die entsprechenden Punkte des andern Systems — 
also sechs Punkte eines Kegelschnittes — so zeigt die Be- 
raeriiung, dafs für irgend ein neues Paar X, X' (A' ■ ABCX) = 
(A ■ A'S'C'X') sein mufs und dafs die Punkte A'B,AJi' und 
A'G, AC die Perspectivaxe p dieser Büschel bestimmen, so- 
fort die Constmction von X' am X oder umgekehrt, weil 
A'X, AX' sich auf derselben Geraden schneiden müssen. Weil 
die Gerade von A'B, AB' nach A'C, AC die Pascal'sche 
Linie des in dem Kegelschnitt eingeschriebenen Sechsecks 
AB'CA'BO' ist, so enthält sie auch den Punkt BC, B'C 
(Geuauigkeitsprobe). Zugleich sind die Schnittpunkte der 
Geraden p mit dem Kegelschnitt die sich selbst entsprechenden 
oder Doppelpunkte der beiden projectivischen Reihen auf ihm. 
Durch drei Paare sind also diese bestimmt; sie sind es aber 
auch durch den Kegelschnitt, der sie trägt, ihre Pascal'sche 
Linie p und ein Paar A,A'. Ist p Tangente des Kegel- 
schnittes, so hat die durch A, A' auf ihm bestimmte Pro- 
jeetivität vereinigte Doppelpunkte. 

Und dual: Sind a, b, c und a', h', c zwei Gruppen ent- 
sprechender Tangenten eines Kegelschnittes, so folgt aus 

(a- ahcx) = (« ■ a'h'c'x) 
das Perspectivcentrum P dieser Reihen in a und a als Schnitt 
der Geraden a'h, ab' und »'c, ac'\ und weil ah'ca'hc' ein dem 
Kegelschnitt umgeschriebenes Sechsseit ist, so geht auch die 
Gerade hc, b'c durch denselben Punkt. Zur Tangente x er- 
hält man die entsprechende x durch die Bemerkung, daCe 
a'x, ax' auf einerlei Strahl durch P liegen müssen. Drei 
Paare bestimmen, wenn sie denselben Kegelschnitt berühreu; 
der Kegelschnitt, ein Paax von Tangenten desselben a, a und 
der Brianehonpuukfc P bestimmen die projectivischen Tan- 
steme. Gehen durch P an den Kegelschnitt zwei reelle 
) sind sie die Doppelstrahlen der Systeme; für P 
auf der Peripherie fallen sie in einen zusammen. 
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Die projecfciviaehen Systeme bilden eine Punkt- oder Tan- 
gentmmvoliäion am Kegelschnitt, sobald zwei und damit alle 
homologen Elemente sicli vertansclibar entsprechen (§ 93). 
Wenn das Paar A,A' sich Tertauschbar entspricht, ao haben 
wir für die ProjectiTität der drei Paare Ä^A' ; B,B'; C,C' 



{AÄB'C) = {AABC) = {AAC'B); 
die Projection der ersten Gruppe aus B und die der dritten 
aus C, gibt perspectivische Büschel mit AA! als Perspectiy- 
axe, auf der sich auch die Geraden BB' und CC schneiden 
müssen. Die involutorischen Punktsysteme auf einem Kegel- 
schnitt liegen also perspectivisch, die Verbindungsgeraden 
ihrer Paare AA, BB', CG' etc. gehen durch einen Punkt P, 
den man den Pol derselben nennen mag. Dieser Pol und 
der Kegelschnitt bestimmen die Involution, ebenso wie zwei 
Paare ihrer Puntte A, A' und B, B' auf dem Kegelschnitt; 
jede Gerade durch den Pol, die den Kegelschnitt schneidet, 
liefert ein neues Paar; gehen vom Pol zwei i'eelle Tangenten, 
so sind ihre Berührungspunkte mit dem Kegelschnitt die 
Doppelpunkte der Involution. Fällt der Pol auf die Peripherie, 
so ist die Involution parabolisch nach § 96. 

Und dual für die Involution von Tangenten von den 
Beziehungen (aa'b'c) = (a'abc') = (aa'c'b) aus. Die involu- 
torischen Tangentensysteme an einem Kegelschnitt liegen 
h, die Schnittpunkte ihrer Paare liegen in einer 
ihrer Polare. Eine solche Involution ist durch 
itenpaare eines Kegelschnittes oder durch diesen 
imd ihre Polare bestimmt. Die Tangenten in den Schnitt- 
punkten mit der Polare sind ihre Doppelstrahlen; wenn die 
Polare den Kegelschnitt berührt, so ist die Involution parabo- 
lisch. Vereinigt man beide Figui'en, bilden also die Tan- 
genten a, a; h, h' in den Punkten A, A'-^ B, B' einer Punkt- 
involution die Tangenteninvolution, so sind I" und p Pol und 
Polare in Bezug auf den Kegelschnitt. Es liegt P &\xiAA, BS 
und ab, a'lf sowie auf ab', a'h, und p enthält aa', hh' und 
AB, AB' sowie AB', AB (| 159). In der Figur des B 5, 
§ 286 sind fiir C als Ä und D als B' der Punkt G der Pol 
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und die Gerade g die Polare und sie enthält alle diese Be- 
ziehungen; aber sie enthält sie auch für die Involutionen mit 
E, e resp. F, f als Pol und Polare. Diese Bemerkungen 
liefern sehr praJctische Constructionen der Involutionen über- 
haupt, indem man leicht InvoluHonm- an einem Milfskreise 
einführt, die zu den gegebenen perspectivisoh sind. Die Be- 
nutzung des Hilfskreisea gibt auch den Goustructionen mit 
imagiim'en Elementen ihre practische Form, die in § 96 be- 
gründet wurde. B. 4. 

Anderseits erkennt man, dafs der Kegelschnitt auf sich 
selbst centrisch colUnear ivtvolutorisch belogen ist, wenn man 
für einen beliebigen Punkt cds Pol diesen als Centrum, srnie 
Polme (As Äxe der Collmeatian nimmt. (§ 98.) 

B. l) Die im Text angedeutete einfache Construetion der 
Axen und Doppelstrahlen eines durch zwei Strahlenpaare a, «'; 
b, h' bestimmten involutorisclieu Büschels ist folgende: Mau legt 
durch den Scheitel des Büschels einen Kreis und zieht die Sehnen 
durch die Schnittpunkte AA', BB' der Paai-e mit ihm; sie 
schneiden sich in einem Punkt. P, durch welchen die Sehneu 
aller Paare der Involution gehen. Das rechtwinklige Paar hat 
seine Fufspunkte im Kreis in dem dui-ch P gehenden Durch- 
messer; das Paar der Doppelstrablen geht nach den Berühnmgs- 
punktea der Tangenten, die mau von P aus an den Kreis ziehen 
kann. Man construirt auch ans P die Paare der Involution von 
gegebenem Winkel, speciell wenn sie elliptisch ist vom kleinsten 
Winkel (§ 186). Es ist offenbar, dafs man durch dieselbe Con- 
struction die Doppelpunkte einer involutorischen Reihe bestim- 
men kann. 

2) Direet construii-t man diese Doppelpunkte einer involuto- 
rischen Beihe auf Grund des dualistisch entsprechenden Satzes; 
An einen die Reihe berührenden Kreis zieht man von den ge- 
gebenen Paaren Ä, A'\ B, B' die Tangenten und verbindet ihre 
Schnittpunkte durch eine Gerade j). Die Tangenten des Kreises 
in den Punkten der letzteren gehen nach den Doppelpimkten. 

3) Derselbe ei-ste Satz löst auch die Aufgabe, das gemeinsame 
Paar von zwei vereinigten involutorischen Büscbeln, und der dua- 
listische zweite die Aufgabe, das gemeinsame Paar von zwei ver- 
einigten involutorischen Eeihen zu bestimmen. Die Aufgaben der 

. Bestimmung eines Paares der Involution von Strahlen, welches recht- 
winklig ist, oder eiuen gegebenen Winkel, ein gegebei 
harmonisch teilt, die Bestimmung eines zu zwei 
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zugleich harmonischen Paares u. s. w., sind i 
Fälle dieses Problems, Das gemeinsame Paar ist stets reeii, so 
lange niciit die Doppelelemente beider Involutionen reell sind uad 
sieb trennen. 

4) Zwei imaginäre Gerade in derselben Ebene sind dureh 
ihre reellen Punkte T, T* und ihre symmetrisch harmonischen 
Darstellungen jffl&fl') und {«*&*(»*') an denselben gegeben; man 
bestimme ihren Schnittpunkt. Man lege durch die reellen Scheitel 
r, T* einen Hilfskreis, der die Strahlen a, b etc. in ^1, .B, . . schneidet, 
um die Involutionen mit Beibehaltung ihres Bewegungssinnes von 
dem gemeinsamen Strahl TT* aus harmonisch darzustellen und 
dann nach § 96 als ihren perspeeti vischen Durchschnitt die har- 
monische Darstellung des gesuchten Schnittpunktes zu erhalten, 
sind folgende Sehritte zu thun; für die Involution um T: Man be- 
stimme ihren Pol J* im Hüfskreis auf dem Durchmesser von B und 
in der GSeraden ÄA', daraus den zu T* entsprechenden Punkt T"' 
und den vierten harmonischen zu T in Bezug auf 2**' T*, sowie 
dessen durch P gehende und den Kreis in 17, XI' schneidende Polare. 
Sind dann (*,**', u,u die Skahlen aus T nach T% T*\ U, U' und 
liegen m, f**, m' uad (* im Sinne von a b a, so büden sie die harmo- 
nische Darstellung der ersten imaginären Geraden von (* aus. Ebenso 
erhält man die der zweiten und damit die ihres Schnittpunktes. 

ö) Zwei imaginäre Punkte sind durch ihre reellen Geraden 
t, (* und ihre sjTnmetrisch harmonischen Darstellungen in den- 
selben resp, [ABA'] und [A^B^A*'} bestimmt. Man constmirt 
ihre Verbindungsgrade, indem man dual entsprechend zu der 
Construetion in 4) ihre harmonischen Daa-stellungen aus dem 
Schnittpunkt von t und (* mittelst eines diese Geraden berührenden 
Hilfskreises bestimmt und das zu beiden perspectivische Büschel 
bildet. Die Construetion des Schnittpunktes einer reellen mit 
einer imaginären Geraden und der Verbindungsgeradeu eines 
reellen mit einem imaginären Punkte sind in den Definitionen 
enthalten. 

6) Hiernach bleibt die Construetion des vierten harmonischen 
Elementes au drei gegebenen oder die Vervollständigung der In- 
volution aus zwei Paaren (vgl. 301, i), der Projectivität aus 
drei Paaren von Elementon auch dann ausfuhrbar, wenn unter 
diesen Elementen resp diesen Paaren derselben imaginäre ge- 
geben sind. 

7) B. 1, § 298 oder die Methode von Mae Laurjn kann da- 
hin erweitert werden, daXs die sich um C drehende Seite ab ihre 
Endpunkte statt auf zwei festen Geraden in einem festen Kegel- 
schnitt hat, der durch die Drehpunkte A und B geht. Jene 
Paare bilden eine Involution auf diesem Kegelschnitt und es ist 
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daher auch jetzt für vier Lagen (an'a'a"") = ((*ö'b"6"') und 
somit auch {^Ä • aa'af'a") = (B bih b ) und dei Oit lon V 
ein Kegelschnitt, (Vgl, auch § 308, > ) 

300. Durch die Involution wiid zuniichst da,-* d,uf die Con- 
struction der Kegeleebuitte aus Peiipherie Elementen Bpziig- 
liehe zur hestenDiu-chfiÜuning zusammen^efaTst, namlich mittelst 
der Lehre von der InvoluUmi Jmt^nonisiliet Pole and Polaren. 
Die homologen Strahlen fl,» , ' Die homologen Punkte j4,A'; 
i,i';. . .projectivischer Büschel 5, B ,.. .projectiyischer Reihen 
an zwei Punkten T, T' des j in zwei Tangenten t, t' des 
Kegelschnittes werden gemäfs \ Kegelschnittes werden gemäfs 
§94 und § 291 von einer Ge-j§ 94 und § 291 aus einem 
raden^ durch den Berührungs- 1 Punkt P der Beriihrungesehne 
pol T" in entsprechenden' ("durch cntsprechendeStrahlen 
Punkten ^a, ^«'; pb, pb' in- 1 PA, PÄ'; P£,PB' emeemro- 
volntorischer Reihen geaehnit- j lutorischen Büschels projicirt. 
Ein Paar der Involution Ein Paar der Involution wird 
von (" und dem Strahl nach 
t f gebildet, dieser enthält den 
Pol von jenem und umgebehi-t. 
Das ist aber hei jedem Paare, 
s^en wir u, Uj der Polarinvo- 
lution um P der Fall; denn 
ein Paar entsprechender Punkte 
Ä; Ä der Reihen t, t' liefert 
durch die Verhindungsgeraden 
mit P ein zweites Paar ent- 
sprechender Punkte Ä, und j4/, 
also aiich zu der Tangente a 
des Kegelschnittes, die jene 
verbindet, eine zweite a^ durch 
diese, und weil it aa^, em um- 
geschriebenes Vierseit ist, so 
sind (§ 158) die Strahlen des 
Paares der Involution durch 
den Kegelschnitt harmonisch 
getrennt und der Punkt «% 



wird von T" und dem Schnitt- 
punkt mit TT' gebildet; dieser 
liegt auf der Polare von jenem 
und umgekehi-t, das ist aber 
bei jedem Paare der Fall; denn 
ein Paar entsprechender Strah- 
len a, a der Büschel T, 1" 
liefert durch den Schnitt mit^ 
ein Paar sagen wir U, U^ der 
Polinvolution Youp und damit 
ein zweites Paai- entsprechen- 
der Strahlen Oj, «[', also zu 
dem Punkte A des Kegel- 
schnittes einen zweiten Punkt 
A^ desselben; und weil TT' 
AA^ ein eingeschriebenes Vier- 
eck (§ 158) ist, so sind die 
Punkte des Paares der Involu- 
tion durch den Kegelschnitt 
harmonisch getrennt und die 
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Gerade von A nach A^ schnei- 
det auf der Geraden TT' den 
zu iiu'em Sclmittpunkt mit p 
conjugirt harmonischen Punkt 
P heraus, den Pol von p mit 
Bezug auf den Kegelschnitt. 
Von den beiden Punkten der 
Polinvolution liegt jeder in 
der Polare des andern, die 
Gerade Pü ist die Polare u^ 
von ü^ und die Gferade PU^ 
die Polare ti von ü. Jeder 
Doppelpunkt der Polinvolution 
(§ 95) liefert homologe Strah- 
len dj, d^' bez. (^, d^' der Büschel 
Tj T', d. h. ist selbst einer der 
beiden Schnittpunkte von p 
mit dem Kegelschnitt. Die 
Involution ist durch die Dop- 
pelpunkte bestimmt, also nnr 
von der Lage ihres Trägers p 
znm Kegelschnitt abhängig. 

nischePole bezüglich desKegel- 
sehnittes. 



schnitt m jeder Geraden seiner 
Ebene eine Involution harmo- 
nischer Pole, tvdche ihre Schnitt- 
punktepawre definirt. Es kön- 
nen zwei conjugirt imaginäre 
Punkte dadurch als Bestim- 
mungestücke ersetzt werden, 
dais man zwei Paare harmo- 
nischer Pole iu ihrem reellen 
Träger angibt, imd sie so dar- 
stellt (§ 96). 



liefert durch Verbindung mit 
tt' den conjugirt harmonischen 
Strahl zu dem nach P gehen- 
den, die Polare p von P in Be- 
zug auf den Kegelschnitt. Von 
zwei Strahlen eines Paares u,u^ 
der Polarinvolution geht jeder 
nach den Pol des andern, der 
Punkt pu ist Pol C-, von it^ 
und der Punkt ßMj Pol 17 von W. 
Jeder Doppelstrahl der Polar- 
involution (§ 95) schneidet ho- 
mologe Punkte i)i, D^' bez. D^, 
D^' der Reihen t, t' aus, d. h. er 
ist selbst eiüe der beiden durch 
P gehenden Tangenten des Ke- 
gelschnittes. Die Involution ist 
durch die Doppelstrahlen be- 
stimmt, also nur von der Lage 
ihres Scheitels P zum Kegel- 
schnitt abhängig. Ihre Paare 
nennen wir harmonische Polar 
ren bezügheh des Kegelschnittes 
für diesen Punkt. 



st^niti in jedem PunM seiner 
Ebene eine Involution harmoni- 
scfier Polaren, welche sein Tmi- 
gentenpam" definirt. Es können 
zwei conjugirt imaginäre Tan- 
genten dadurch als Bestim- 
muugs stücke ersetzt werden, 
dafs man zwei Paare hannoni- 
acher Polaren aus ihrem reellen 
Schnittpunkt angibt und sie so 
darstellt. 



y Google 



Conati'uction aus i'oi, Polare und Involution. 



505 



Die Polai-eninvolution um P 
sclineidet die Po]are von P ia 
der Polinvolution derselben. 
Die Angabe einer Polarinvo- 
lution und der Polare ihres 
Scheitels ersetzt also zwei ima- 
ginäre Tangenten ii£bst Ee- 
I rührungspunkten. 
Gegebene Involutionen an Pol und Polare charakterisiren 

die Kegelachnitte eines Doppeiberührungsbüsehele , auch bei 

imaginärer Berührung. 



Die Polinvolution in ji wird 
aus dem Pol von p dui'ch die 
Polarinvolution desselben pro- 
jicirt. Die Angabe einer Pol- 
lution und die des Poles 
ihres Trägers ersetzt also zwei 
imaginäre Punkte ^teOsi ihren 




ÄKS Pol P, Polare p mit ihrett ItwoUitionm wird dwch 
Angabe eines Pmipherie-Eleinetxts T oder t der Kegelschnitt he- 
stimmt. Die dualen Paare der Constructionen aus zwei pro- 
jectivischen Strahienbüscheln oder durch den Paacal'schen 
Satz als Ort und aus zwei projeetivischen Reihen oder durch 
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den Satz von Brianchon als Enveloppe (§ 293, 281, 286} 
TereJuigen sich durch das Mittel der Involution zu vierfacher 
"Wirkung {vgl. die Figur). Man bestimmt zu dem gegebenen 
Peripherie-Element das von ihm durch Pol und Polare har- 
monisch getrennte T', resp. t' und im ersten Falle die Tan- 
genten t, t', im andera die Berühmn^punkte T, T', natürlich 
durch den zu TP gehörigen Strahl der Polarinvolution, resp. 
den zu xit gehörigen Punkt der PoUnvolution. Dann liefert 
jedes Paar X, Xj der Polinvolution durch X T, Xj T' resp. 
X^T, XT' zwei neue Punkte A, A' des Kegelschnittes; und 
das entsprechende Paar der Polarinvolution durch a;(, a:^f' resp. 
x^t, xt' die zugehörigen Tangenten a, a'. Jene Hegen auf 
einer Geraden y durch den Pol P und diese schneiden sich 
im zugehörigen Pole Y auf der Polare p, aodafs ein neues 
Paar y, y^ und Y, Y-^ der Involutionen erhalten ist, mit 
welchem sich die Construction fortsetzen läfst. Natürlich 
kann man neue Paai'e der Involutionen aus zwei gegebenen, 
durch die lineare Gonatmction des § 94 ableiten, um Peripherie- 
Elemente in ei'wünschten Lagen zu bekommen. 

In B. 6 geben wir die Anwendung auf den Fall von 
Brennpunkt und Directrix; B. 7, B. 8 führen die Bestim- 
mungen durch Pol- resp. Polarinvolution und drei Punkte 
oder Tangenten und die durch zwei Pol- resp. Polarinvolu- 
tionen und einen Punkt oder eine Tangente auf die Haupt- 
construction zurück. Auf eine Menge von SpecialfäUen führt 



Am Centrum des Kegelschnittes besteht insbesondere die 
InvohtUon conjtigvrter Durchmesser. Dieselbe definirt die Asymp- 
toten als ihre Doppelati-ahlen , die Äsen als ihr Becbt- 
winkelpaar (vgl. § 95). Die perspectivische Polinvolution 
wird von den Richtungen der Durchmesser gebildet. In Bezug 
auf alle Kreise ist die Involution auf der unendlich fernen 
Geraden dieselbe, als Definition der absoluten Kichtungen. 
Die Durohmesserinvolutionen der Kreise sind Reehtwinkel- 
involutionen (§ 96). 

Durch jeden Punkt geht ein rechtwinkliges Paar harmoni- 
scher Polaren. An einem Brennpunkt (§ 195) des Kegelschnittes 
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bilden die eoujugirten Polaren eine Reclitwintelinvoliition 
(§ 194). Beim Kreis sind im Mittelpunkt auch die Brenn- 
punkte vereinigt. 

Auf Tangenten eines Kegelschnittes sind die Polinrohi- 
tionen stets paraboliscli, denn jeder Punkt derselben ist dem 
BerlilirungspHnkt als einzigem Doppelpunkt conjugirt (§ 95). 
Dasselbe gilt von der Involution conjugirter Richtungen, bez. 
Durchmesser der Parabel. Auf Parabeldur cbmesseni nnd 
Aaymptotenparallelen sind die involutori sehen Polreihen spe- 
ciell symmetrisch (§ 96). 

Offenbar treten damit die Paai-e conjugirt imaginärer 
Punkte und Tangenten des Kegelschnittes in die Reihe der 
(Paare von) linearen Bedingungen, aus denen derselbe con- 
stmirt werden kann. B. 6 f.). Wir denken die Involutionen 
elliptisch, weil man sonst durch Ermittelung ihrer Doppel- 
elemente anf die Construction aus fünf reellen Punkten oder 
Tangenten zurückkommt. 

B. l) Wenn mau von jedem Pujjtt einer Geradisn aus die 
beiden Tangenten an einen Kegelschnitt zieht, so begegnen diese 
irgend einer festen Tangente je in zwei Punkten, die eine In- 
volution bilden, deren Paare den Funkten jener Geraden nach 
gleichem Doppelverbältnis entsprechen (§ 94). Die in den Schnitt- 
punkten der gegebenen Geraden mit dem Kogelscbnitt au diesen 
gezogenen Tangenten bestimmen in der festen Taugente die 
Doppelpunkte dieser Involiitioii. Insbesondere bestimmen die 
Paare der parallelen Tangenten in einer festen Tangente eine 
involutorisehe Reihe, die in den Asymptoten ihre Doppel- 
punkte hat. 

2) Wenn man von einem festen Punkt aus Transversalen 
nach einem gegebeneu Kegelschnitt und von einem beliebigen 
Punkt des Kegelschnitte aus nach den Endpunkten der bezüg- 
lichen Sehnen die Geraden zieht, so bilden diese ein Büschel 
involutorischer Paare und entepreohen dem Büschel der Trans- 
versalen projectivisch. Die Doppel strahlen gehen nach den 
Berührungspunkten der von jenem Punkte aus an den Kegel- 
schnitt möglichen Tangenten. Wenn umgekehrt die Sehenkel von 
Winkeln aus einem Punkt eines Kegelschnittes Paare einer In- 
volution sind, so gehen die von ihnen bestimmten Sehnen durch 
einen Punkt; also insbesondere die von rechten Winkeln, die von 
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solchen, deren Schenkel gegen eine feste Gerade gleich geneigt 
sind, und aUgemein die von solchen Linieapaaren, für die die 
trigonometrischen Tangenten ihrer Winkel gegen eine feste Gerade 
coHstantes Product haben. 

3) Wenn man durch einen Punkt des Kegelschnittes Strahlen 
nach den Enden von zwei Sehnen desselben zieht, so bilden sie 



f 













mit der Tangente desselben und dem nach dem Schnittpunkt der 
Sehnen gehenden Strahl drei Paare iu InTOlution. 

4) Die conjugirten Sirahlen eines harmonischen Yiererbtlschsls 
aus einem Punkt des Kegelschnittes schneiden ihn in Punkten, 
deren Verbiadtmgsgeraden harmonische Polaren in JJezug auf den 



i Kegelschnitt i 

r beliebigen Tangente desselbei 



5) Wenn ein Vierseit i 
I bilden die Schnittpunkte 



y Google 



Kegels clinittconstructi 011 aas Bronnpunkt (i»d Directrix, 509 

mit den Paaren der Gegenseiteu, der Berührungspunkt und der 
Schmttpunld; mit der Verbindungslinie der Schnittpunkte der 
Gegenaeitenpaare drei Paare in Involution, 

6) Bin Brennpunkt F und seine Polare /; die zugehörige Directris, 
hestimmen mit einem Peripherie -Element T oder t den Kegel- 
schnitt. Die Tangente zu T wird durch die Normale FT" zu 
TF bestimmt; dann erhält man (' als den vierten harraonisehea 
Strahl zu t in Bezug auf T" F und f. Jeder, aus einem Punkt der 
DirectriK durch F heschriebeue Kreis liefert in f ein Paar der 
Polinvolution und das zugehörige der Involution am Brennpunkt. 
Das Paar X, X^ mit dem Mittelpunkt T" gibt die Scheitel A und A' 
und x,x^ ihre Tangenten; denn diese sind parallel zu f als Per- 
spectivaxen der sich auf ihnen schneidenden harmonischen Büschel 
ans F und T", in denen die Strahlen parallel zu f and in f sich 
entsprechen. Ferner liefert das Paar T, T^ mit dem Mittelpunkt 
T^" in i", Pi die Endpunkte der Parametersehne, weil diese die 
Perapectivase der harmonischen Büschel bei T und T' mit ru f 
parallelen entsprechenden Strahlen ist, au welchem die P und P' 
bestimmenden Geraden gehören. An diese Construction knüpft 
sich leicht der Nachweis des Grundgesetzes von § 197, 

Wenn der Kegelschnitt eine Hyperbel ist, so erhält man auch 
leicht ihre Asymptoten und die Tangenten, die diesen auf der Direo- 
trix begegnen; a. B. aus der Parametersehne PP' so; Man schneidet 
mit dem Kreise aus F durch P, P' die Directrix und trägt von 
den Schnittpunkten aus auf ihr die Länge FP nach beiden Seiten 
ab; so erhält man zwei Paare der PoUnvolution U, U^ und fj*, [T^* 
mit den zugehörigen Paaren der Polarinvolution — diese liefern 
die Asymptoten und jene Tangenten. Das voUstSndige Vierseit 
derselben hat zwei Gegenecken auf der Hauptase, zwei auf der 
Directrix und zwei auf der Parametersehne. 

Die Parabel ist durch Bremipunkt F und Directrix f allein 
bestimmt, weil man die unendlich ferne Gerade als Tangente 
kennt; der um F beschriebene die f berührende Ereis hat den 
Hauptparameter PP' zum Durchmesser, der Scheitel liegt auf 
der Axe in der Mitte zwischen F' und f. 

7) Die Polinvolution in einer Geraden p und drei Punkte 
j4, B, G des Kegelschnittes führen zu seiner Construction wie 
folgt: Sind X und Y die Schnitte von p mit den Geraden jiB, 
BC resp., Xi, Yj ihre entsprechenden in der Polinvolution p und 
X*, r* ihre harmonisch conjugirten in Bezug auf AB, BC, so 
ist der Schnitt der Geraden X^' X^ und r* Y^ der Pol P von p. 
Auch liefern CT^ und AX^ sofort den zweiten Schnittpunkt B' 
der Geraden BP mit dem Kegelschnitt; die Tangenten desselben 
b, h' in B, B' gehen nach dem zum Schnitt T von HB' mit p 
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entspreolieiideil Punkte T^ der Polinvolution, Als Schnitt ¥on 
JJ2 mit B' X erhält mau A', den zweiten Schnittpunkt des 
K 1 hntfces mit AP, weil A der Schnitt von BX mit ß' X^ 
t eh n 0', den zweiten Schnitt mit CP, durch BY^, B'Y. 
Man hält a«eh die Tangenten a, a' in A, A' und die Tan- 
g nt n in C, C mittelst der Paare der PolarinvolutioB 

X J PX^, PX, resp. y, y^ oder PF,, PY aus den Tan- 

g nten ö ö in B, B' wie im Text, und da jedes Paar von 
P mkt n auf einer Geraden durch P mit den zugehörigen sich in 
j hn d den Tangenten ein neues Paar 2, Z^ resp. S, 2^ der 
In l«t n n in p und um P liefert, stets neue Gruppen von je 
zwei Punkten und zugehörigen Tangenten. 

Die Construetion des Ki-eises durch drei Punkte ist der ele- 
mentare Specialfall hierzu, weil er bestimmt ist durch die luTolu- 
tion der Paare rechtwinkliger Eichtungen. 

Dual entsprechend construirt man den Kegelschnitt zu drei 
Taugenten a, b, c und einer seiner Polarinvolutionen, sagen wir 
vom Scheitel P. Sind x, y die Strahlen von P nach den Punkten 
a&, fcc, sowie x*, )/* die in Bezug auf a und 6, resp. h und c 
hai-moniseh eonjwgirten derselben, und «j, y^ ihre entsprechenden 
in der Polarinvolution um P, so ist die Verbindungsgerade von 
«;*% mit i/*^i die Polai-e p von P; man erhält durch ay^ und 
c^, die Tangente ö' des Kegelschnitts, die sich mit ö auf der 
Polare p schneidet und durch den entsprechenden ihres Schnitt- 
punktes in der Polinvolution auf p die Verbindungsgrade ihrer 
Berührungspunkte jBPB'; man erhält a' aus hx^^h'x und c' aus 
hy^, Vy U.S.W. 

Insbesondere wird ein Kegelschnitt so construirt aus einem 
Brennpunkt und drei Tangenten, speciell eine Parabel aus dem 
Brennpunkt und zwei Tangenten im Endlichen. 

8) Die Polinvolutionen in zwei Geraden f, p' und ein Punkt A 
bestimmen den Kegelschnitt. Denn für X T' als den Schnitt von 
p und p' ist Xj Y\ die zugehörige Polare, die also die Pole P 
und P' der Geraden p und p' enthält; für ihre Schnittpunkte 
B, B' mit dem Kegelschnitt würden AB und AB' sowohl ia 
p wie in p' ein Paar der zugehörigen Polinvolutionen liefern, so 
daTs diese Strahlen das gemeinsame Paar der aus ^1 über diesen 
gebildeten involutorischen Büschel sein müssen. (§ 299,3.) Und 
dual entsprechend wie in 7.) 

Die Verbindungsgeraden von B, B' mit dem Punkte XY' 
sind die zugehörigen Tangenten J>, Ö', sodafs der Kegelschnitt 
durch drei Punkte und die Tangenten von zweien derselben be- 
stimmt erscheint. Um ihn weiter zu construiren, bestimmt man 
etwa den Pol P von p in BB' durch die harmonische Trennung 
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und ermittelt Punkte und Tangentenpaare durch die Involutionen 
P, P aus ß, B' und 6, h' wie oten, Speciell ist ein Kreis durch 
eine Polinvolution im Endlichen und einen Punkt hestimmt. Und 
eine unendlich ferne Polinvolution (nicht von Paaren rechtwinkliger 
Richtungen) hedingt hier wie in 7) einen Kegelschnitt, dessen 
Dui-chmesserinvolutioß einer gegehenen parallel ist. Ist die un- 
endlich ferne Polinvolution hyperholisoh, so disponirt man leicht 
durch die Wahl von A, B, C in 7) eine Hyperl)el im spitzen 
oder eine solche im stumpfen Asymptotenwinkel. Vergl. § 242, 
den Absatz in [ ]. Den Fall der conjugirten Ellipsen und Hyper- 
hein bietet die Bildung der Poiarsysteme aus reciproken Ebenen 
dar (§ 400). 

Durch zwei ihrer Polarinvolutionen im Endlichen ist eine 
Parabel stets bestimmt; ebenso speciell durch eine solche und 
ihren Brennpunkt. Jeder Mittelpunktskegelschnitt wird dnrch seine 
reellen Brennpunkte und eine Tangente a bestimmt; man erhält 
die Hauptscheiteltangenten durch ihre Schnittpunkte mit a, weil 
diese von dem Kreis durch die Brennpunkte ausgeschnitten, werden, 
der seinen Mittelpunkt in a hat. 

9) In B. 6 § 161 ist an den Hauptkreis als Ort der Schnitte 
rechtwinkliger Tangentenpaare schon der Hinweis auf den Ort für 
Tangentenpaare mit gegebenem Winkel <p geknüpft; in B. 5, 
§ 229 ist er für die Parabel bestimmt. Wir können jetzt jenen 
als den Ort der Punkte mit symmetrischen Polarinvolutionen be- 
zeichnen; der Kegelschnitt selbst ist der Ort der Scheitel parabo- 
lischer Involutionen, die Brennpunkte entsprechen dem Winkel 
arc tan q) ^ i. Man sieht, dafs die Erage gefafst werden mufs 
als nach dem Ort der Scheitel congruenter Polarinvolntionen oder 
von solchen mit einerlei positiver oder negativer Potenz (§ 93). 
B. 3, § 181 führt auf die allgemeine Antwort. 

10) Man kann ebenso nach den Geraden und ihrer Enveloppe 
fragen, in denen ein Kegelschnitt congmente d. h. potenzgleiche 
Polinvolutionen erzengt, specietler nach den Geraden mit einerlei 
Sehnenlänge. Man wird den Mittelpunkt M der Polinvolution, 
d. h. den Schnitt mit dem zur Eichtung der Geraden conjugirten 
Durchmesser, und ein Paar X, Xj^ derselben berechnen — etwa 
X im Schnitte der Geraden mit einer Ase des Kegelschnittes — 
und das Product MX ■ MX^ bilden. So erhält man für den 
Kegelschnitt h^x^ -\- a^if == u,%'^ und die Gerade ^x -\- i^y -\- X = 
den Wert 

Die Enveloppe ist von der Classe vier. Speciell ist die 
PotenK Null für alle Geraden von absoluter Richtung' (§ 58) und 
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für die Tangenten des Kegelschnittes (§ 173) Füi- einen Dnrch- 
messer | = ij tan* ist sie wie in § 170 gleich 



M^n erliuteie den Fall les> Kreise« '^ -)- i/^^j^ 

601 Bie Kigehdimtte eines Bubclieh sehnejdeii citte he- 
ilige Getade in FunTdfpaaten einer Involution ^*) 

Sind a, El, c, d die Örundpunkte des Büschels und A,A' 
die Scfanittpimkte emeh semei Kegelschnitte mit dei (leiaden, 
so i^t 

(a Ädl>A)=^{f AdbÄi 

und, in der Transversale AA' gemessen, 

(ACSA') = (AB'O'A-) = (A'C'B'A). 
Die Punttepaare A, A' gehören somit zu der Involution, die 
durch die Paare B, B'-^ C, C bestimmt ist, in welchen die 
Transversale zwei Gegeaaeiten- 
paare des durch die Grund- 
puukfce he stimmten Vierecks 
schneidet. (Vgl. § 94). Denkt 
man das Büschel durch zwei 
Kegelschnitte »8 = 0, S' = 
bestimmt, deren allgemeine 
Gleichungen wie in § 230 geschrieben sein mögen und nimmt 
man die Axe der x als die schneidende Gerade, so dafs die 
Substitution j/ = die Paare der Schnittpunkte mit S =^ 
und S" = liefert 

a^^x^-\- 2a^gX-\- «83= 0, UnX^ -\- 2ai3^- + «m ^ 0, 
so ist das System der Schnittpunktpaare mit den Kegelschnitten 
des Büschels ausgedrückt durch 

(«11 -j- kan)x^-\- 2 («13 + ]iais)x-\- («33+ ?f»js) = 0, 
die Involution aus den zwei vorstehenden Paaren. (Vgl. § 335 
und § 343). So schneiden auch Kreise eines Büschels jede 
Gerade in Punktepaaren einer Involution (§ 125), die Radicalase 
bestimmt den Centralpunkt, die zwei Kreise des Systems, 
welche die Gerade berühren, geben die Doppelpunkte an. 
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Nach dem Princip der Dualität entspricht dem vorigen 
Hauptsatz der andere: Die Kegelschnitte dner Schaar haben 
mit einem beliäiiijeii FtmJtis Tangentenpaare in Involution ge- 
mein. Die drei Punktepaare in der Sehaar lisfem die Con- 
struction der Involution mittelst des vollständigen Vierseits 
in § 94 wieder. Diese Construetionen aus Viereck und Vier- 
seit liefern zu einem durch ftlnf Punkte resp. fünf Tangenten 
bestimmten Kegelschnitt neue Punkte auf den Strahlen durch 
einen derselben resp. neue Tangenten ans den Punkten einer 
der gegebenen. 

B. l) Eine Involution in der Geraden j) sei durck awei Paare 
X, X^ und Y, Fj conjugirt imaginärer Punkte mittels ihrer 
symmetrisch harmonischen Darstellungen {AJBÄ'\ resp. {CDC'\ 
bestimmt; man construirt Z^ zu Z mittels eines Büschels von 
Ki-eisen mit reellen Grundpunkten S^, S^ (§ 124). Der Kreis 
des Büschels durch Z sehneidet £ zum aweiten mal in Z^. Die 
Kreise durch ein willltürlich gewähltes 8^ und X, X^ resp, Y, Y^ 
sind bestimmt aus der Polinvolution iu;^ ^ Paare {ABA'S'] etc. 
— und der Involution rechtwinkliger Eichtimgen in der unendlich 
fernen Geraden nach § 300,8- Das Kechtwinkelpaar der In- 
volution aus Äj über ASA'B' gibt die Endpunkte des in .B zu 
p rechtwinkligen Durchmessers für den ersten und das der In- 
volution über GDG'B' die des in D zxt p rechtwinkligen Durch- 
messers für den zweiten Kreis. Ist das eine der gegebenen Paare 
reell, so vereinfacht sich die Construction. Sie bleibt auch für 
zwei reelle Paare EützUch, obschon sie nicht linear ist. 

2) Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben ist, 
so schiieidet eine Transversale diesen und zwei Seiten des Drei- 
ecks, die dritte Seite und die Taugente des Kegelschnittes in der 

.gegenüberliegenden Ecke in sechs Punkten einer Involution. 

Denn die Tangente bildet mit dem Dreieck ein eingeschriebenes 
Viereck. 

3) Jede Transversale schneidet einen Kegelschnitt und zwei 
feste Tangenten desselben in zwei Punktepaaren, welche eine 
Involution bestimmen, die in der Berührungssehne jener festen 
Tangenten einen Doppelpunkt hat. 

Denn die Berührungssehne bildet als ein Paar von Gegen- 
seiten mit den Tangenten ein eingeschriebenes Viereck. 

Man bildet leicht die dualistisch entsprechenden Satze. 

4) In jeder Transversale werden von einer Hyperbel und 
ibi-en Asymptoten Segmente bestimmt, die denselben Mittelpunkt 
haben. — Denn einer der Doppelpunkte ist unendlich fern. 
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5) "Wean awei Kegelsclmitte demselben Viereck n 
sind, so sind die Beriitruiigspuiikte einer gemeinsohaftliehen Tan- 
gente xa ikren Sckaitipimfcten mit den Gegen seitenpaaren des 
Vierecks harmonisch eonjugirt. Dena sie sind die Doppelpunkte 
der Involution, welche diese hestimna.en. 

6) Wenn drei Kegelselinitte demselben Viereck umgesehrieben 
sind,- so wird eine gemeinschaftliche Tangente Yon aweien unter 
ihnen durch den dritten harmonisch geteilt. (§ 125), 

7) Wenn man durch den Schnittpunkt der Schnittsehnen 
Ton zwei Kegelschnitten eine Tangente an den einen derselben 
legt, so wird diese durch den andern, harmonisch geteilt. 

Denn jener Punkt ist ein Doppelpunkt, etc. Darum halbirt 
der Berührungspunkt einer attr Radicalase zweier Ereise parallelen 
Tangente die in ihr gelegene Sehne, und in allen Sehnen des 
einen von zwei concentrischen, ghnlichen und ähnlich gelegenen 
Kegelschnitten, welche Tangenten, des andern sind , gibt der Be- 
rührungspunkt die Mitte an. (§ 24i,2). 

8) Wenn awei Kegelschnitte mit einander in doppelter Be- 
rührung sind (oder wenn, sie eine Berührung dritter Ordnung 
mit einander haben), so wird jede Tangente des einen in ihren 
Schnittpunkten mit dem andern und in dem Schnittpunkt mit 
der Berühnmgssehne beider Kegelschnitte harmonisch geteilt. 

Denn die gemeinschaftlichen Sehnen fallen Eusammen, etc. 
Die Anwendung auf concentrische Kreise, überhaupt ähnliche 
concentrische und ähnlich gelegene Kegelschnitte ist offenbar, 

9) Man soll einen Kegelschnitt durch vier Punkte A, B, 
0, B construiren, der eine gegebene Gerade berührt. 

Der Berührungspunkt ist ein Doppelpunkt der Involution, 
welche in der Geraden durch die Schnittpunkte mit den Gtegen- 
seitenpaaren des Vierecks ABCD bestimmt ist (§299,3); das 
Problem hat daher zwei Lösungen. 

10) Wenn eine Parallele zu einer Asymptote einen Kegel- 
schnitt in G und die Seiten eines eingeschriebenen Vierecks in 
den Punkten a, 6, c, ä schneidet, so ist Ca . Cc ■= Ch . Cd; denn 
C ist das Centrum des Systems. 

11) Man behandle 3) u. f. des § 296 als Fälle der In- 
volution. 

In 3) ist K ein Doppelpunkt, in l) ebenso T, in 5) ist T 
das Centrum, etc. 

12) Zu einem System von Kegelschnitten durch dieselben 
vier Punkte gibt es auf jeder beliebigen Geraden zwei reelle 
oder imaginäre Punkte, welche in Bezug auf alle seine Kegel- 
schnitte harmonische Pole sind. 
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Es sind die Doppelpunkte der dui'eli dieselbea bestimmten 
Involation. (Vgl. 14.) § 314,l) bestimmt sie durch einen der 
Geraden entsprechenden Kegelschnitt. 

Wenn ein System von Kegelschnitten vier feste Gerade be- 
rührt, so gehen durch jeden Punkt zwei reelle oder imaginäre 
Strahlen, welche in Bezug auf alle diese Kegelschnitte conjugirt 
oder hai-monische Polaren sind. 

13) Alle die Kegelschnitte, welche durch vier feste Punkte 
gehen, haben ein reelles oder imaginäres Paar ¥0n parallelen 
conjugh-ten Durchmessern. 

Man denke die Transversale des Satzes dei: vorigen Aufgabe 
unendlich entfernt. 

14) Man bestirome unter den d«i-ch vier feste Punkte gehen- 
den Kegelschnitten denjenigen, der eine gegebene Strecke EF har- 
monisch teilt, insbesondere den von gegebenen Axenriehtongen. 

15) Der Ort des Pols einer Geraden in Bezug auf die durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt, der 
durch die Schnittpunkte der Diagonalen und der Gegenseiten- 
paare des Viei-ecka geht. (§ 272, i) 

Denn wenn man in Bezug auf zwei Punkte P und Q die 
Polarenbüschel bildet, so entsprechen die Strahlen derselben einer 
einem, d. h. projectivisch; also ist der Ort der Schnittpunkte 
ihrer entsprechenden Strahlen ein Kegelschnitt. Diese Schnitt- 
punkte sind aber die Pole der Geraden PQ in Bezug auf die 
Kegelschnitte des Systems oder die Seheitel der Polarenbüschel 
für den in der Geraden PQ fortbewegten Pol. (Vgl. 12). 

16) Das Büschel der Polaren des Punktes P in Bezog auf 
vier demselben Viereck umgeschriebene Kegelschnitte hat ein von 
der Lage von P unabhängiges Doppelverhältnis (§ 269). Die 
Reihen der Berühi-ungspunkte, welche in den gemeinsamen Tan- 
genten von vier demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
durch diese gebildet werden, haben dasselbe Doppel Verhältnis. 

Man kann in Folge dieser Eigenschaften von dem Doppel- 
vei-Mltms von otcc Kegelscitnülen eines Büsdids oder einer Sdiaar 
sprechen. 

17) Der Satz § 284 spricht aus, dafs die Kegelschnitte 
einM Büschels von einem Kegelschnitt K durch zwei ihrer ge- 
raeinsamen Punkte A, B in einer Involution geschnitten werden, 
für welche die Verbindungslinien ihrer Paare (§ 300, 2) durch 
einen Punkt P der Sehne CD gehen, welche die beiden andern 
gemeinsamen Punkte des Büschels verbindet. (Vgl. § 284, B). 
Die von diesem Punkte P an den Kegelschnitt gehenden Tau- 
genten liefern durch ihre Berührungspunkte die Doppelpunkte 
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der Involution iind damit die 0wei EegdschntUe des Süscliels, 
i«eI(Äe dm Eeffelschmti K hcrühren.^^) 

Wenn einer der Doppelpunkte mit A oder B zusammen- 
fällt, so findet zwischen dem zugehörigen Kegelschnitt des BüscheSs 
■und E in diesem Punkte Osculation statt, und man erhält die 
Consh-uction des Problems, durclt iswei gegebene Pmikte C, D einen 
Kegelschnitt bw legen, weleher den gegebenen Kegelschnitt K m dem 
Punkte B osoulwt. 

Lassen wir auch i> in B fallen, so entsteht die Gonstntctmt 
für den Kegelschnitt dmck C, der in B mit K eine BerüJinmg 
dritter Ordnung hat: Mau sehneidet K mit CB m X und zieht 
XP, welches ihn in X' schneidet, aaeh einem Punkte P der 
Tangente von K m B; dann ist BX', CP ein Punlct des ge- 
suchten Kegelschnittes. 

18) Man soll durch einen gegebenen Punkt eine Gerade 
ziehen, die einen festen Kegelschnitt S in Punkten P, Q schneidet, 
welche mit einem festen Punkte N desselben und drei festen 
Pimkten A, J5, C aufser ihm auf einem 
Durch die Punkte ABGN geht ein Büschel 
von denen jedei- den Kegelschnitt S in drei Punkten P, Q, B 
ferner schneidet: da jeder Punkt P von S nur einen Kegelschnitt 
dieses Büschels und somit nur ein Dreieck P, $, B hestimmt, 
so umhüllen die Seiten dieses Dreiecks einen Kegelschnitt U, 
und die von an diesen gehenden Tangenten lösen die Aufgabe. 
Die drei Paare von Geraden BO, AN; OA, BN; AB, CN, welche 
zu den Kegelschnitten des Büschels gehören, liefern in JäC, CA, 
AB Tangenten des Kegelschnittes U. Man hat also den Satz: 
Jeder ewjCTB Dreieck umgescliriehene und mten festen Piwsfci eines 
Kegelschnittes enthaltende Kegels<Amtt achneidet di^en in drei tmäem 
Punkten, deren Terbindimgslimen Tangenten eines dem gegebenen 
Dreieck eingeschriebenen Kegelschnittes sind. 
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Scehszelintes Kapitel. 

Specielle homogene Gleichungsfoi-men 
zweiten Grades. 

302. Sich selbst duale Gleichungsformen, Die für die 
Theorie der Kegelschnitte fundamentale Einfiihmng der pro- 
jectiviachen Büschel und Reihen knüpfte sich an die dualen 
Gleichungsformen L^^L^' — L^L^^O, A^A^ — A^A^^O, 
entwickelte sich aber weiter durch die blofse Anwendung 
des Begriffes des Doppel Verhältnisses. 

Die beste analytische Äusdrucksfomi wird erst erreicht, 
indem wir rfie linem-m, FuncHonen selbst als trimetriscJie ode»' 
als pfojeel4miscke Coordinaten einführen. Dies weist auf solche 
Gleichimgsformea hin, die nur drei lineare Symbole enthalten. 
Die einfachsten sind Lj^L^ — L^^ ^ 0, bez. A^A^ — A^ = 0, 
wo Z^ = 0, i^ ^ zwei Tangenten und i^ == die Polare 
ihres Schnittpunktes, bez. A^ = 0, Ag = zwei Punkte und 
J^ = den Pol ihrer Verbiudungsgeraden (§ 282) darstellen. 

Als erzeugende projectivische Büschel bez. Reihen 
bieten sich unmittelbar ftÜJj — Xg = 0, Xg — JcL^ = bez. 
y.Aj^ — ^2 = 0, ^9 — xA^ = 0, 80 dafs als homologe Ele- 
mente erscheinen ij, i^j ig, ig bez. A,^, A^\ A^, A^, 
wähi-end L^ bez. ^^ die gemeinsamen Elemente sind. 

Nehmen wir nun A^ = als den Pol Ton Xj ^ 0, so 
ist das Dreiseit L^L^L^ ^0 und das Dreieck AiA^A«, = 
identisch. Biese GUichmtgen sind sich also selbst dual, d. h. 
gehören in ganz derselben Weise der Untersuchung der 
Kegelschnitte als Ordnungs- oder Classencurven an. 

Dieselbe Eigenschaft werden wir der Gleichuiigsfonn 
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iji,^ + l^L^^ + /gis^ = (§ 277) zuerkennen (§ 312). Die 
übrigen symbolischen Gleiebungen entsprechen einander zwar 
dual, aber sind nicM im obigen Sinne sich selbst dual, denn 
das Viereck und das Vierseit in den zuerst erwähnten 
Gleichungsformen können für denselben Kegelaclinitt nicht 
identisch sein. 

Wir bedienen mis zu den weiteren Untersuchungen 
homogener Coordinaten. Zunächst nehmen wir füi- Punkt- 
coordinaten das Fundamentaldreieck A^A^A^ als das von 
den beiden Tangenten x^^O, x^^d und ihrer Berährungs- 
sehne x^^^ gebildete Dreieck; für Liniencoordinaten das 
Dreieck der beiden Berührungspunkte §3 = 0, |j ^ der 
Cnrve und des Schnittpunktes |j ^ ihrer Tangenten. Dann 
ist die Gleichung eiues Kegelsehnittes in projectivischen 
Punkt- bez. Liniencoordinaten 

falls der Punkt bez. die Gerade von den Coordinaten Eins 
demselben angehören, oder falls eine Constante implicite ge- 
dacht wird. 

Ebenso ist die Gleichung eines Kegelschnittes, bezogen 
auf ein Polardreieck als Fundamentaldreieck, in Punkt- bez, 
Liniencoordinaten 

«ii«i^ + «S3V+«33V=0 bez. .'iu|/ + ^2jgs^ + ^53V = 0. 
Im allgemeinen beschränken wir uns auf die Behandlung der 
Gleichungen in Punkt coordinaten, da das Dualitätsprincip 
die Wiederholung einer solchen in Liniencoordinaten über- 
flüssig macht. 

303, Parameterdaretellung. Für x^x^ = x^ als Glei- 
chung des Kegelschnittes folgt aus der Relation ftXj = x^ 
durch Einsetzen in die Gleichung der Curve gleichmäfsig 
x^^^x^ und x^^= (i?Xi. Also schneidet die vom Punkte 
a;^ = ajj = ausgehende Gerade nx.i=^ x^ den Kegelschnitt 
in einem zweiten Punkte, dessen Verbindiingsgeraden mit 
den beiden andei-n Fundamentalpunkten durch die Gleichui^en 
(tx^ = x^ und x^ = ^^a!j dargestellt sind. Die Coordinaten 
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eines CurvmpimMes sind also Potenzen ehtes Paramdeis pro- 
portional 

x^ : 'X^ : x«^ = 1 : fi : y? .'*) 
Wir können demzufolge denselben als den Punkt ft bezeichnen, 
und die Anwendung unseres Coordinatensystems bietet alle 
die Voi-teile der Rechnung mit einer einrngat Veränder- 
lichen dar. 

Die Verbindungsgerade von zwei FutUckn (t, ji' der Curve 
ist durch (ifi'x^ — (p + i»') *2 "f" % = *^ dargestellt (§ 87), 
da sie durch jede der Voraus- 
setzungen IJ,X^^X^, flX^ •= x^, 
/i-'a-'i = x^f fi'iTg = 3^3 erfüllt wird. 
Dem Zusammenfallen der Punkte 
ft und fi' entspricht die Gleichimg 
dei- Tcmcfenie im Funkte [i, nämlich 
(t^x^ — 2fix^ -)- 3^ ^ . 
Alao sind die Coordinaten |,. 
der Tangente durch denselben Parameter ähnlich ausgedrückt 
wie die x^, nämlich 

Hieraus erkennt man, dafs die Tangenten durch die Relation 
verbunden sind 4|^5j = |g^, d. h. dafs dies die Tangential- 
gleichung des Kegels ehoittes x^^x^ = x^ ist. In der That ist 
sie also von derselben Form, aber nicht etwa |i Ig = 'i^^ selbst. 
B. l) Diu-ch welche Speeialisirnngen geht die in § 173 ge- 
gebene Parametei-methode aus der jetzigen hervor? 

2) Die Gerade fm' trifft Aj^Ä^ in dem durch fift'a^i -\- x^ = 
ausgedruckten Punkte; nach ihm gehen auch die Geraden, welche 
die Schnittpunkte A-^ii, Ä^A^\ A^ii, A^A^ mit den Schnittpunkten 
jljfi', A^Ä^\ -Ajfi, A^A^ bez. verbinden. So auch für zusammen- 
fallende (i, [*'. 

3) Die Gleichung der Pai-abel, welche die Seiten A^A^, 
A^A^ in den Punkten A^, A^ bez. berührt, wird in Dreüinien- 
eoordinaten aus hXj^x^ = x^^ durch die Bedingung der Berührung 
mit der unendlich fernen Geraden Zl^x^ = bestimmt, also 
durch il^lg = M2^; die Gleichung ist l^^x^^ ^= il^l^x^x^. 

*) Durch die Einsetzung der Potenzen in x,Xi = o^^ wird die 
Gleichung identisch erfüllt. 
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■4) Wenn die Tangente ja den Kegelschnitt lunhüllt, ao witd 
ein denselben in A^, A^ doppelt beröhrender Kegelschnitt durch 
den Punkt erzeugt, in welchem die Verhinduogalinien der Ecken 
des umgeschriebaaen Dreiecks mit den Berührungspunkten der 
Gegenseiten sich schneiden. Ebenso durch die Harmonieale 
(§ 64, l) desselben in Bezug auf das Dreieck. 

Der Pol ^/ der Sehne der Punkte ft, ji' der Curve wird 
zufolge der Bedingungsgleichungon 

ft^Xj' — 2[*irj' -f- 3:3' = 0, fi'^ai/ — 2fi'x^' -\~ x^' = 
bestimmt als 



6) Man übertrage die vorigen Entwickelungen auf die Grlei- 
chung in Cartesisehen Coordinaten y^ '^ {2%s H~ a^i^x)x, welche 
mit y ^ fix liefert 

_^ ä«i; __ S «18 !^ 

^« — Ol, ' ^ f' — »11' 
Man diseutire die Schnittpunkte des Kegelschnittes mit einem Kreise 
und leite die Sätze des § 236 wieder ab. Ebenso die Relationen 
zwischen den Parametern der Fnfspunkte der Normalen, welche 
von einem gegebenen Punkte an die Curve gehen. 

304. Enveloppen. Umgekehrt berührt eine Gerade, deren 
Gleiehimg einen Parameter ji im zweien Grade eniMlt, einen 
KegelscfmiU. In der That kaun man die in x^, x^, 3^ lineare 
Gleichung nach (i ordnen und die Coefficienten so bezeiclmen, 
dafs die Form entsteht ^^x^ — ^(ix^ + x^ = 0. Dieae stellt 
aber nach dem Vorigen stets eine Tangente des Kegelschnittes 

Allgemein repräsentirt die Gleichung einer Geraden, falls 
sie einen Parameter algebraisch enthält und wir dieser un- 
bestimmten Gröfse alle möglichen Werte geben, eine einfach 
unendliche Reihe von verschiedenen Geraden, die alle eine 
algebraische Curve berühren, welche man als die 
i des Liniensystems bezeichnet. Die Gleichung dieser 
Enveloppe ist bereits für einzelne einfache Fälle ermittelt 
worden. Die nähere TJnterBuchung des Pi-oblems ist aber 
von Wichtigkeit, weil sie das Mittel sum Uebergang von der 
Darstellung der Curven in Pun^oordina^n mr Darstellung 
derselbejt Gurven in Liniencoordinaten liefert. 
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Wir erläutern die allgemeine Methode zui- 
der ÖleichuBg einer solchen Enveloppe dadurch, dafs 
den Satz dieses Paragraphen unabhängig von § 303 l 
Der Schnittpunkt der den Werten ft und (i-\-k entsprechenden 
Geraden ist durch die Gleichungen bestimmt 

ft^x^ — 2«Xg -\- x^^^O, 2{fi.Xi — x^ -\- kx^ '= 0. 
Von diesen geht die zweite aus der ersten heiTor, indem 
man ii -]- k für (t setzt, dann die infolge der ersten ver- 
schwindenden Glieder beseitigt und den Rest durch k dividirt. 
Je kleiner k ist, desto mehr nähert sich die zweite Linie dem 
Zusammenfallen mit der ersten, und für den Grenzübergang 
/c = finden wir, dafs der Selinittpunkt der ersten Geraden 
mit einer unendlich nahe benachbarten, d. h. mit der nächst- 
folgenden Linie des Systems durch die Gleichungen bestimmt ist 

ll^Xi — ^li-Xg -f- 3^3 ^ 0, fix^ — a^a ^ 0, 
oder, was dasselbe ist, durch die Gleichungen 
jtx^ — x^^ 0, ,(i«3 ; — aig ^ . 

Da nun jeder Punkt dei- Curve als der Schnittpunkt 
Yon zwei auf einander folgenden Tangenten derselben an- 
gesehen werden darf (§ 76), so ist der Punkt, den eine 
Linie des Systems mit der Enveloppe gemein hat, eben der, 
in dem sie auch die nächstfolgende Tangente der Enveloppe 
schneidet. Die beiden letzten Gleichungen bestimmen also 
den Punkt der Enveloppe, welcher zur Tangente die Gerade 
jiXj^ — 2^1X2 -[- 3^3 = hat; die Elimination von jt zwischen 
diesen Gleichungen gibt die Gleichung des Ortes aller Punkte 
der Enveloppe in der Form x^x^ =^ Xj^- 

Analoge Gründe beweisen, dafs für X^ =' 0, X^ = 0, 
Xg ^ als Gleichungen von Curven, die durcb 

ft^Xi — 2tiX^ -)- Xa = 
dargestellte Curve stets die Curve XjX^ ^= X^^ tangirt. 

Zu denselben Ergebnissen führt auch folgendes Ver- 
fahren: Die Gerade (i^x^ — 2iix^ -\- x^'^O ist Tangente einer- 
Curve zweiter Classe (§§ 1 10, 156), da dtwch jeden Ptmkt x^ nar 
zwei lÄnien des Systems hindurchgelim, nämlicli die, welche 
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den aus ^i^x^ — ^/ta:^' -\- x^ ^ bestimmten Werten von jt 
entsprechen. Diese beiden Werte von (i fallen aber zu- 
sammen, oder der betrachtete Pnnkt ist der Schnittpunkt 
von zwei auf einander folgenden Tangenten, wenn seine Co- 
ordinat«n der Gleichung x^x^^ = T^ genügen. 

Und allgemein wird die Gleichung einer Ciurve n*-'"' Classe 
gefunden, indem man die Bedingung ausdruckt, unter welcher 
die Parameter gl ei chung der Tangente, welche in (i vom w'"" 
Grade ist, ein Paar gleiche Wurzeln hat. 

B. l) Die Eckpunkte eines Dreiecks bewegen sich in drei 
festen Geraden X^ = 0, x^^ 0, x^ = und zwei seiner Seiten 
gehen durch die beiden festen Punkte «/, x^'^■, man soll die En- 
veloppe der dritten Seite bestimmen. 

Wenn atj -|- fix^ = die Gerade ist, welche den Punkt 
a^ = a^a = mit dem längs der Geraden x^ = Q sich bewegenden 
Eckpunkt des Dreiecks verbindet, so sind die Gleichungen der dnreh 
die festen Punkte gehenden Seiten bea. 

«s' {<h + f ^) = (^i' + P-«i)H> ^a" i^i + (»«s) = (*/' + (»a^s")^- 
Die Gleichung dei- Basis ist 

denn die dieser Gleichung entsprechende Gerade geht sowohl durch 
den Schnittpunkt der ersten Geraden mit x^ = 0^ als auch durch 
den der zweiten mit x^ = 0. Indem man nach Potenzen von fi 
ordnet, findet man die Gleichung der Eaveloppe 

{Xj X^'Xg" -\- X2X^'Xi" — XgXj'x^" — x^x^'x^f 
= ix-[x^' (piX^" — Xi"x^) i^x^' — %'^)- 
Man kann dieselbe Aufgabe auch auf Grund der nach Po- 
tenzen von a geordneten Gleichung von § 49, s) auflösen, 

2) Der Perm der Kegelschnitts gleichung |j Ig = k^ g^^ ent- 
spricht (t^5i ■ — Sfifcjg -(- §g = als Gleichung des Berührungs- 
punktes der Tangente fi, welche die Punkte jtlj ^ /s^j, fifc^j ^ &g 
mit einander verbindet. 

3) Man hat das natürliche Priacip: Wenn in irgend einem 
System der Coordinaten x^ , x^" die Coordinaten von zwei Punkten 
eines Kegelschnittes und a^/" die Coordinaten des Pols ilirer 
Sehne sind, so können die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
desselben in der Form 

(A.^Xi'-\-2(iJcx^"'-\-Xi^', ft^aij'-f- 2ii}cx^"'-\-x^", ft^%'-|-2(tfta^"'-|-%" 
geschrieben werden, indess die Tangente desselben die beiden Tan- 
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genten nach den Verhältnissen (i : Je, ftft : 1 teilt. Für A= l ist 
die Curve eine Parahel, 

4) Man soll den Ort eines Punktes (die Bnveloppe einer 
~l hestimmen, welcher (welche) den zwischen zwei festen 
Taageniien eines Kegelschnitts gelegenen Ähschnitt einer ver- 
änderlichen Tangpnte desselben (den von zwei festen Punkten 
eines Kegelschnittes an einem veränderlichen Punkte desselben 
bestimmten Winkel) nach gegebenem Verhältnis (Sinusverhältnis) 
m:n teüt. 

Für lilj = ft^ls^ als fileichung das gegebenen Kegelschnittes 
ist die Gleichung des Teilpunktes 

sein Ort ist also dargestellt durch 

44'(«s,+»i,)(»i, + ».a-{"S. + .»t, + («. + ..)*'i,)"- 

305. Um die Gleichung der Polare eines Punktes ar/ be- 
zttglich der Curve zu beatimnaen, denken wir die Coordinaten 
des Punktes als der Gleichung der durch ihn gehenden Tan- 
gente geniigend; nehmen also an 

(iX — 2.«V^-«3' = ^- 
Nun ist im Berührungspunkte (t^ ^ % ; «j, ^ = x^ : Wj^, da- 
her befriedigen die Coordinaten des Berährungspnnkfces die 
Relation 

x^'x^ — ''^sc^x^ + *l' *3 = ö ■ 
Dies ist die Gleichung der Polare. Wäre der Punkt als Schnitt- 
punkt der Geraden ax^ = x^, hx^ = x^ gegeben, so wäre die 
Gleichung seiner Polare ahxy — 3«i% -j- ^3 = 0- 

Liegt der Pol in der Polare, so genügen die x^ der 
Gleichung derselben, und man erhält als Bedingung der Lage 
in der Curve die Gleichung x^'x^' = x^'^ wieder. 

B. 1) Wenn man den vorher impKcite gedachten Coeffi- 
cienten in die betrachtete Kegels chnittsgleichung esplicite einführt, 
so ist sie x^x^^h^x^. Die Schnittpunkte der Geraden x^'^^X^x^ 
mit dem Kegelschnitt sind le^x^^X^x^^, oder fta^ = + Afl;j; man 
erkennt darin die harmonische Teilunj^ der durch den Pol geheni3en 
Sehne in der Polare wieder. Dem Punkt« i entspricht jetzt die 
Gnippe von Formeln 

Ix^ = /ca^a, x.^ = AAaij, oder x^: x^: x^ = 'k: k : A^fc. 
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Die Gleiehimg der Seime zwischen dea Punkten i, k' wird 

Wx^ — (i + i') ftaä + «5 = , 

daher die der Tangente in i ehenso i^«j — ^Ikx^ -\- x^ = Q. 

Die Coordinaten des Pols der Sehne J, A' sind bestimmt durch 

< _ <!■■%' _ _< 

2 ~ Jl + i' ~ 2ir' 

Läfst man jene Sehne mit dei unendlich fernen Geraden 
Kusammenfalien, so erhält man fut die tnmetrischen Coordinaten 
des Centrunis a:/ : %' : %' == 3A.^!g — ^^ . 2Ä^ii. 

2) Wenn drei Kegelschnitte von den bez Seiteapaaren eines 
Dreiecks in den Endpunkten dei jedesmahgen dritten Seite be- 
i-ührt werden und durch einen Punkt gehen, so schneiden die 
Tangenten derselben in diesem Punkte die Dreieeksseiten, die 
ihnen bez. als Berührungssehaen entsprechen, in drei Punkten 
einer Geraden. 

306, Die Sehne, welche zwei Punkte (x tan (p und jt : tan qo 
verbindet, wo <p einen beliebigen conetanten Winkel bezeich- 
net, berührt stets einen Kegelschnitt, der mit dem Kegel- 
schnitt x^x^ ^ x^ eine doppelte Berührung hat. 

Denn die Gleichung der Sehne ist (§ 305) 

f*^*i — f'^a (*'^^^ 'P "l~ *'o'j 9^) + ^s ^ ö, 
und diese ist wegen tan tp -\- cot 55 = 2 : sin 2 g) die Gleichung 
einer Tangente des Eegelschnittes x^x^ sin^ ^<fi = x^^ im 
Punkte /t desselben. 

Man erkennt in der nämlichen Art, daTs der Ort des 
Schnittpunlftes der Tangenten in den Punkten ft tan ip, (t : tan qs 
der Kegelschnitt it^a^g = a;^* sin* 2y ist. 

B. 1) Die Basis eines Dreiecks berührt einen gegebenen 
Kegelsohnitt, während ihre Endpunkte sich in zwei festen Tan- 
genten desselben bewegen und die beiden anderen Seiten durch 
feste Punkte P', P" gehen: der Ort der Spitze ist ein Kegel- 
schnitt durch P", P" (§ 298, 4). 

Sind fl^ = 0, Xg = die festen Tangenten und ist x^x^ = x^^ 
der Kegelschnitt, so sind die Coordinaten des Schnittpunktes 
von ct:^==0 mit der Tangente i^^x^ — 2 fix^ -\- x^ ■■= 0|l|2ft 
und die Gleichung der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem 
festen Punkte x^ ist x^Xg — x^'x^ = 2f* (%a^' — fl^'a^)- Ebenso 
ist die Gleichung der Verbindungslinie des festen Punktes x^" 
mit dem Punkte 2 j fi | 0, in welchem 3^ = die Tangente in jt 
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schHeJdet, 2 (atgS;/ — sCg'X) = fi (^i%" — V'»!«)- ^^^ Elimi- 
nation von fi. zwischen beiden Gleicliuiigen gibt als den Ausdruck 
fiir den Ort des Scheitels 

2) Wenn in l) die Basisecken in irgend einem Kegelschnitt 
liegen, der mit dem gegebenen eine doppelte Berührung hat und 
die gegebeneu Punkte enthält, so ist immer noch der Ort der 
dei Spitze em Kegelschnitt. 

Smd tjJ's ■ — !>^^ = 0, XiXg svn^ 2 (p — cc^^ = die Glei- 
chungen der Kegelschnitte, so schneidet eine Tangente in ft des 
zweiten den ersten in Punkten ft tan ip und fi cot <p ; wenn die 
festen Punkte fi', n" sind, so sind die Gleichungen der Seiten 

(iji.'x^ tan (p ^ {(/.' -\- fi tan ^) x^ + 3^3 = 0, 

(*fi'% cot ff — (fi" -|- fi cot qj) ajg -|- aTjj ^ , 

und die Elimination voa fi liefert die Gleichung des Ortes 

(% — f*'^) (f*"^i ~ ^2) = tan^ fk-H — f'"^) ((*'^i — K) ■ 

307. Für die Auwendungeu ist es nützlich, zu. bemerken, 
dafs die Elimination von x^ zwischen den Gleichungen von 
zwei Tangenten \i, n' für die Gleichung der Verbindungslinie 
des Schnittpunktes dieser Tangenten mit dem Eckpunkt A^ 
des Fundamentaldreiecka ^(t'% ^= x^ liefert. Wenn also das 
Prodnct a zweier Werte von ft gegeben ist, so liegt der 
Schnittpunkt der zugehörigen Tangenten in der festen Geraden 
ax^^ = x^. Substituirt man in demselben Falle a für ^^' in 
die Gleichung der Sehne zwischen zwei Punkten, so erkennt 
man, dafs diese Sehne durch den festen Punkt ax^ + aij = 0, 
a;^ = hindurchgeht. Femer liegen die Ftmkte -f- [i und — ji 
in einer durch A^ gehendmt Geraden, da die Gleichung der 
Geraden, welche den Punkt ^ mit A^ verbindet, [i?x^ == x^ ist. 

B. 1) Ein Dreieck bleibt einem festen Kegelschnitt umge- 
schrieben, und Kwei seiner Ecken bewegen sich in festen Geraden; 
der Ort der dritten Ecke ist ein Kegelschnitt, der jenen in der 
Polare des Schnittpunktes der festen Geraden doppelt beröhrt. 

Wir denken die beiden Tangenten des Kegelschnittes aus 
dem Schnittpunkt der festen Geraden und ihre Berührungssehne 
als EundamentaUinien, und setzen die Gleichungen der festen Ge- 
raden in der Form ax^ — x^ = (i, hx^ — x<^ ^ voraus, die 
Gleichung des Kegelschnittes aber als Xj^x^ = x^^- Für zwei sich 
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in ax^ — Xg — SLhnenletide Tinj,eiiteii des Iptzteren ist das 
Product der fi gleich a, wenn also die eine dei Di eieik^ selten 
im Puntte j* berührt, so heiühren die beiden andeien m ien 
Punkten a : j«. und b fi, und es sind fl*jj— 2«/<tj4* ji^Xg -= i>, 
(**cKj — 2&(*«j + fi?is ^ ihie Gleichungen Die Ehmiuitirin 
von ^ zwischen diesen Gleichungen gibt für den Ort des beheitels 
die Gleichung 

(ffl -f 6)\»3= iabx^^. 

Das Eesiilta,t bleibt auch noch giltig, wenn der Schnittpunkt 
innerhalb des Kegelschnittes liegt (vgl, § 312), 



2) Die Enveloppe der Grundlinie eines Dreiecks, 
einem festen Kegelschnitt eingeschrieben ist, und dessen beide 
Scheitelseiten durch zwei feste Punkte gehen, ist ein Kegel- 
schnitt , der jenen in der Verbindungslinie der festen Punkte 
doppelt berührt. 

"Wir setaen die Verbindungslinie der festen Punkte als Xg^O, 
die Gleichung des festen Kegelschnittes als Xj^x^ = x^^, die Glei- 
chungen der Geraden, welche die festen Punkte mit dem Punkt 
x^^ Xg^ verbinden, als ax-, -\- Xs==^ 0,bx^-\- Xg-= voraus. 
Nun entsprechen den Endpunkten einer durch «aij -{- Xg ^ 0, 
a^ = gehenden Sehne Werte von (i, deren Product gleich a 
ist; wenn also ft dem Scheitel entspricht, so müssen die Basis- 
ecken durch a •■ tt und 6 ; ji, dargestellt sein, und die Gleichung 
der Basis ist «ö% — (ß + ö) (t*g -|- fi^% <= Dieselbe berührt 
daher (§ 304) stets den Kegelschnitt iabx^x^ .= («-[- b^x^^. 

308. Das DoppelverhcUtnis von vier Ta/ngenten eines 
Kegelschnittes ist dem DoppelverhÖHmis ihrer BerühningspunMe 
gleich) nämlicli 

Zunächst ist dies der Ausdruck des Doppelverhältnisses 
der vier Strahlen, welche die gegebenen Punkte (i^, /%, Hg, fi^ 
mit einem beliebigen fünften jt verbinden. Denn die Glei- 
chungen derselben (§ 303) können geschrieben werden 
(ij {fitCj^ — x^) -(- (% — ■ (ix^) = etc., wo die fi( den Teilver- 
hältiiissen proportional sind (§ 82). 

Femer stimmt das Doppel Verhältnis der Punktreihe, 
welche in der Tangente ji von den Tangenten ft^, ft.^, fi^, ft^ 
ausgeschnitten sind, überein mit dem Doppelverhältnis des 
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Projcctivitüt und Involution am. Kegelschnitt, 

ZU ihr perspeDtiTisehen Strahlenbiiscliels aus Jj. 
1 dieser Strahlen sind aber (§ 307) 



also ist das Büschel zu dßm über den Berührungspunkten 
aus dem Puakte ft beschriebenen Büsche! projectiviseh oder 
doppelverhältnisgleich (§ 83). 

Der obige Parameter aus draeb des Doppel Verhältnisses 
hat nun nach § 92 die Eigenschaft, dann und nur dann un- 
veränderten Wert zu behalten, wenn man jeden Parameter ji 
durch eine lineare gebrochene Function je eines neuen Para- 
meters ft' ersetzt. Demnach gehören die Pai'amefcerwerte 

ft' und ,«. = — l^^'h (jt' = — ^ h ^) 

zu homologen Elementen in projectiviscben Punkt- oder Tan- 
gentensystemen au dem gegebenen Kegelschnitt (§ 299). In 
dieser ParameterdarsieUung definirt also die allgemeine büineare 
Gleichung a^^' -\- b^ -\- cfi,' -\- d ^ die ProjecHvität, die 
S3/»mie*mcÄ€ Gleichung a[in' -\- 1) (ß -\- n') -\- d = die Invo- 
hition aiich in PunMreihen gweiter Ordmmg und Slrahlen- 
hüschelm zweiter Glosse. Offenbar gilt das erste selbst dann, 
■wenn die homologen Parameter in verschiedenen Kegelschnitten 
interpretirt werden. 

B. 1) Wenn vier Strahlen durch einen Pimkt A^ gezogen 
werden, so ist das DoppelverhSltnis von vieren ihrer Schnitt- 
punkte ftj, fig, (^3, M4 mit dem Kegelschnitt dem Doppel verhalte is 
der übrigen gleich. 

Denn deren Parameter sind dann — (*j , — (*g , — - (*3 ) — ■ ^4 • 

2) Die Seiten eines Dreiecks drehen sich um feste Puntte 
Ä, B, C, und die Endpunkte a, h der um C sich drehenden Seite 
rucken auf einem die Punkte A und B enthaltenden Kegelschnitt; 
der Ort der freien Ecke V ist ein Kegelschnitt durch A und B. 

Denn für vier Lagen des beweglichen Dreiecks ist nach l) 
{ada"a"') = ihVh"h"'), oder {A ■ aa' a" a")^{B ■ bh'b"b'"), 
daher auch 

{A vv r Y ) = \,B v^ r ^ "). 

S) Wenn i:wei Kegelsdmitie eine d<^elte Berülirung mit ein- 
ander haben so ist das BoppehetMltKii tmi iner Rmkien, in 
u-elclim lui Tanijtvli'i de^ tuieti den anä iii schneiden, dem, 
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Doppelverhältms ihrer i-iet- andern SckniUpU'nMe und dem der vier 
BeriOirungspmMe gleich.^'') 

Denn der Ausdruck für das Doppelverhältnis bleibt unge- 
ändert, wenn man jedes ft entweder mit tan tp oder mit cot ip 
multiplicirt (§ 306). 

309. Bas ErseiMßiis prcoectivischer Funlit- odet- Tangenten- 
Systeme eines KegelschniUes ist ein doppelt herührender Kegel- 
sefmitt. Man kann den Sata auch so aussprechen: Wenn drei 
Pimktepaare (Tangeateiipaai-e) A, A'; B, B'; 0, C eines 
Kegelschnittes gegeben sind, so umhüllt die Yerhindunga- 
gerade (durchläuft der Schnittpunkt) DJ)', wenn gemacht 
wird [ÄBCB] = {Ä'B'C'J)'], einen Kegelschnitt, der den 
gegebenen in den Doppelelementen berührt*). 

Aus der bilinearen Relation tsftf*' + &fi -|- Cfi' -J- d^ 0, 
deren Coefflcienten yon den Parametern der gegebenen Ele- 
mente abhängenj und der G-leichung aji'x^ — (*' + f^')^s + ^8=0 
der Sehne, eliminirt man ji' und erhält, geordnet, 
li^(bXi^ + a^) -j- fi ( dx^ -\-(c — h)x^ — ax^ j — (dx^ + cx^) = . 
Diese Gerade beriÜirt aber (§ 303) immer den Kegelschnitt 
■*(^*i + '^i^a) (^^ ~\~ ^^^s) + 1*^*1 + ("^ — ^)^s ~ «3:3)^= 
oder in leichter Umformung 
4{hc~ ad)(x^X!, — x^^) + {dx,-\- (b -\- c)Xi+ ax^\'' = 0. 

Derselbe hat seiner Gleichungsform zufolge (§ 275) mit 
x^Xg — x^'' ^0 eine doppelte Berührung in der Sehne 
dx, + (t + <')^2 + **% = ^! welche in der That die durch 
aii^ -\- (h -\- e) (i -{■ d ^ {% 95) definirten Doppelpunkte der 
projecti vischen Reihen ausachneidet. 

Diese Gerade liefert aber auch das Mittel zur Oonstinction 
homologer Punkte der projectiYisehen Reihen, nach dem Satze: 
Die Schnit^miläe der li/rmzweisen Verbindungsgeraden AB', 
AB zweier Bam'e homologer Funkte liegen in der Verbimdwttgs- 



*) Umgekehrt bilden die beiden Tangenten, die von Punkten e 
ersten Kegelschnittes an einen zweiten gelegt werden, an diesem ; 
jectivisohe Büschel »weiter Ordnung nur dann, wenn die Kegeischi 
sieh doppelt berähren. 
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fferadm p der DoppelpunJcte Dj^,D^; und ebenso: Die VerHnd/angs- 
geradm, der SchnWpurMe ah', ab mveier Paare limnologer 
Tamgertten gehen durch den Sdmit^mnkt P der Doppelsiraklen 
d^, d^. Denn die Grleichimgen der Sehnen /i^, fi^' und (i^, (i^ 
ergeben nach Einsetzen der Werte von fi^', (i^ aus der Pro- 
iecüvitätsgieidinng als eine von ftj und ^g unabhängige Differenz 
die Gleichung der Berührungsselme p (nach Streichung des 
Factors ji^ ■ — ^j). Daher ist p einfach die Pascal'sche Linie 
bez. P der Brianchon'sche Punkt des aus irgend drei homo- 
logen Elementenpaaren in der Ueihenfolge ÄB'CA'BC ge- 
bildeten Sechsecks bez. Sechsseits. In der Figur des § 293 
links können als homologe Tripel genommen werden A CE und 
BFB und K ist ein Doppelpunkt, A.'h.{KACE\'^{ KBFß ] , 
■weil auch ist 

(KPNL) = {B-'KAGJE) = (A- KBFB) . 

Im Falle der Involution dagegen bilden die Verbindungs- 
geraden homologer Punkte ein StraMbUschel, die Schnittpunkte 
homologer Tangenten eine PunJctreihe (§ 299), Denn bei 6 ^ c 
wird die bilineare Gleichung zu einer linearen Relation zwischen 
Hit und (t -|- fi, den Coefficieuten der Gleichung dei' Sehne 
li/i (§ 49). Man erkennt den Punkt j ) 1 als den Scheitel 
des Büschels, dessen Strahlen nun die Involution ^ -f- jj,' ^ 
auBSchueiden (a = c! = 0). Also gibt es auf dem Kegelsehmü 
Iceine anderen Involutionen, als centrisclie Collineaüonen des 
Kegelschnittes mit sich selbst. Alsdann ist evident, dafs die 
Sehnen ^j, ^ und — p^, — ji^ sich auf der Berührungs- 
sehne x^ = als Collineationsaxe schneiden. 

B. l) In § 308, 2 kann die Basis des Dreiecks, statt durch 
einen festen Punkt C au gehen, als Tangente eines Kegelschnittes 
vorausgesetzt werden, der mit dem gegebenen Kegelschnitt eine 
doppelte Berührung hat. 

2) Wenn ein Winkel von constanter Gröfse sich um seinen 
Seheitel dreht {§ 99), so bestimmt ei- in einem durch den letzteren 
gehenden Kegelschnitt eine Sehne, deren Enveloppe ein ihn doppelt 
berührender Kegelschnitt ist; die imaginären Berührungspunkte 
sind von der Gröfse des Winkels unabhängig. 

3) Sind zwei Kegelschnitte S, S' ähnlich, concentrisch und 
ähnlich gelegen, so haben die Tangentenpaare ans den Punkten 
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des einen S an den andern die Richtungen der- Strahlen von 
zwei concentrisclien projectivischen Büscheln, deren Doppelstrahlen 
den Asymptoten heider Kegelschnitte parallel sind (§ 276). 

4) Wenn ein Polygon, dessen Seiten alle his auf eine durch 
feste Punkte gehen, einem Kegelschnitt eingeschriehen ist, so ist 
die Enveloppe jener Seite ein Kegelschnitt, der mit dem gesehenen 
eine doppelte Berührung hat. 

Denn denken wir vier heliehige Lagen des Polygons, dessen 
Ecken der Eeihe nach A, B, 0, etc. seien, so ist 

\AÄÄ'Ä-']=[BB'B"B"'\^{CC'C"C"']^6tii. 
und das Prohleni ist damit auf das Problem des Testes zurück- 
geführt, gibt also auch dasselbe Resultat. 

5) Wenn man die entsprechenden Punkte von zwei projecti- 
vischen Systemen auf demselben Kegelschnitt mit zwei beliebigen 
festen Punkten P, P" des nämlichen KegelschnifFtes verbindet, so 
ist der Ort der Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen ein 
durch P, P' gehender Kegelschnitt. 

6) Man construire homologe Elemente und die Doppel strahlen 
concentriseher Büschel mittelst eines durch den Scheitel gehenden 
Hilfskreises; ebenso die dualistische Aufgabe. 

7) Man bestimme die Schnittpunkte einer Geraden mit dem 
durch fünf Punkte A, B, G, D, E gegebenen Kegelschnitt. 

Wenn man die Punkte A, B mit den da-ei Punkten C, B, E 
verbindet, so erhält man drei Paare entsprechender Strahlen von 
zwei projectivischen Büscheln. Dieselben bestimmen ia der Geraden 
zwei projectivische Reihen, deren Doppelptmkte die gesuchten 
Punkte sind. Man construirt sie nach der vorigen Aufgabe. 

8) Man construire die von einem gegebenen Punkte ausgehenden 
Tangenten eines durch fünf Tangenten bestimmten Kegelschnittes. 

9) Man bestimme die AsjTnptotenrichtungen für einen durch 
fünf Punkte gehenden Kegelschnitt. 

310. Colliaeare Kegelschnitte sind mittelst der Para- 
meterdaistellung in voller Allgemeinheit zu behandeln (§ 308). 
Denn irgend zwei Kegelschnitte K, K' haben gemeinsame 
. Tangenten, deren zwei wir als Fuudamentallinieii a:^ = 0, x^ = 
nehmen können, sobald sie reell sind. Die Gleichungsformen 
sind dann, wenn y^ eine lineare homogene Function der x^ ist, 

Die aus ihnen fliefsenden Ergebnisse werden sich in § 312 
auch für den Fall als gültig erweisen, wo x^x^ = (i ein 
imaginäres Tangentenpaar darstellt. 
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Kun ist eine einfachste Oollmeation zweier Kegelschnitte 
K, K,' augenscheinlich durch den Umstand gegeben, dafa die 
Relation fi^x^ == x^ von der Berühr nngssehne nicht ahlüingt. 
Dies sagt aus, dafs die Verbindimgsgerade der Punkte + fi 
des einen Kegelschnittes mit den Punkten + jx des andern 
durch den Schnittpunkt A^ der gemeinsamen Tangenten geht. 
Wir wollen sagen, in Analogie zu den Sätzen über die 
ähnliche Lage von Kreisen (§ 135), dafs der Punkt -(- (i des 
einen Kegelschnittes dem Punkte -|- jt des andera äi/recf 
imd dem Punkte — ft desselben mvers (indirect) entspreche. 
Die Kegelschnitte sind durch die Farameteriäeniität direci cm- 
trisch-coUinear auf einander besogett (durch (t' = — f* invers) 
(§ 99). 

In der That ist die CoUineationsaxe eine der Sehiiitt- 
sehnen ic* — j/^^0. Denn die direct entsprechenden Sehnen 
(ifiXi— (ft 4- /*') ^3 + ^3 = ö, ftfi'xj^— (fi+ ii)ys-\- ^3 = ^ 
schneiden sich in der Geraden x^ — ?/s = 0? die inyersen in 
^a "H S's = "^^ umgekehrt folgt hieraus auch die Doppelter- 
hältnisgleichheit homologer Elemente | J._B CZ» ) = ( A'B' CD'], 
denn, sind auch 0, 0' homolog, so ist {0- A'ßCD) = (ahcd) 
= {0' A'B'C'D'). 

Durch die centrische Collineation ji = fi können wir 
also zwei beliebige Kegelschnitte K, K' in einander über- 
führen, somit insbesondere jeden ällffemetncn KegdscfmiU in 
einen Kreis verwandeln; um aber die allgemeinste Projectivität 
der Punkt- oder Tangentensysteme derselben zu erhalten, 
haben wir nur noch den einen Kegelschnitt K' coUinear auf 
sich selbst zu beziehen, gemäfs § 309. Zu bemerken ist, 
dafs in dieser allgemeinen Piojectiyitat die Verbindunga- 
geraden eutspiechendei Punkte nicht notwendig wiederam 
einen Kegelschmtt mnhüUen 

B. l) Die Basis eines Dreiecks gett duioh den Schnitt- 
punkt C von zwei gemein schattliuhen Tangenten zweier Kegel- 
schnitte K, K\ Yiya. ihien Endpunkten A, A hegt der eine in K, 
der andere in K , wakrend 'ieme Seiten duich feste Punkte J?, B' 
gehen, von denen emei A", der andere K angcliuit Der Ort 
des Scheitels ist em durch die Punkte B B gehender Kegel- 
schnitt. 
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2) In zwei KegelachnitteiL werden durch, die Tangenten 
eines dritten, der mit beiden in doppelter Bertihning ist, pro- 
jectivische Punttreihen bestimmt. 

311. Sohliefsungsprobleme. Unter den Anwendungßn 
der vorhergehenden Projeetivitiitsbetraclitungeii haben die 
sog. Sohliefsungsprobleme Interesse, welche verlangen^ einem 
Kegelsclmitt gesclilosseiie Polygone ein- oder umzuschreiben, 
deren Seiten oder Ecken noch weiteren Bedingui^eu genügen. 

Man soll einem KegdscImiU ein Polygon einschreibe 
äessm Seiten in iestimmter Reihenfolge ditrch feste Punkte 
der Ebene gehen^). Denken wir einen Punkt A des Kegel- 
schnittes als Ecke des Polygons willkürlicli gewählt und 
bilden einen polygonalen Zug AA^A^.-.f^o, dafs AA^ durch 
P^, A^A^ durch Pg etc. gehen, so fällt im allgemeinen der aweite 
Schnittpunkt A von P^A^_-y nicht mit A zusammen. Führen 
ivir aber diese Constraction viermal aus, so ist nach § 308 
{ABCD] = {A^B^G^D,]^..{A:B'C'I>'] und das Polygon 
ist geschlossen, sobald I>' auf D fällt. Man erMlt also D 
als einen der Doppelpunkte projectivischer Reihen, die durch 
homologe Tripel A, S, C; A', B', 0' bestimmt sind. Das 
Problem hat daker im allgemeinen swei Uisungen. 

Eine analytische Lösung für den Fall des eingeschriebenen 
Dreiecks mit den DreJi- 
nA,B,G liefert 

ide Betrachtung. 
Seien 123 und 45 6 
die beiden Lösungen, 
also.B6'diePasear8che 
Linie von 12 3 4 5 6. 
Dann ist im Viereck 
1346 die Diagonale 
AL die Polare des 
auf B G gelegenen 
Punktes 3 4, 61, also 
sind A imd L conju- 
girte Pole, auch geht Ah durch den Pol D von DC. Daher 
sind 14, 25, 3 6 die Kegelschnittpunkte der Seiten eines 
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Dreiecks LMN, desaen Ecken ea-halten werden, indem man 
zu ABC das polare Dreieck DBF bildet und die Verbindunge- 
geraden der entsprechenden Ecken AB, JiE,CF (%%llS.320,i) 
mit den Gfegenseiten des Dreiecks DEF schneidet. Die Glei- 
chung von MN ergibt sich daher folgend ermafsen: Sei BC 
als 3^^= gewählt und A, B, G durch 

gegeben, so sind ihre Polaren FF, FD, DE {% 305) 

cdx^ — 2cx^ -\- Xg^O, ax^ —«3 = 0, bx^ — a^j = 
nnd die Geraden AD, BE, CF cdx^ ■ — «^ = 0, 
2cia -\-h)x^ = {p -Y cd) (ß9!j + x^, 
2c(a -\- h) X, == (a -i- cd)(bx, + x^), 
also die Verbindungsgerade von BE, FD und CF, ED 
c(a -j- y)x^ = abx^ -j- cdxg. 
Diese Gleichung wird identisch Null, die Construction 
verebt, wenn ABO mit DEF zusammenfällt. Es gibt also 
unmdlick viele dem Kegelschnitt eingeschriebene Dreiecke, deren 
Seiten durch die Eeken eines Polardreiecks gäien. (Vgl. § 300 
§ 334,6). 

B. 1) Man leite die Dreiecke des Testes nach § 307, 2) ab. 

2) Liegen die Drehpunkte eines Polygons von ungerader 
Seitenzahl z. B. eines Dreiecks auf einer Geraden p, so ist die 
projectivische Zuordnung auf dem Kegelschnitt involutoriseh. 

Denn die Schnittpunkte G, 6-' von g sind vertausehbai' als 
Endpunkte des ganz in g enthaltenen Polygonzuges. 

3) Liegen die Drehpunkte eines Polygons von gerader Seiten- 
zahl in einer Geraden g, so esistiren im allgemeinen keine eigent- 
lichen Polygone; wenn aber eines existirt, kann jeäer Punkt des 
Kegelschnittes als eine Ecke gewählt werden. 

Denn G und G' sind dann die Doppelpunkte, da sie als 
Ecken den in g enthaltenen Polygonzuges anzusehen sind. 

4) MoM soll einem Kegelschnitt ein Polygon dttschreibm, von 
dessen Seiten jede einen EegdsdmiU hetOhri, der mit dmn gegebenen 
doppelte Berührung hat. Der Beweis des Text^ gut auch fft*- 
das allgemeinere Problem. 

5) Man construure einen Kegelschnitt zu drei gegebenen 
Tangenten, welcher einen gegebenen Kegelschnitt doppelt be- 
rührt (§ 309). 
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312. Die Normalf&rm der homogenen Gleichung eines Kegel- 
schmües, bezogen auf ein Polaräreieck als Fhmdamenialdr^ecl!, 

''u'^'i^ + «sa^a^ + «äs^s* = ^ "der -S«^«/ = 
gewährt wiederum den Vorzug, einen Punkt der Curve von 
eiitem einzigen Parameter abhängig zu machen. Denn, unter 
der Annahme, dafa a^^ = a^^, «g^ = a^^ a^^ = — a/, können 
wir wie in § 173 setzen 

a^Xt : a^X^ : «■,% = cos 9) : sin g^ r 1 . 

Dann lautet die Gleichung der Sehne darek die Punkte <p, <p' 

a-^Xi(iOs^{(p + ip) + "3^1 sin^(9! + qD') ^^a^x^cos^iip- — 90'), 

und die der Tangente vom Berührungspunkte 9) 

a-iX^aoatp -j- a^x^sivatp = a-^x^. 

Daher ist die Gleichung der Tangente in x^ allgemein 
%i^i'% "i~ <h^^a'^3 4* '^as-'s ^i ^ t) oder Uaj^XiX^ = 0, 
und ebenso lautet die Gleichung de» Polare eines beliebigen 
Punktes Xf (§ 155). Umgekehi-t lehit der Vergleicli derselben 
mit der allgemeinen Gleiuhung der Ueraden |^., dafs der Pol 
dieser Geraden die Cooidinaten l^ «1^ | Ig ^ "3^ | §s ■ "^aa ^^*' 

Da der Pol einer Tangente ihi Berührungspunkt ist, so 
ist die TangenÜalgleicInwg dt-- KegelschniUes , wiederum in 
Normalform 

aäafl2ä^i' + %«iJa' + «nfflaais' = «der 2;^|^ = 0. 
Sobald also li | Sa I ^s '^^^ Curve berührt, so sind auch die vier 
Geraden li | + ^a I i ^b Tangenten derselben; geradeso wie 
stets gleichzeit^ vier Punkte *i' | + ^' 1 i ^a' ^^^ Berührungs- 
punkte sind. Daher 'bilden die Diagonalen eines Tangenten- 
vierseits die Seiten eines Folm-dreiechs, dessen Ecken die Diago- 
nalpunkte des Vierers der Serührungspunkte sind und umgekehrt 
(vgl. §63, §278,S). 

Dieselbe Gleichung der Enveloppe erhalten wir nach 
der Methode des § 306, indem wir statt <p einen algebraiBchen 
Parameter ft eittführen. Setzen wir 



im^<p = fi, coatp = ^^'^,, 



ein m = ,-~i s 



1 + ^ 
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oder aj^Xj^:a^a:^:agXg ^ (1 — ji^) : 2fi:(l -|- jt^), 

so können wir die Gleichung der Tangente echreiben 

ft^C^B^a ■ Cil^l) + 2(10^X2 + (»8*3 H" %^i) = 0, 

deren Discriminante clie Form hat 

(a^x^ — a^Xi) (a^Xg + a^x,) = a/x^K 

Zugleich erkennt man den Zusammenhang der Normal- 
Gfleichungsform ai,'^ -f- x^'^ = x^'" mit der früheren x^x^ = 3^^ 
vermittelst der Substitutiona:,:a'g:3:g=(3;/--|-*X3'):3;2':(a:j' — ix^'). 
Sind also a;, = 0, % ^ conjugirt imagiiw.re Tangenten, so 
definiren x^' = 0, x^' = conjugirt harmonische Polaren, die 
mit «ä = «2' ^ ein reelles Polardreieck bilden. Reelle 
Coordinatenverhältniflse x^ix^, Xi^ix^ liefern also conjugirt 
imaginäre x^' : x^, x^ : x^ für einen reellen Punkt und um- 
gekehrt. Aber immer kann x-^x^-= x^ -\- xp gesetzt werden, 
so dafs alle Kegelschnittsgleichungen der Form des § 303 
gleichzeitig durch die normalen reell vertreten werden, 

B. 1) Soll die Normaigleichung einen Kreis darstellen, so 
mufs die Gerade, welche sein Centrum mit einem Eckpunkt des 
FundamentaJdreieclis verbindet, auf der Gegenseite des Polar- 
dreiecks rechtwinklig sein, d. h. sein Centrum ist der Höten- 
schnittpunkt dieses Dreiecks (§ 118). Dater ist also z. B. 
''sa \ x% — »53 \^'z ^ recitwittklig auf jb^^ ^ , so dafs 
"11 • "t'i'- "■%% = h '^'^^ -^1 '■ h '^oä -^a ■ '3 ""^ -^3 ^^^° mufs. Die 
Gleichung des Kreises in Bezug auf ein Polardreieck ist also 

UXf^lfCOsAf^^O oder ^jc/sin 2.4; = 0; 
derselbe ist somit nur für ein stumpfwinkliges Dreieck reell. 

2) Die Ecken von zwei Polardreiecken ABC, abo des näm- 
lichen Kegelschnittes liegen auf einem Eegelscbnitt. 

Sind d, e die Schnitte 

^ ^ ;? voa^Cmit aö und j1&, 

-~^l~i^'^~'-'-~,^ ebenso (J',e' die von 50 

-"-""-.:::--,__ mit jIc und ac, und 0, G 

ri::;=ia-? die Schnittpunkte der 

Geraden BC mit dem 

Kegelschnitt, so sind 

ä, B, e bez. die Pole von 

Äc, AO, Ae\ d. h. 00' ist durch dd', BO und ee tarmoniscli 

oder in Punktepaaren einer Involution geteilt. In Folge dessen 

gilt die Kette von Relationen 
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Kwejten Orades. SU. 



somit liegen t 



{BdCe) = (Cd'Be) = (BeOd') = {Ä-Bb Oe), 
A, B, ö, C, c auf dem nämlichen Kegelschnitt. 

einander polar conjugirte 
Kegelschnitt «m- 



d ABC 

1 ist das Sechseck AhCaBc 



Sind B■^, B^ die Schnittpunkte ' 
so sind B,, B die Pole von Bl, B-.B. 




4) Die Enveloppi 
ihrer senkrechten Ähstände von 
hat die 



.' + c' 



mit AC, Bb bez., 
also ist BB^B^ ein 
Polardreieck; ebenso OC^C^, wenn 
C^, Ca die Schnittpunkte von ab mit 
^i;,Ccbea. bezeichnen. Daher liegen 
BB^BsCC^G^ auf demselben Kegel- 
schnitt nach dem Satze von 2); dana 
aber gehören nach dem Satz von Pas- 
cal die Schnittpunkte von BCj^y 
CBi; BB^, CC^;B^B^,C^Oz einer 
Gferaden an, and es gehen daher 
Aa, Bb, Cc durch einen Punkt, 
oder AbCaBc ist ein Brianohon- 
Bches Sechsseit. 
Geraden, für welche 



Product 
i festen Punkten constant ist, 



= 1. 



Wenn die Verbindungslinie der festen Punkte und die 
normale der Strecke als Coordinatenaxen gewählt werden, 
die Coordinaten der festen Punkte + c | sind, 
y — mx — w = als Gleichung dei- beweglichen 
Ausdruck des Problems die Eolatiou 



Mittel- 
gilt für 



(n-\-mc:){n- 
also wegen 






mo)^b^(l-^m^) oder «^ = ö^ + &%^ 

™^ = 2/^ — ^inxy -\- m^x^ 
' — b'^ — <?) — ■imxy -\- f — b'^ = 



mit dei ttleichung der Envelippe 

^^V" = if — h^ — c^) (P^ — ö^)- 
5] Die Enveloppe einer Geraden, für welche die Summe 
der Quadrate dei normilen Abstände von zwei festen Punkten 
constant ist hit die Rlei hung 
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6) Die Enveloppe, aus der Differenz der Quadrate dieser 
normalen Abstände bestimmt, ist eine Parabel, 

7) Um einen festen Punkt dreht sich eine Gerade OP 
und schneidet eine feste Gerade ia P; man soll die Enveloppe 
der Geraden l'Q finden, welche mit der drehenden Geraden den 
constauten Winkel OPQ hUdet. 

Wir nehmen an, OP bilde den Winkel 9 mit der auf die 
feste Gerade gefällten Normalen, und ihre Länge sei also gleich 
p See &; die von auf PQ gefällte Hormale bilde mit OP den. 
festen Winkel ß und habe daher die Länge p See & cos ß. Da 
diese mit der Normalen der festen Geraden den Winkel & -\- ß 
bildet, so ist fUr letztere als Ase die Gleichung von PQ 

xcos(# -{- ß) -\- «/sin(S' -|- (5) = jisecö-cos/S, odei- 

xco^(2»-\- ß)-i-yftm(2&-\- ß)^2poc,6 ß - x^osß - z/^mß 

eine Gleichung von der Form x^ cos <p -\- x^ sin ip ^ Xg . 
Die Enveloppe derselben ist daher 

=«' + »' — {"«"ß + S«m/J ~ SpcoB«' 
d. h. eine Parabel, die den Punkt zu ihrem Brennpunkt hat. 

313. Die Normal-Gleichungsforin vrird mit Vorteil bei 
der Utdefsuchung der Eigenschaften der Brennpunkte ver- 
wendet (§ 210). Denn, wenn x^=(i, x^ = (i die Normal- 
gleichungen von zwei an einander rechtwinkligen Geraden 
durch den Brennpunkt, x^ = Qi die der zugehörigen Directrix 
darstellen, so bilden die drei Geraden ein Polardreieck der 
Curve (§ 149), in Beaug auf welches ihre Gleichung lautet 

3^1^ 4- %^ = eW bez. e^ (l^^ + %^^) = l^. 

Der Parameter qo drückt dann, da x^ = ex^ cos <p, 
x^ = ex^saiqi, also x^ = x^ tan y ist, den Winkel des von 
I I 1 ausgehenden Vectors gegen die Fundamentallinie 
3^5 = aus. 

Die Gestalt der Gleichung zeigt deutlich einerseits die 
Definition des Kegelschnittes aua Brennpunkt und Directrix 
(§ 197), anderseits die Definition des Brennpunktes als Sehnittr 
punkt zweier Tangenten absoluter Richtung, oder als Scheitel 
einer rechtwinkligen Involution harmonischer Polaren (§ 195). 
Diese projectivische Anschauung*^) liefert neue Beweise für eine 
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Reihe der FocaleigenBchaften des X. Kapitels, So bilden die 
Tangentenpaare aus einem beliebigen Punkte an confoeale 
Kegelsclmitte eine Involution, zu der auch die Strahlen nach 
den in der Schaar enthaltenen Punktepaaren d. h. die Strahlen 
nach den Brennpunkten und die Strahlen absoluter Richtung 
als Paare gehören (g 194, 301). Dieselbe ist daher eine sym- 
metrische Involution (§ 202) und die rechtwinkligen Doppel- 
strahlen sind die Tangenten und Normalen der diirch den 
Punkt gehenden confocalen K^elschnitte (§ 247). 

B. l) Die Brennpunkte des durch die aligemeine Gleickimg 
gegebenen KegelseJinitks (§210,2). 

In der Bedingung, unter der die Geraden a:— 3/+ fa — /)i-|-0 
die Curve berühren, setzen wir den reellen und den niebt-reellen 
Teil getrennt gleich Null; dann zeigen sich die Brennpunkte als 
die Seluiittp unkte der beiden örter 

As(^' — 3/') + ^A^^y^-2A^^x + A^, —^, = 0, 

d, i. von zwei gleichseitigeii , mit dem gegebenen Kegelschnitt 
■ eoncentrisohen Hyperbeln. Für die Farabel, d. i. für A^^^O, 
werden beide Gleichungen linear und liefern 

X Mjg^ + ^13^ = A^.,A^^ + ^ A^^ (Ai — A^^ , 

y {a,,^ + A,/) = A,^A,, + i A,, f^, - A,,). 

Im allgemeinen Falle sebroibcn wir die Gleicbungen in der Form 

{A^^x — A,^f—iA^^y~A^;f=^A^^^—A^^A^^—{A^^^—A^^A^;) 

{A^^x — A^^) [A^^y -- ^as) = A^^A^^ ~ AsAs = D«isti 
dann erbalten wir die Coordinaten der Brennpunkte 

(A^x — ^3)^ = -J- D r.R -f «,i — a^X (B vergl. § 166) 
(Asä' — -^laT = I D (JJ 4- «aa — «11) ■ 

2) Sie Tangenten einer Parabel aus einem Punkte der Directrix 
.smd rechtwinUig m einander (§ 227). 

Denn die Taugeuten der Curve aus dem Punkte x^^^x^^O 
sind offenbar durch ex^ + % ^ dargestellt. Für die Parabel 
ist c = 1 , und diese Tangenten sind die innere und äufsere Hal- 
birungslinie des Winkels zwischen a^, %. 

3) Enveloppe einer Sehne, die am Brennpunkte einen con- 
stanten Winkel spannt (§ 210, 4)- Für eoustante Differenz ip — g/ 
berührt die Sehne 
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a;, cos i (9) + fp') + i^ sia I {y 4- quO = «% cos ^{f — <p') 
naol» § 31 immer den Kegelschnitt Xj^ 4" x^^ = e^x^ eas^ J {(p — fp'). 

4) Die Yerhin^^mffsliwk des Brejmpttnktes mit dem Sckwiit- 
pmiUe von ewei Tangentm ist recfdwmklig auf der G^adm, welche 
vom BretmpmiMe nach dem Sc/mülpiMiMe dw Direelrix mit der 
Beri&rwngssäine g^ogen wird. 

Die Gleichmig der Linie vom Brennpimkt naeii dem Sclmifct- 
punlrt der Tangenten 9), ^' geht hervor aus der Subtraetion ihrer 
Gleiehimgen als 

«1 sin ^{fp + 'p')~'h <ios -i- (9> + 9"! = 
lialbirt also den Winkel derVectoren der Berührung sj inkte (§228). 
Die Gerade vom Brompunkt nach dem bthnittpnnkt der Direc- 
trix und der Berilhruiigs sehne ist aber 

x^ cos j {ip '\- (p') -\- x^ sia \ {<p -\- ff ) = II 

5) Der Ort des Schnittpunktes der langenten deren Be- 
rühnuigs punkte mit dem Brennpunkt den ccn&tanten Winkel 2Ä 
bestimmen, ist ein Kegelschnitt, der denselben Brennpunkt dieselbe 
DirectrJx und die Eseentricität e : cos iJ hat. 

Durch eine Elimination findet man die Gleichung des Ortes 
inderPorm (V+ V)<'os«^ = e^V- (Vergl. §112,g). Ist die 
Cui-ve eine Parabel, so ist in dem Falle unserer Aufgabe der Winkel 
zwischen den Tangenten gegeben. Denn die Tangente von der 
Gleichung % cos (p -\- x^s\a.<p - — % = halbirt den von atg = 
und % cos 90 -j- a!g sin (p ^ gebildeten Winkel. Der Winkel der 
Tangenten ist daher der halbe Winkel zwischen den Linien ajj cos fp 
+ iC2sin9!) = nnd%cos?i'-|-^sinq!'' = oder gleich^(95 — fp'); 
d. h. der Winiel zwischen zwei Tangenten einer Parabel ist die 
Hälfte des Winkels, welchen ihre Berührungspunkte mit dem 
Brennpunkt bestimmen (§ 229). 

6) Die Brennpunkte sind die DoppelptmUe der in der großen 
Axe Aardh die JPaare zusammengehöriger Tangenten imä Normalen 
des Kegelschmttes bestimmten Involution (§ 195). Beliebige G-erade 
und iJwe Normalen durch ihre Pole liefern dieselbe Involution. 

7) Das zwischen zwei festen Tangent^i gelegene Stück der 
Tang^e eswes Kegelschnittes ^tmrnt arn Brennpunkt desselben einen 
Wi/nM von cmsttmter Gröfse (§ 204, 1). 

Denn die vom Brennpunkte ausgehenden Tangenten sind 
Doppelstrahlen der beiden projecti vischen Büschel von Geraden, 
die von ihm nach den Schnittpunkten der beweglichen Tajigente 
mit den beiden festen Tangenten gehen; zugleich sind sie die 
Geraden absoluter Richtung; dämm ist (§ 96) der Winkel der 
Paare entsprechender Strahlen von eonstauter Gröfse. Darin 

Solmon-PiQiiler, ana,l. Oeoin. d, Kegclsohn. ü. AixU. 35 
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liegt die ConstntcHon des dwrch einem. Brenwpunht und drei Tan- 
gettten hestvtmnten Kegelschnittes. 

8) Ort der Brefmpimkte der KegelschmUe eines Büschels. 
Die Aufgabe in allgemeinerer Fassung verlangt den Ort der 

Sclmittpunkte der Taugenten, die an die Kegelschnitte eines vier 
Bedinguagen unterworfenen Systems von Kwei festen Punkten 
0, 0' aus gellen, oder die ihnen mit einem festeu Kegelschnitt U 
gemeinsam sind. Sei n die Anzahl der Kegelschnitte des Systems, 
welche eine feste Gerade g berühren, so bestimmen wir die Zahl 
der Schnittpunkte des fraglichen Ortes für die festen Punkte 
0, 0' mit einer durch gehenden Geraden ff. An die sie be- 
illhrenden n Kegelschnitte gehen von 0' aus 2jj Tangenten, welche 
g in 2« Punkten des Ortes schneiden; die Gerade 0(y ist über- 
dies Tangente von *( Kegelschnitten des Systems, an welche von 
aus n andere Tangenten gehen, die in einen «fachen Punkt 
des Ortes erzeugen. Somit ist der fragliche Ort von der Ord- 
nung 3w, insbesondere für die durch vier feste Punkte gehenden 
Kegelschnitte mit h = 2 (§ 269) eine Cuive sechstel Oidnuag 
mit Doppelpunkten in und 0', Fallen mit den absoluten 
Ereispunkten zusammen, so ist der betiachtete üit der Oit dei 
Brennpunkte, eine Gurve sechster Ordnung welche jene au 
Doppelpunkten hat, mit leicht nachweiCsbaren andern Doppelpunkten 
Eine Methode für die Entwickelung ihier Gleichung, eilautein 
wir am folgenden Beispiel und bemerken hiei nui dafs dei Ort 
sich auf die Ordnung vier reducb-t, wenn die vier gemeinsamen 
Punkte ein Parallelogramm bilden (Beweis analog wie im Sehlufs 
,0« 9). 

9) Der (hi d&f BrennpimUe det Kegdsckniäe nnei Scham 
(§ 282) ist eine die absoluten Kreis^nmlUe m, m mfhaltende arcur 

■ lare Cwrve driüer Ord- 
nung. Dies folgt füi- 

« = 1 aus dem Vorigen, A' 

es ergeben sich aber / \ 

folgende nähere Daten. / y^\ 

Unter den dem Vier- / 'X'^ \ 

seit aba'h' eingeschrie- y /"^C \ 

benen Kegelschnitten .■''.■''. /J^ ^~^~---~..^ \ 

sind drei Punktepaare '''■'•^''' .^'^^^ ^~"~""~~-Ov 

a, a'; B, b'; c, c und ^-'l—.—f. ^ ^S 

eine Parabel. Jene sechs 

Punkte gehören der Ourve an. Die Ptirabel hat einen endlichen 
Brennpunkt "F und einen unendlich fernen 'F' in der die Mittel- 
punkte der Diagonalen verbindenden Geraden. Da das Dreieck 
Fatol mit jedem der Dreiecke hca\ caV, abc, a'h'c der Parabel 
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mngesclinel en iit u sind dieselben Paare vou Dreiecken auch 
je einem Kegelschnitt emgescl neben (§ 298, g), d. h. F ist der 
gemeiii»i,haftliche Punkt dei Yiei den Dreiecken umgeschriebenen 
Kreise So kennt man bereits eu Pim/äe der Cnrve. Sie geht 
aber auch durch die PuTspunkte der Höhen des Diagonaldrei- 
ecks ABC Denn für de« Fufspunkt ( der Höhe in aa sind 
!(!>, [«' Tangenten eines Kegelschnittes der Schaar und gehören 
somit 7U einer Involution, welche aa' und lA zu Doppelstrahlen 
hat, das letztere, weil A der Pol von aa' füi- alle Kegelschnitte 
dei Öchaai ist, somit ist lA die Tangente des durch l gehenden 
Kegelschnittes dei Schaar. Als Doppelstrahlen der Involution 
smd abei endlich lua und lA harmonisch conjugirt zu la, la, 
d h zu emandei rechtwinklig. 

Wenn man die Brennpunkte eines Kegelschnittes der Schaai- 
als ein Paar in unserer Ortscurve bezeichnet, so ergibt sich nach 
der allgemeinen Brennpunkts definition der Satz: Die Verbindungs- 
linien eines Punktes der Brennpunktscurve mit allen Paaren der- 
selben bilden Paai-e einer Eechtwinkel- Involution, Pemer: Die 
Involutionen aus den Punkten eines Paares sind projectivisch 
(§ 392), und ihr Scheitels trahl enispricht sich selbst. Oder: Die 
Ortsrntive ist das Erzeugnis swei&r prqjectivisdier Bechim^el- 
Involutionen mi* sieh selbst entsprechendem SeheUelstraM.^') 

■ Um endlich die Gleichung des Ortes au bilden, setzen wir,, 
nach der Form der GleiLhung der Kegelschnitte einer Schaar 
S — kS' = (§ 282J, m den Gleichungen von 1.) yl^^ — xA^^ 
für A^^, etc. und eliminiien x awiachen denselben. Das Eesultat 
ergibt sich in der Form 

{A^s(se^ — y'')^2A^sil — 2A,^X^A^^ — A^,] X 

{ ^33^2' — -^Bs^ — Ab?* + As I 

= {A;, (x' — y^) + 2A;^y — ^A^^x + A^^ - Ä^^\ X 

{Ag^xy — A^^x — A^^y -^ A^^] . 

Der Ort ist eine Curve dritter Ordnung, weil die Glieder vom 

vierten Grade aus der Gleichung verschwinden. 

Ist ein Kreis in der Schaar, so wird sein Centrum ein Doppelpunkt. 

Wenn jedoch S^Q, S' ^ Parabeln ausdrücken, so ist 
S — kS' = eine Schaar von Parabeln, A^^, A^^ sind H'ull, 
und der Ort der Brennpunkte reducirt sich auf einen Kreis. 
Wenn die Kegelschnitte concentrisch sind, so dafs die vier ge- 
gebenen Geraden ein Parallelogramm bilden, so werden für das 
Centrnm als Nullpunkt A^^, A^^, -^131 -^is sSmmtüch Null, und 
der Ort der Brennpunkte ist eine gleichseitige Hyperbel; etc. 

314. Zwei Normal-Grlejclmngen. Zwei beliebige Xegel- 
ßcbiiitte besitzen naci § 271 ein gemeinsames Polardreieck. 
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Nehmen wir dieses als Fimdamentaldreieck der Coordinaten, 
so sind die Gleichungen beider Kegelschnitte gleichzeitig in 
den Norraalformen zu schreiben 
2;ff;.Ä/=-0, SauxP^O bez. 2;-^ S/ = 0, 2;^§/ = 0. 

Überhaupt sind dann die Gleichungen aUer dem Viereck der 
Schnittpunkte jener umgeschriebenen bez. dem Vierseit der 
gemeinschaftlichen Tangenten dief 
schnitte von der Form 



2;(a^; — -lö.',)a;/ — bez. ^(^—X^\l^^^ 



0. 



Dafs jenes Dreieck das Diagonaldreieck des Vierecks und 
des Vierseits*) zugleich ist, bestätigt die Elimination z. B, 
von iCu, die die Gleichung 

für ein Paar der Schnittsehnen liefert, etc. Auch ist dies 
dadurch offenbar, dafs rnu' in einer gemeinsamen Sehne in 
Bezug auf beide Kegelschnitte dieselbe Involution har- 
monischer Pole, nur an einem Schnittpunkt gemeinsamer 
Tangenten dieselbe Involution hannonischer Polaren vor- 
handen sein kann. 

Aber im Büschel und in der Schaar ist das gemeinsame 
Polardreieck nur reell, wenn alle gemeinsamen Elemente der 
Kegelschnitte gleichartige Realitäts Verhältnisse aufweisen. 
Sind nur zwei reeUe Schnittpunkte und gemeinsame Tangenten 
vorhanden, z. B. in der Seite x^ = Q und an der Ecke I3 = 0, 
so können wir jene als neue reelle Fundamentalelemente 
zu letzteren hinzunehmen, also x^x^ statt a;,^ + x^^ ein- 
führen (§ 312). 

Aber nicht niu- ein Büschel und eine Schaar haben ein 
gemeinsames Polardreieck. Für allgemeinere Systeme, die 
ein solches besitzen, gut an Stelle von § 301 der Satz: 
Wemt em System von KegdschmUen ein gemeinschafiMehes Polm"- 
dreieck besitzt, so bUdat in jeder Geraden, die dwch eine Ecke 



*) Beim Büschel geben je zwei KegelBehnitte ein anderes Tan- 
gentenvierseit, bei der Schaar aber je ein anderes Schnittptmktviereck. 
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des Dreiecks geht, die SüintUpunltepaare der Kegelschnitte, und 
an jedem Punkt tfer tn eineir Seite des Dreiedis liegt, ihre Tan- 
qmttmpaate e-me I-nioJution 

Denn, da jede Ecke m allen Kegelschnitten dieselbe 
Polare tat, ?o sind ihre Schnittpnnktepaare in den Geraden 
harmonisch getiennt durch dipselben zwei Punkte, nämlich 
die gewählte Ecke und den Schnittpunkt mit der Gegenseite; 
dies Sind alao die Doppelpunkte der Involution jener; ebenso 
dualistisch. 

So wird B. B. eine Schaar von jeder Geraden, die durch 
einen Diagonalpunkt des umgeschriebenen Vierseits geht, in 
einer Involution geschnitten, in welcher die Gegenseitenpaare 
des Vierseits conjugirte Punkte enthalten. Analoges gilt von 
den Tangenten eines Büschels aus einem Punkte in einer 
Diagonale des eingeschriebenen Vierecks. 

B. 1) Der Ort des Pols einer Geraden Zi^x^ = in Beaug 
auf einen Kegelschnitt, der die vier festen Punkte ^i' [ + ^' | H^ %' 
enthält, ist (§ 301, 15) liVS% + Sa^a'^^s»'! + h^-z^^i^i = 0. 

2) Der Ort des Pols einer Geraden .i^ljO^j = In Bezug auf 
einen Kegelschnitt, der vier feste Gerade a,% + a^x^ + "s^ =^ '^ 
bertlhrt, ist a^*|j|g3Tj + a^l^^iX^ -|- ag^|,lä% == 0. 

Diese Beispiele geben auch den Ort des Geiitrums als den 
des Poles der unendlich fernen Geraden und die Bedingung der 
Parahel als die der Berührung mit derselben. 

3) Man soll den Ort der Spitze für ein Dreieck bestimmen, 
dessen Basisecken längs des Kegelschnittes a^^^X^ -\- a^^^^ ^ <*m^3^ 
sich bewegen, während zugleich seine Seiten einen andern Kegel- 
schnitt %^ -(- x^^ ^ x^ berähren.^^) 

Wie in § 112, i sind die Coordinaten des Schnittpunktes 
der Tangenten in den Punkten <fy, cp^ 

cos ^ (^1 + q>^ I sin ^ (qjj + 9)g) I cos -^ (ip^ — tp^) 
und die Bedingungen des Problems liefern zuerst die Gleichung 
0^1 eos^ 1 (g)i -f <p^) + «3g sin^ \ (rp^ + <p.^ = «jg eos^ ^ (<p^ — ip^ 
oder (a,j + «33 — Osb) "1" {"11 ^ "aa — ^sa) '^^^ ^i '^"^ 'Pi 

-f- («SS — «SS — «ii) sin ^^ sin cpg = . 
Ebenso (a,^ 4" «^s — ''39) ~l" (''11 — "as ■~ ^aa) '^o* f^ '^"^ ^s 

~H ("aa — "'M — "11) sinqjg sinijig = 0, also 

(%l+«ä2— «33)cOsK9'i+9'3) = ("234-«33— «Il)cOS|(q5l— f^3)C0S9.3, 
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Da die Coordinaten des Punktes, dessen. Ort wir suchen, hier als 
Coefficienten aufireteD, so folgt durch Quadriren und Äddiren 
die Gleichung des Ortes 

(««! + «JB — "ii)' («SB + «11 — «ü)' ~ («11 + «i2 - 

4) Ein Dreieck ist dem Kegelschnitt Xj^ -\- x^' 
geschriehen, und zwei seiner Seiten herähren den 
%j%^ + OggS^^ ^ ttsB^^s^i dann ist die Euveloppe der dritten Seite 
(«8s«n + »ii<»2s — «aa«83)^%^ + (<*ii«fts + «3S%3 — «33«ii)%^ 

5) Wenn zwei Kegelschnitte ZT und V ihre gemeiusohaftlichea 
Tangenten A, B, G, D in den Punkten a, 6, c, d\ «', b', c', d' be- 
rühren, so hat ein Kegelschnitt 8, der durch die Punkte a, b, c 
geht und B in ä' berührt, zur zweiten Scbnittpunktsehne mit T' 
die Gerade, welche die Schnittpunkte von A mit ho, B mit cu, 
C mit ab verbindet. 

Wenn der Zegelschnitt Y die Linie ah iu a, ß schneidet, 
so gehören nach dem Satae des Testes, da a& einen Diagonalen- 
schnittpunkt von ABCD enthält (§ 278, 3), «6, aß zu einer 
Involution, iu welcher die Schnittpunkte von ah mit C und B 
conjugirte Punkte sind. Nach § 301 schneiden aber die gemein- 
schaftlichen Sehnen von S und V die Linie ab in Punkten, welche 



zu derselben Involution gehöre 
mit S und F, d. h. «, Ö; a, 
daher B die eine der gemein- 
schaftlichen Sehnen, so mufs die 
andere durch den Schnittpunkt 
von C mit ah gehen. 

6) Wenn in ein Dreieck 
ABC eine Ellipse eingeschrieben 
wirdj die seine Seiten in ihren ^ 
Mittelpunkten a, 6, c bei-ührt 
wenn «', b', c' die Berührungs 
punkte des ihm eingeschriebeneu 
Kreises sind, und wenn die vierte 
gemeinschaftliche Tangente B des 
Kreises und der Ellipse jenen 
in ä' berührt, so bei-ührt dei 
durch die Mittelpunkte der Seiten 
gehende Kreis den eingesehrie 
benen Kreis in d'. 

Nach 5) berührt ein durch 
den Kreis in d\ wenn er auch d 1 



1 der die Schnittpunkte vor 
' ( Punkte sind. 



Ist 




j,ehe idei Ke^el hmtt 
? 1 kte eilt vel hen 
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der Kreis von der Verbindungslinie der Schnittpunkte von B C 
mit 6c, CA mit ca, AB mit ah gescliaitten wird. Diese Ge- 
rade ist aber in unserem Falle unendlich entfernt, der berührende 
Kegelschnitt also auch ein Kreis. So ergibt sich der Peuer- 
baeh'sohe Satz von der Berührung des Kreises dtiroh die Seiteu- 
mitteu (§ 70, 3) mit den die Seiten des Dreiecks berührenden 
Kreisen als ein speoieller Fall^^) von ö). 

Der Punkt d' und die Gerade D können ohne Verzeichnung 
der Ellipse construirt werden. Denn da die Diagonalen eines 
eingeschriebenen Tierecis und des entsprechenden umgeschriebenen 
Vieraeits sich in einem Punkte schneiden, so gehen die Geraden 
ab, ed^ a'b', cd' und die beiden Verbindungslinien von BC, 
J) mit A, von B und AC, D durch den nämlichen Punkt. Sind 
also a, ß, y die Schnittpunkte von Je, ö'c'; cß, c'«'; «ö, n'6' bez. 
so schneiden sich die Geraden da, b'ß, c'y in d'. Oder in andern 
Worten; das Dreieck aßy ist mit ahc, a'b'c' für die Centra der 
Homologie <?, d' perspediviach. In derselben Weise ist das Dreieck 
tißy mit ABC perapectivisch für die Linie D als Axe. 

315, Kegelsohnitte durch drei Punkte. Neben den bis- 
herigen sind noeli einige epecielle Gleichungsformen von 
Wichtigkeit. Zunächst gehören hierher die Gleichungen der 
einem Dreieck umgeschriebenen und der ihm eingeschriebenen 
Kegelschnitte, wobei die Gleichungen der ersteren in Punkt- 
coordinaten natürlich unmittelbai' mit denen der letzteren in 
Liniencoordinaten übereinstimmen. 

Die Öleichni^ eines durch die Schnittpunkte der Geraden 
Xj = 0, % ^ 0, a^g = gehenden Kegelschnittes ist 

a^^X^x^ + «Bi^s^i "F %s^i^s = O7 oder — - -j — 51 _j_ '.^ = ()^ 

wie augenscheinlich ist. Schreibt man die Gleichung in der 
Form x^ {(i^^x^ + «ai^i) + «12^1*3 = 0, so erkennt man, dafs 
a^g = die Curve in den getrennten, «23% + a^^x^ = also 
in den zusammenfallenden Schnittpunkten derselben mit a?^ = 
und x^ = schneidet. Auf diesem Wege gelangt man zur 
Eraeugung der Curve aus projectivischen Büscheln oder zur 
Parameterdarstellung. Werden zwei Dreieckseiten als homo- 
loge Strahlen genommen, so entspricht der dritten die Tan- 
gente in einem ihrer Endpunkte, 
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546 XVJ. spezielle komogene Gleithurigsformeu zweiten Grades. 315. 

Daher sind die Gloicliimgeii der Tangenten in den Ecken 
des Dreiecks 



Ihre Schnittpunkte mit den Gegenseiten liegen offenbar 
einer Geraden (§ 286), nämlich 



Die VerhindungB geraden der Ecken mit den entsprechen den 
Eckpunkten des Tangentendreiecks 

.^ _ .^ =, 0, 5l _ S, = 0, 3.. _ .?? = 

sehneiden aieh in einem Punkte (§ 118).^') 

Die Gleiehang der Verb indnngs geraden zweier Punkte 
a.'/, Xf' der Curve kann gesehrieben werden^*) 

,^°„ x^ -\ — y' -, X3 -j — -r^-r, % = 0, 

weil sie sieh für x^ = x^' oder x^ = Xj" auf die Cnrvengleichung 
reducirt. Daher hat die Tangente im Punkte */ die Coordinaten 

und die Tangentialgleiehung des umgeschriebenen Kegel- 
schnittes lautet in einer leicht zu rationaiisir enden Form 

KW' + («.,«* + (»..«* -0- 

Unter den Kegelschnitten dieses Systems befinden sich 
unendlich Tiele gleichseitige Hyperbeln, die ein Büschel bilden 
(§ 179, 3), und unendlich viele Parabeln, aber ein einziger Kreis. 
Die Gleichungen dieser Curven können leicht dargestellt werden, 
sobald wir die x^ als Dreiliniencoordinaten auffassen, wie in 
den '. 



1) Die Gleichungen der umgeschriebenen gleichseitigen 
' . genügea für A. als Gegenwinkel der Seiten Xi^ 
der Bedingung «33 cos .4, -(- «g^ cos Ä^ -f- «ja cos j4j == (vgl. 
§§ 70, 272, 2). 

2) Die umgeschriebenen Parabeln haben Gleichungen, ftir 
welche («3, sin^^^ + (ag, sin^,)^ + («,3 smA^f = 0. 
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Kreis gleichungeii in projectiven. Uoordinaten, 547 

3) Die Gleichung des imtgescitriebmen Kreises lautet 

a^Xg sin J.^ + 'h^ sinA^ -\- Xj^x^ smA^ = 0. 

Setzen wir in die öleichuagsform des Testes für x^ ein 
ic cos af-\-y sin a^ — Pf, ordnen nach x, y und wenden die Kriterien 
des § 102 an, so muTs 

«38 cos (ög + «b) H = 0, ßs3 sin («s + Ca) + ■ ■ = sein, 

also ist «33, «3,, a^i zu sin(ag — «3), ain(«3 — kJ, sin((^i — «3) 
oder sin^i^, sia^lg, siaA^ proportional (| 61). 

Die geometrische Bedeutung der Gleicliung liegt in dem 
Satze: JHe FufspunUe P, Q, B, der von einem PmMe des um- 
geschrif^enen Kreises auf die Breiecksseüen gefäUten Normalen 
liegen i/n einer Geraden. Denn für beliebige Lage von ist 
x^x^ sinnig ofEenbar das Doppelte vom Inhalt des Dreiecks POQ, 
dessen Winkel a^ — a^^^m^A^ ist; ebenso x^x^ sinA^ = 2 ■ B OP, 
Ä-jiTj sin^j = 2 ■ QOB, also deren Summe = 2 ■ PQB. Diese 
verschwindet, d. h. PQB ist eine Gerade, wenn auf dem Kieise 
AiA^A^ liegt, a^atj sin ^j -j-a^a^ sinnig + a;,a-3 sin 43= constant 
ist ferner die G-leichung eines mit dem umgeathnebenen con 
centrischen Kreises (§ 102). 

4) Die Tangente des Kreises in einer Ecke eines emgeschiie 
benen Dreiecks macht mit der einen Seite denselben Winkel, wie 
die Gegenseite mit der andern. 

Denn die Tangente in A^ ist Xi sin A^ -4* ^a ^™ -^i == ! ""^ 
x^ sin Aj -|- a^g sin jlg ^= ist eine Parallele zu s^ = (§ 65). 

5) Man soll die Enveloppe der Geraden - - + ,- ^ 1 dar- 
stellen, wenn die unbestimmten Gröfsen fi, fi' in der Gleichung 
derselben durch die Eelation ji -f- ft' = verbunden sind. 

Indem man für ji' den Wert (O — fi) einsetzt und die Brüche 
beseitigt, findet man nach g 304 für die Gleichung der Enveloppo 

A^-^B^'-i- C^~2ÄB — 2AG — 2BC==0, 
oder _f -j/j; 4. -[/£ + yc = . 

Wenn z. B. der Winkel an der Spitze und die Summe der 
Seiten eines Dreiecks gegeben sind, so ist die Gleichung der Basis 

I -[_-|| = 1 fiir « + 6 = c, 
die Knyeloppe ist also 

x^ -\- y^ — 2 xy — 2 ex — 2 c^ + e^ = , 
d. h. eine die Seiten x — - 0, y ^ beröhrende Parabel. 

Oder wenn zur Bestimmung einer Ellipse die Lage von zwei 
conjugirten Durchmessern und die Summe ihrer Qaadi-ate gegeben 
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sind, wenn also -75 + yi = 1 und cs'^ -|- h"^ = c^ sind, so ist 
die Enveloppe dieser Ellipse diii-ch x A^y ^c = ^ dargestellt, 
d. h. dieselbe berührt stets vier feste Gerade. 

6) Gleichung eines dem Puadamentaldreieok umgesdiriebenon 
Kreises in Dreipunkteoordinaten. Ans 

folgt, dafs die Tangente im Punkte |j ^ durch 1^ = und 
ji^lg — -^^ii = dELrgestellt ist. Da sie für den umgeschriebeaen 
Kreis die Relation ^^1^ — i^i^ = erfüllen muTs, so ist dessen 
Gleichung 

oder + ?jgi^ + %t^i + ijl,,^ = 0. 

316. Kegelsoluiitte an drei Tangenten. Dualistiseh. ent- 
spreeheud mufs die Gleieliuiig des einem Dreieck g^ = 0, 
^ä == 0, I5 = eittgeschriebeneü IfegelBchnittes in Linien- 
coordinaten lauten 



Die GleichuBg des Schnittpunktes zweier Tangenten £/, |/' ist 

Für zwei aufeinandwrfolgeode Tangenten g/ = g/' definiit sie 
den Berührungspunkt, dessen Coordinaten 

sind imd demnach die Ortsgleicliui^ erflillen 
(«,»,)l + (a,a^,)l + (o,i,)ä-0. 
In rationaler Fonii erhalten wir daher die Gleichung 
dei' Kegelschnitte zu drei Tangenten als 
a^x^ -^-a^x^^ -\-a^!c^ — ^a^a^x^x^ — 'äa^ajX^Xi^^^a^a^^x^^O. 
Man bestätigt dies direet dadurch, dafs für Nullsetzung einer 
Variabein die linke Seite der Gleichung ein ToUatiindiges 
Quadrat wird, also w^j = die Curve in zusammenfallenden 
Punkten sehneidet. Die Wahl der Vorzeichen ist, wenn die 
O; positiv oder negativ genommen werden, dadurch bedingt, 
dafs jede unrichtige Wahl die ganze linke Seite zum Quadrat 
einer linearen Funktion machen würde. 
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Schreibt man die Gieichimg in der Form des § 303 

so erweisen aich sich a;, ^= and 2a^x^ + Sttga^ — a^x^ = 
als Tangenten mit der BerÜhrungBsehne a^x^ — H^a^ = 0. Wir 
können also ebenso wie dort einen Parameter «la;^ — «g^^a ^ ^ 
einführen und erhalten 

a^x^ : a^x^ : a^a;^ = (;i + 1)* -.(l — iy-.i. 
Unter den Kegelschnitten dieses Systems sind aus- 
gezeichnet die Sehaar der Parabeln und die vier dem Dreieck 



Kreise. 

B. 1) In dem umgesclmebenen Di-eieck ist 1 : «j | 1 : o^ | 1 : üj 
der Brianehonpuufct und %a:, + a^x^ -f- a^x^ = die zugehörige 
Pascalliuie. 

2) Die Gleichung der Sehne xj , x" des eingeschriebenen 
Kegelschnittes ist^) 

% {("iWO^ + (»iW)*} H f- **• 

Denn die Einsetzung von a;/ statt x^ gibt die Form 

l(%-<«*+-l{(».v)*+-)~««)*!(«')*+-i-o- 

3) Welches ist die Uleichung des Kegelschnittes, der fünf 
Gerade x^ = (i, x^ = ^, 3:3 = 0, Ea^x^^(i, 2;a/atj = berührt? 

Sie ist W^,)HK^a)H(«3«a)' = 

mit den Bedingungen für «j, Ö3, a, 

^__^^_^3. = 0, |i-, + |^.-f-^S = 0, Also ist 



! für 2(i;,. = und 2x^-\- x^ — x^^^O als 
vierte und fünfte Tangente ist der Kegelschnitt 

2(-^i)^ + (3:«a)i + ^3^ = 0. 

4) Die Gleichung des Kegelschnittes, welcher die Seiten des 
Fundamentaldreiecks in ihren Mittelpunkten berührt, lautot in 
Dreiliniencooi-dinaten 
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5) Die Gleichung des dem Dreieck mnerUdi mngesckriehenen 
Kreises Imitet 

cos ^ A^ ■ )/x, + cos ^ Äg • yx^ -f- cos ^ jlg ■ y % = . 
Auf dem in § 315, 3 angegebenen Wege erhält man in 
Droiliniencoordlnaten zwei Bedingungen, uniformbar in 

wo die vierfach mögliche Zeicbencombination zeigt, dafs es vier 
berührende Ki'eise des Dreiecks gibt. Wählt man die positiven 
Zeichen, so lauten die Auflösungen (mit cykliseher Verschiebung) 
a^iamA^=2B^smA2'{'BmAg — sinj4^ = 4eo3i-J^sin J-^^jSin-Jjlj 
oder o^ = 8 eos^ ^ A^ ■ sin -^ A^ sin ^ A^ sin -J- A^ , etc. 

Die Gleichung des in a^ = äufserlicb berührenden Kreises 
geht aus der vorigen hervor, indem man das Vorzeichen von x^ 
ändert und A^, A^ durch ihre Supplemente ersetzt; sie lautet also 
cos^A^ ■ V(— iCj) + siu^^s, ■ yx^ + sin^^a ■ yx^ = 0. 

6) Die Gleicliung des eingeschriebenen Ki-cises entsteht 
folgendermafsen ^*) aus der des umgeschriebenen. 

Sind die Seiten des von den Berührungspunkten des X^ x^Xg=^0 
eingeschriebenen Kreises gebiWeten Dreiecks iCj' = 0, x^' ^ 0, 
x^' = und seine Winkel A^', A^', A^', so ist seine Gleichung 
nach § 3l5, 3 X^'x^' sin A{ -\- ■■ = 0. Aber naci § 116 lautet 
die Kreisgleichung, bezogen auf die Dreiecke A^Ä^' A/, A^A/A^^, 
AgA^'Ai, x^'^==X2X^, ^'* = *3^ii Xg'^^x^x^. Die Substitution 
dieser Werte und von A^ = ^ (ra — A^ gibt x^ i cos ^ .4j -j — = 0. 

7) Man entwickele die Gleichungen der Berührungskreise des 
Fundamenta)dreiecks und die Gleichung des ihm umgeschriebenen 
Kreises in Dreipunktcoordinaten. 

Aus der Gieiehungsfona eines eingeschriebenen Kegelschnittes 
folgen seine Berührungspunkte mit den Seiten des Dreiecks mittelst 

Für den eingeschriebenen Kreis ergeben sich, für 21 als den 
Umfang des JESindamentaldreiecks mit den Seitenlängen l^, die 
Gleichungen der Berührungspunkte in der Form 

('-'.) l. + (i-«l.-o, 

und damit die Gleichung des umgeschriebenen Kreises 

(' - «1.1. + ('- «l.l, + (i- i,)U, - Oi 

den äuTserlieh berühienden Kreisen entepreehen die Gleichungen 

— iS.I, + (l- !,)l,t, + (i — y |,S, — 0, etc. 
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31T. Pleonastiache Vierercoordinaten. Die GHeichung 
des einem Viereck iiiageechriebeaen Kegelschnittes (§ 289) 
gestattet, manelie Probleme durch Belationen zwischen den 
Abständen Sj von den Seiten des Vierecks auszudrückea, wie 
die Beispiele 1 — -5 zeigen. 

Zwischen it^end vier linearen Functionen besteht nun 
aber eine lineare homogene Relation (§ 64). Sie sind daher 
nicht Tinahhängige homogene Coordinaten, sondern durch 
eine Identität unter einander verbundene Variable. Sie bilden 
so ein erstes Beispiel für pleonastische Coordinatenaysteme, 
d. h. für solche, die überzählige Variabein enthalten. Um 
die Verwendung zu vereinfachen, nehmen wir x^, x^, x^, x^ 
ofe ein System von Vierercoordinaten^) mit der symmetrischen 
Identität 

^i + ^ + ^3 "I" ^4 ^ 0, 

d. h. die Gleichungen der aufeinanderfolgenden Seiten ai, ha, 
a'b', h'a eines Vierecks sollen x^==0, x^ = 0, a:^ = 0, x^'=0 
sein, wo aber in den x^ geeignete constante Factoren imphcite 
zu denken sind. An die früheren trimetrischen Coordi- 
naten (§ 85) knüpft diese Auffassung dadurch an, dofs 
x^== — {x^ + a;^ + a^g) = die Einheitlinie im Fundamental- 
dreieck der übrigen darstellt. 

Alle homogenen Gleichungen zwischen den vier Xf können 
ohne Änderung der Bedeutung dadurch umgeformt werden, 
dafs man ein Vielfaches einer Potenz der Coordinatensunune 
hinzufügt. So ist die Gleichung einer beliebigen Geraden 

gia!i + la«, + IsiCa + ^^x^ = 
° "' {I, - y ^, + % - ^,)x, + % -^,)x, = 0. 

Man erhält für die Tangente im Punkte a;/ des Kegel- 
schnittes x^^x^ — kx^x^ ^ 0, indem man zuerst durch Elimi- 
nation von fl!; auf § 154 zurückgeht, die Gleichung 

^a'"^! + *i'^ — ^'^ (^i'ii^s + x^'x^ — 
mit der Bedingung Xj^x^' — hx^'x^' = 0, also durch Elimi- 
nation von k die Gleichung der Tangente eines Punktes in Bezug 

auf vier feste Punkte -^ t + "^ ^^0. 
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Soll sie mit einer willkürKchen Geraden zusammenfallen, 
ao mufs 

(I, + h) V - - Ö, + 1) V - (I, + *■) a^; - - (S. + h) xi - c 
oder constant sein. Eliminirt man x^ durch 

(I, - U < - - (ü, - U < - (I, - U «,', 

so liefert die Determinante der ersten drei Gleiehungen, für 
fc und c als Unbekannte, nach leichten Umformungen 

ft, - a (I. - y <'-«,- a & - y %" = o 

als die Gleichung der zwei Geraden, welche die Berührnngs- 
punkte der beiden Kegelschnitte des Systems ah<^V in der 
Tangente mit dem Punkte c, dem Schnittpunkt von ab und 
äV, verbinden. 

Deixkt man die Ordnung von x^ und x-^ vertauscht, eo hat 

man im Vorigen die analoge Entwickeluug für das System 

der Kegelaehnitte W cc für c' als Schnittpunkt von dh und 

»?»'. Man hat also den Satz: Wemt der Schnittpunkt von moei 

gemeinschaftlichen Seh- 




mit den S&mhnmgs- 
jMtwÄfew eimer gemem- 
schafüiehen Tamgente 
dwch Gerade verbun- 
den wird, so entsteM 
ein harmonisches Bü- 
schel. Er folgt auch 
aus dem Satze von der 
Involution in der Transversale eines Kegelschnittbüschels, 
vfenn man das Sehnenpaar als einen seiner Kegelschnitte 
betrachtet (§ 301). 

Insbesondere ist die Tangente von x^x^ — /, ^'3^1 = 
im Punkte x^ = x^^O durch x, + ^^a = ausgedrückt 
und bildet also mit den anstofeenden Seiten und der Diago- 
nale a^i + 3^2 == des Vierecks ein harmonisches Büschel für 
Jc=^ — 1. Den vier Geraden entsprechen also in den Ord- 
nungen x^x^x^x^, x^x^x^x^, XgX^x^x^ die drei Kegelschnitte 
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als solclie, deren Tangenten in den Ecken des Vierseifcs mit 
den Seiten und der Diagonale ein harmoniaclies Biiscliel bilden. 

B. l) Ort der Centra der Kegelschnitte einer Schaar.^) Sind 
S; ^ - — (x cos c^ -|- 2/ sin a^ — p^ = die Normalgleicliungen der 
gemeinsamen Tangenten in rechtwinkligen Ooordinaien, so sei & 
der Winkel der Hanptase eines der Kegelacknitte gegen die 
«-Axe, a^ — -a- also gegen die Normalen. Dann gilt für 3; j «/ als 
die Ooordinaten des Oentrnms nach § 181, 1 

.,■-«■ »■■(»,-9) + 6'.i.'(<.,-9), 

= (a*cos^T)'-|- &^sin^d)co9^o,. + 2(«^ — b^) cos# sin O^ cos«,- sw ß,. 

+ (a* sin^ * + b* cos^ &) sin^ a^ , 

Tier Gleichungen dieser Ponn erlauben dio Elimination der 
Unbekannten a^, b^, & oder der Aggregate 



ä^^ + ft* 



(a=- 



L*0 + t^eos^'Ö'. 



Das Elimijiatiousresultat ist 



oder entwickelt A^s,^ 
bekannte Constanten, 
vom zweiten Grade; 
fieienten von x^ die cc 



|- ^^s^^ = für Af als 
ist aber nur scheinbar 
m entwickelt als Ooef- 
Dr Vertical- 
r schwind et- 
xy und y^. 



lie cos^ K;, so dalä, weil diese mit € 
reihe der Determinante übereinstimmen, das Glied x^ 
Auf analoge Weise verschwinden die Coefficienten yi 
Der fragliche Ort ist daher eine Gerade (§ 282), 

Ihre geometrische Bestimmung hängt ¥0n di 
ab, dafs die Polare eines beliebigen Punktes in Bezug auf den 
Kegelschnitt durch AJ^s^s^ + .^Sg'Sg + -^s^'^s ~l~ ^i^i'^t ^ ^ 
dargestellt wird (vgl. § 320) und somit die Po^re von Sj | Sg 
durch Sj I 84 geht. Wenn aber ein Kegelschnitt durch das Ver- 
schwinden der höchsten Glieder seiner Gleichung in eine Gerade 
übergeht, so ist die Polare eines Punktes eine au ihr parallele 
Gerade in der doppelten Entfernung von dem Punkte. Die durch 
die erhaltene Gleichung dargestellte Gerade halbirt daher die 
".inien der Punktepaare % ■ Sj, % j s^; Sj | Sg, Sg | s^; 



y Google 



554 XVI- Specielle komogene GleidiHngsfonnen /weiten Grades. 317. 

Wenn umgekekrt ib irgend einer Form die Gleictrangen s,- = 
von \ ler Geraden gegeben sind , so kann die Verbindungslinie 
dei Mittelpunkte der Diagonalen ihres Vierseits zumeist am 
leichtebten gebildet werden, indem man die Constanten so be- 
stimmt, dals A^s^^ + A%^ + -^8%^ + -^4^*' = ^ öi^^ Gerade 
darstellt 

2) Jedei Kegelschnitt, welcher zwei von den Diagonalen 
eines Vierseits hannonisch teüt, teilt auch die dritte so. 

Sind S; die linken Seiten der Gleichungen der vier Geraden, 
so ist SA^sJ' = die Gleichung eines Kegelschnittes, für welchen 
die Polare eines beliebigen Punktes in der Form SÄ^s^sf ^ 
erscheint. Die Polare von s, | s^ geht a,lso durch s^ | s^, oder die 
Gegeneckenpaare des Vierseits Sj^s^s^Sj^ sind durch den fragliehen 
Kegelschnitt harmonisch getrennt. ) 

Durch Verfügung über die Constanten A^ kann ein Kegel- 
schnitt dieser Art dtiroh drei beliebige Punkte gelegt werden. 
Wenn durch specielle Wahl derselben drei Punkte der harmonisch 
oonjugirten Paare der Diagonalen in eine Gerade fallen, E^ = 0, 
so liegen die andern in einer Geraden E^ = 0, so dafs 
2A^Sf^ = EjE2 ist. Liegen jene Punkte unendlich fem, so sind 
diese die Mitten der Diagonalen. 

3) Der Ort des Gentrums für einen Kegelschnitt, für welchen 
drei Tangenten uad die Summe der Quadrate der Äsen gegeben 
sind, ist ein Kreis. 

Mit drei Gleichungen von der Form derjenigen ia 1) ist 
a" -\- b^ = }c^ = (flä cos^ &~\~b^ sin* &) + (a^ sin^ & + b^ cos^ &) 
als vierte zu verbinden; das Eesultat der Elimination ist 



oder -^1%^ ~H -^a^s^ -\~ ^s^s + .4^ = . 

Man erkennt wie in l), dafs der Ooefficient von xy ver- 
schwindet, und dafs die Coefficienten von a^ und t/^ einander 
gleich sind. Der Ort ist somit ein Kreis. Wenn aber die Gleichung 
-^1^1* ~l~ -^i^t ~l~ -^3*8^ ^"^ C ßinen Kreis darstellt, bezogen auf 
ein Polardreieck, dessen Höhenschnittpunkt sein Mittelpunkt ist 
^vgl. §312, l), so stellt obige Gleichung einen Kreis dar, dessen 
Centrum der Höhensehnittpunkt des Tacgentendreiecks ist. 

4) Die Centra der beiden gleichseitigen Hyperbeln, die dem- 
selben Vierseit eingeschrieben sind (§179,4), sind die Punkte, 
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welche der Verbrndungslinie der ^Mittelpunkte der Diagonalen 
und den Tier Kreisen gemeinsam sind, welche aus dea Höhen- 
schnittpunkten der vier von den Tangenten gebildeten Dreiseite 
so besehriebea werden, daJs die Ecken derselben die Pole der 
Gegenseiten sind. Jene Habens chaittpuntte liegen daher in einer 
Geraden. 

5) Ort eines Brennpunktes für die Kegelschnitte < 
Dio Entfemujig eines der gegebenen Punkte 
punkte genügt der Relation »■; ^ Ax^ + Sy^ -f- C (vgl. § 197). 
Zwischen vier solchen Gleichungen können j1, £, C linear eliminirt 
werden und man erhält 



-P/4 = 



1 Bedeutung der "Werte von L, M, 



oder durch Entwickelang J 
trachten wir die geometris( 
-W, F (§ 87), so ertalten wir den Satz'"") 

OA-BCD-\- OC'ASJ)-^ OB- ACI)-\- OD ■ ABC 
für als den Brennpunkt und BCB, etc. als Plächeninhalt des 
Dreiecks der Punkte B, C, B etc. (vgl. § 104). Man erkennt 
so, dafs L -\- M-\-N -\- P=0 sein mufs. Substituirt man für 
r^ ihre "Werte yl(a; — x^f + (3/ — y^^] , so kommt durch die 
Entfernung der Wurzelgröfsen die Gleichung des Ortes auf den 
sechsten Grad (§313,8). 

6) Wenn die Grundpunkte des Büschels in einem Kreise 
liegen, so dals nach § 104 

Lr^^ + Mr^^ + Nr^^ + Fr/ = 
ist, so zerfällt der Ort der Brennpunkte in i^wei Curven dritter 
Ordnung.'"^) Denn dann ist 

(L + M) (ir/ + Mr^^) = (W + P) (Nr^^ + Fi\^) 
und also (Lf_^ ^ jn^^y = (^jfr^ ^ Pr^^, 

woraus durch Subtraction iJkr(ri — r^'^ = NF(r^-~r^'^, welche 
Gleichung offenbar in Factorea zerfallt. Jeder Factor gibt mit 

Lr^ + Mr^ + Nr^ + Pr^ = 
verbunden ein Resultat von der Form X^^r^ -j- X^r^ -]- i^rj = 
mit Aj -f- "'s + ^3 = 0, das eine Curve dritter Ordnung darstellt. 
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7). 



1 findet die Gleielmng der Geraden der Textfigur: 



j-jE3=0 oder %-|-%=0; cC:x^ — Xg 

j-3tg = oder 3^3 + «4=0; &B:%— a^ 

-x^^O oder a:j-|-a;j^=0; aÄ:Xi~—x^' 
Daher schneiden sich t/C uad bB in aA; cC und a Ä in OB; 
cG Uöd VB in aA\ c'C und a'A in 1)'B. 

8) Die Tangenten des Punktes P oder a;/ in Bezug auf 
aha'b' and iE Bezug auf hb'ce sind bez. 

sie hiiden mit den Geraden 

3 *° = o 3 _ ^ = 

piu haim nsches Bu chel d h mit len Ge aden Ib Pb' . 

9] '■eien zwei Kegelschnitte wel he sii,h m vier reellen 
Punkten schneiden i-i^g = ÄJ^a^ a-^aj = Ix^j.^^ Ist x^' der 
Benihrangspunkt des zweiten Kegelschnitt es mit emer gemein- 
schafthcl en Tangente 1 eidei Kcgelscimitte so berührt die Gerade 
'^ — *' -|- — ~ ^ Ö den eisten Eegelsci nitf ind die Re- 
lation Sjii = bestimmt den Peiuhiuugspwnkt ndem man 
zunäcl st j, und 3.^ elimmu-i 



-)'+«'{i,+m+i)-' 



und die Diseriminante dieser Gleiehimg bildet: 
flc ^ 1^1 

oder diese mittelst a^i'aig' = Ix^x^ umformt in 

dfti« + x^y + I h{x^ — xs') + i(x,' — o ! '^ 

oder kl(xi — x/ -{- x^— 3:{f^^ l^fe' — ^3') + KK-~K)V 
oder endlich ft(%' — ^s')^ — 'C^/ '~ %')^ ^ '^■ 

Damach liegen die Tier Punkte a;/ in zwei Geraden, die 
durch den Schnittpuakt von x,-^ = x^ und x^=^ x^ gehen und mit 
diesen ein harmonisches Büschel bilden, oder in zwei Geraden 
durch C, welche mit cG und cG ein harmonisches Büschel hiiden. 
Dieselbe Gleichung erhält aber auch die Form 
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k(Xi — x^y — J(2i?a' + x{ + x^y = 
oder k(xi — x^'y -f" ^^^'^i — lix^ + «Jg')^ 

oder fc(%' — x{f ~\~ 4»;/%' — ?(a^' + x^)^ = 0, 

und zeigt, dafa die vier Punkte a:/ in zwei Geraden ans dem 
Punkte »^1 = 0, 3;j=0 oder c liegen; sie liegen nach der Sym- 
metrie der Eelationen auch ebenso in zwei Geraden aus c'. 

Man kat aiso den Satz: Wenn die dem einen Kegeisehnitt 
angehörigen Berülirungspunkte der gemeinschaftlichen Tangenten 
eines Paares von Kegelschnitten, die sich in reellen Punkten 
schneiden, durch sechs Gerade verbunden werden, so fallen die 
drei Schnittpunkte derselben mit den Schnittpunkten der drei 
Paare gemeinsamer Sehnen zusammen. 

10) Der Kegelschnitt x^ -\- x^ -\- x^ -{- x^ ^ hat mit 
den drei Kegelsclmitten je eine doppelte Berüirung, welche zu. 
den drei Vierecken aus vier Geraden so bezogen sind, daJs die 
Tangenten in den Ecken die vierten harmonischen Geraden zu 
den beiden Seiten und der betreffenden Diagonalen bilden, und 
zwar sind die Berührungslinien die Diagonalen des Vierecks. 

Der Kegelschnitt x^ -\- x^^ -\- x^ -f- x^ = kann auch durch 
x^x^-\- x^x^-\- x^x^-\- XiX^-\- x^X^-\- x^x^=^ dargestellt werden, 
weil {pi -\~ x^ -\- x^ -\- a^i)* = subtrahirt werden kann. 

Diese Form ist aber mit x^x^-\- x^x^-\- {x^-\- x^{x^-\- x^ = 
oder mit x^x^ -{- x^x^ — (% ~|~ ^sY ^^^ '-' ^inivalent und zeigt, 
dafe der betrachtete Kegeisehnitt mit x^Xg -\- 3^X4^ = in der 
Geraden x^ -\- Xg '^= eine doppelte Berührung hat. Ebenso er- 
geben sieh als mit der obigen Grundform äquivalente Formen 

XgX^ 4" <^2^ ~" (^1 + ^y = t> und x^x^^ -\- x^x^ — {x^ -j- x^Y = 0. 

11) Die zwölf Kegelschnitte 

Xi'''=^XjX^, Xi'^X^X^, Xj'=X^X^; X^^'^XjXg, Xi^=XiX^, Xf'-=-'XfX^; 



drei Punkte des Vierecks, berühren zu aweinn m 
jedem dieser Punkte die Nachbarseiten des Vieiecks und gehen 
zu dreien durch die acht Pnnkte, welche die Seiten des Viei 
ecks mit dem Kegeisehnitt Sx^ = gemein haben Die Seite 
x^'^ schneidet den letzteren in Punkten, füi welche zugleich 
iCj -|- «g -|- Kg = und x^Xg -\- x^x^ -\- X-iX^ = sind die ilso 
den Gleichungen x^^^x^x^, x^^^x^Xj, x^^^x^^g entsprechen 
12) Die Gleichung des Kegelschnittes, der die viei Funda 
mentailinien und die Gerade a^x.^ ~\- o^a^ -(- igS'g -|- n^^^^ ^ 
berührt, ist'***} 
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558 SVI, Specieile homogene Gleich« ngfiformen zweiten Grades. 317. 

+ («8 — «*)* («I — ^f (^^4 + ^^i) = 0- 
Setzen wir a^, a^, a^ t&e (a^ — a^) (% — Og), etc. und berück- 
sichtigen K^ -j- ''g H~ "^a = Ol s" erhalten die Berührungspunkte 
der vier Fundamentallinien die Ooordinaten 

0, ßg, (Va, «i; ßg, 0, «1, Cs; «g, «j, 0, a^- c^, «3, «j, 0. 
Die Ooordinaten des Berührungspuiiktes mit der Geraden «; sind 

%=(«4— «i)(«i— aa)(«a— «4)' 3:4= — (%— a3)(«3— aa)(«3— «i)- 
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Siebenzehntfis Kapitel. 

Die allgemeine homogene Grieichung zweiten 



318. Allgemeine Gleichung. Es gibt keinen Kegelschnitt, 
dessen Gleichung nicht in der Form 2!af^XfXi^ = oder 

geschrieben werden kann. Denn diese allgemeine Gfleichung, 
welche hier stets unter dem Symbol b^O veistmden werden 
soll, ist vom zweiten Gfrade, and weil sie fünf unabhai^ig-e 
Constanten (<*;* = öj^) enthilfc, &o konneu wii diebo ?o be 
stimmen, daCe die Cnrve welihe sie daistellt, dnich fünf 
gegebene Punkte geht und dahei mit einem beliLbigeii gL 
gebenen Kegelschnitt zusammenfällt. 

Die so geschriebene Gleichung in projectiviachen Punkt- 
eoordinaten enthält die Gleichung in Cartesischen Coordinaten 
als einen speciellen Fall, den wir erhalten, wenn wir x^ und 
X2 durch X und y ersetzen und die Seite ccg = des Funda- 
raentaldreiecks im UnendHchen, d. h. % = 1, annehmen (§ 73). 

Andererseits kann die dualistisch entsprechende Gleichung 

in projectivi sehen Liaiencoordinaten, symbolisch £ = 0, jeden 
beliebigen Kegelschnitt darstellen, weil sie für fünf willkürlieh 
gewählte Tangenten eines solchen erfüllt werden kann. Wenn 
die dualistische Interpretation im Folgenden der Kürze wegen 
zumeist unterlassen ist, so sollte sich der Leser doch diese 
Übertragung zur selbstverständlichen Gewohnheit machen. 
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560 XVI. Die allgemeine homogene Gleichung zweiten Gtrarles. ai'J. 

In gleieher Weise kann jede Curve von einer gegebenen 
Ordnung mittelst einer homogenen Function von demselben 
Grade in iC^, x^, x^ dargestellt werden; denn man erkennt 
leieht, dafs die Zahl der G-lieder in der vollständigen tfleiclinng 
j^teii (3^rades zwischen zwei Unbekannten übereinstimmt mit 
der Zahl der Glieder in der homogenen Gleichung n"" Grades 
zwischen drei Veränderlichen. Diese beiden Gleichungen 
sind gleich fähig, irgend eine besondere Curve darzustellen, 
da sie dieselbe Zahl von Constanten enthalten. 

319. Tangente. Da die Coordinatenwerte irgend eines 
in der Ver bindungsgeraden von x/ und x" Hegenden Punktes 
von der Form Ix^' -\- mx" sind (§ 69), so können die Punkte, 
in welchen jene Gerade irgend eine Curve schneidet, dadurch 
bestimmt werden, dafs man diese Werte an Stelle der Ver- 
änderlichen in ihre Gleichung substituirt und die aus der 
resultirenden Gleichung entspringenden Werte des Verhält- 
nisses l : m ermittelt. 

So werden (vgl. § 160) die Schnittpunkte jener Geraden 
mit dem Kegelschnitt S== durch die quadratische Gleichung *''^) 

-i-2lm{aiiX^'a;i" -\- a^^Xg' x^" -{- %V^»"+ "^8 (^' V+ ^"^a') 
4- asi(Xg%"-^Xs"x^') +<hi{XiX/'^Xi"x3') ) +)» Viiif^/'^+^aa^"^ 

+ «3a^s"^+ ^<hsx/'x^" -{- 2as^x^" x^" -\- 2aj^Xi" x^") = 
bestimmt, die wir mit leicht verständlichen Abkürzungen in 
der Form schreiben wollen 

Wenn der Punkt x^' in der Curve liegt, so verschwindet 
S', und die quadratische Gleichung reducirt sich auf eine 
lineare. Ihre Auflösung für l:m = — ■ S" : 2F gibt für die 
Coordinaten des Punktes, in welchem der Kegelschnitt durch 
die Gerade von einem seiner Punkte x^ nach einem will- 
kürlieh aufser ihm gewählten Punkte Xj' geschnitten wird, 
die Werte 8"x^ — 2 Px^'. Dieselben rednciren sich auf a;/, 
sobald P = ist. Wenn also die Coordinaten «/' die Gleichung 

4- ßjj (X^X^'+ Xs%) + «31 (XgX^' + Xs%) + «jB (x,Xs' -f Xi%) = 
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Tangente und Polare tles Kegele chnitt-es, 561 

erfüllen, so sclmßidet die Verbindungegerade der Punkte 3;/ 
und x'' die Curve in zwei in a;/ znaammenfallenden Punkten, 
oder mit andern Worten, der Punkt x" liegt in der Tmi- 
gente des Kegelschnittes im Punkte x^. Somit ist P ^ 
äie Gleiehwng der Tangenk des KegelschniUes. 

320. Polare. Auf Grund der YoUständigen Symmetrie 
der betrachteten Gleichung nach den Gröfsen Xi und a;/ er- 
kennen wir, (§ 155), dals diese Gleichung die Polc^e des 
Ftmktes x^ darstellt, sobald derselbe nichi in der Cunre Hegt. 
Wir können den nämlichen Sehlufs aus der Bemerkung 
(§ 160) begründen, dafs P = die Bedingung ausdrückt, 
unter welcher die Verbindungsgerade der Punkte xl und x" 
durch die Curve harmonisch geteilt wird. 

Die Gleichung der Polare des Pimktes x^ kann in der Form 

+ x^ {a^^x^ + OsB»^ + a^^x^) = 
geschrieben werden. Der in dei-selben auftretende trinomisehe 
Factor von x^ ist aber je die Hälfte des nach x^ genommenen 
Differentialquotienten der Gleichung des Kegelschnittes, welche 
Hälfte wir abkürzend durch 8^ bezeichnen wollen. So geht sie 
über in 

P = 2^x!S, = x^S^ + x^'S^ + <S, = 0. 
Insbesondere ist filr x^' = 0, x^ = die Polare des Funda- 
mentalpunktes ^1 durch Sj '= dargestellt *) ; die Gleichung 
der Polare des Fundamentalpunktes ^4, wird gebildet, indem 
man den nach x^ genommenen Differontialquotienten 8^ der 
Gleichung des Kegelschnittes gleich Null setzt. 

Da die Gleichung der Polare bei der Vertausehung der 
Xi mit den x^ ungeandert bleibt, so kann sie auch in der 
Form geschrieben werden 

P = Zxß; = x^8^ + x^S^' -f x^S^ = 0. 

*) Die Daratellung von 3 = in der Form 

(a„a;,-|-«ijXj-|-a.8a^)'+(oii(i,,— %,^)iei'-f-2(«i,Osj— Ois»,s)a^a% 

-I- («,. 038-0,-')^/ = 0- 

m der die letzten drei Glieder darcli ihr VerBchwinden zwei Gerade 

dnrch .4, darstellen, giM auch {§ 274) «nie, -l-OisiBj -j- «[ja^a = als 

die Polare von A^ und begründet damit Aas Folgende ihreraeits. 
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562 XVII. Die allgemeiEO iiomogene Gleiotung zweiten Gradea. 321, 

Diese Yertanschbarkeit der x^ uud x^ begründet aber die 
Sätze des § 157. Wir kötmeD die S/ geradezu als die Coordi- 
natea der Polare ron x'^ nehmen. 

B. l) Porapectivische Lage der polar -conjugirten Dreiecke. 

Dem Fundamentaldreieek iBj^ = 0, a^ = 0, a-g = ist polar- 
conjugirt das Dreieck S^ = 0, S^ = 0, Sj == 0. Die Verbindungs- 
linien entsprecliender Ecken sind «gjS, = 'H\^% ^^ ^la^ai ^^^ 
Schnittpunkte entsprecliender Seiten Ä^^^ = -^si-^ ^^ -^is'^a 
(§ 6i> 4). 

2) Ein Polardreieck 5C(', a:/', sc/" ist bestimmt durch o;,', a^'i ^'i 
a^,", a!ä", aig" (§ 159) vermöge x^' 8^ = — x^'S^' — x^'%' und 
Xj" ; x^'" : Xg" 
= (Sj'Ss" ~ !Ss"Sg") : (S^'S^" — Sg"S,') : (S/ÄV' — ■S/'^a')- 

321. Discriminante. Wenn eine Cm-ye zweiter Ordnui^ 
in ein Linienpaar degenerirt, so geht die Polare eines jeden 
Punktes ihrer Ebene dui-ch den Schnittpunkt der beiden Ge- 
raden. Avis der Formel des letzten § geht auch iierror, daTs 
die Polare irgend eines Punktes in Bezug auf das Linien- 
paar x^x^ = durch x^'Xi + %«,' = dargestellt wirdj die 
bezüghch desselben hai'monisch conjugirte Gerade zu der 
Verbindungslinie x^'x^^ — x^x,^ = des Schnittpunktes von 
3^^ ^= a^ = mit dem gegebenen Punkte, Wenn daher die 
aligemeine Gleichung S = ein Linienpaar darstellt, so sind 
die Polaren der Fundamentalpunkte 1|0|0, 0|1|0, OjO|l 
bez. «1 =0, Sg = 0, ,% = oder 

drei Gerade durch einen Punkt. Indem wir wie in § 32 die 
Bedingung dafür durch die Elimination von x^, x^, x^ zwischen 
diesen Gleichungen ausdrücken, erhalten wir die früher durch 
andere Methoden gefundene Coeffieientenrelation, welche er- 
füllt sein muTs, damit die allgemeine Gleichimg zweiten 
Grades ein Linienpaar darstelle. 

In der Form einer symmetrischen Determinante der ß|j, 
entwickelt wie in %% 59, 163, ei^ibt sich die Discriminante D 
und die Bedingung des Zerfallens D = 0. Auch im Folgenden 
werden wir die Unterdeterminanten fon D stets mit Ä;^ be- 
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zeichnen. Es sei erinnert, dafs dann die aus den A^f. ge- 
bildete symmetrische Determinante den Wert D^ und ihre 
TJnterdeterminanten A,j die Werte Da^j erhalten. Die Coordi- 
naten des Doppelpunktes des Linienpaares S ^ lauten dann 
< : < : x; = 4, : Ä,^ : A^^ (i = 1, 2, 3). 
322. Tangentialgleichang. Die Auflösung linearer Glej- 
ehungen wenden wir ferner an auf die E^age nach der Se- 
siimmung der Coordinatm des Poles einer Geradelt 1^ oder 
Si*i+ ^ä^+ S3*a= in Bezug auf den Kegelschnitt 5 = 0. 
Sind Xi die gesuchten Coordinaten, so gelten die drei linearen 
Gleichungen 

Ä,' = ii- Ä; = g,, s; = i,. 

Indem wir sie für a;/ auflösen, erhalten wir nach der soeben 
festgesetzten Bezeichnung der Diaeriminante 

Die Coordiuaten des Poles sind also stets reell, so lange die 
Gerade es ist, und umgekehrt. 

Da insbesondere der Pol einer Tangente des KegeJ- 
schnittea ihr Beriihi-ungspunkt also ein Punkt dieser Tan- 
gente selbst ist, so erhalten wir durch Einsetzen obiger 
Coordinatenwerte x^ an Stelle der Veränderlichen iu die 
Gleichung dei- Geraden die Bedingung, unter welcher die 
Gerade 1; den durch die allgemeine Gleichung dargestellten 
Kegelschnitt berührt, d. h. in der Form 

die Gleichung 27 = des Kegelsdmittes in Lmiencoordmaten. 
Diese Entstehung der Tangentialgleiehnng kann auch 
dadurch ausgedrückt werden, dafs man sa^, sie sei das Re- 
sultat der Elimination von x^', x^', a;/ und p zwischen den 
vier Gleichungen, denen die Coordinaten des Poles genügen 
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564 XVIl. Die allgemeine homogene Gleichung Kweiten GradeB, 322. 

Dann erhält man sie nach § 88 in der Form einer gleich 
Null gesetzten Bymmetrischen Determinante 

^1, i , Ib, I 
die man als die mit Liniencofidmaten gesäumte Diifi immante 
bezeichnen kann Man findet auch flii die Bedingung, untei 
welcher zwei Geiade | , |, sich auf dem Kegelschnitt schneiden 
das Verschwinden der zweifach nimhch mit den ^ und £ ge 
säumten Discrimmante 

Im Folgenden soü mime} S^O du GUicImnq de', Kegel 
sclmities in Limencoordtnaten mtsdrucken, desben Gletckung in 
PunktcoordiMattn S^O ist 

Man sieht sofort, dafs die Coordinaten des Poles dei Ge 
raden §; in Bezug auf den Kegelschnitt U = bis auf einen 
gemeinschaftlichen Factor durch die in Bezug auf die fi, ge- 
Ijüdeten Differentialquotienten Ton U ausgedruckt sind, also ent 
sprechend (§ 320) durch 2^f bezeichnet weiden Nun befinden 
sieh unter den Strahlen A|;' + f*!/' eines Büschels Tangenten 
wenn die Substitution dieser Binome in 2^^ ü diese Gleichung 
für bestimmte Verhältnisse X : fi befriedigt Da^ Resultat 
kann man wiederum schreiben 

x^i:' -i- 'Ji(in -{- ii's" = 
wo JT= |,z;/ + i.z',' + I32;; = ^.'s, + i,'i;, + ^,'s, 

ist. Daher ist J7 ^ die Gleichung des Poles von ^' m 
' Linienoot^dinatm oder überhaupt die Bedingimg, damit 3wei 
Gerade ^, 1/ in Besug auf U == conjiigirie Polaren sind. 
B. 1) Man soll die Coordinaten des Poles der Geraden 1^ in 
Bezug auf den Kegekehaitt (%Äij)^ + («giCg)^ + (oga^g)' ^ 
(§ 316) bestinunen. In diesem Falle ist nach dem a. 0. die 
Taogenti^gleichnng 

die Coordinaten des Poles sind also 

V = «^ig + «s^ai V = «dii + <*i^9> < = «ils + «all- 
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2) Den Ort des Poles der Geraden |^ in Bezug auf eiaen 
Kegelschnitt au beatinunen, für welchen drei Tangenten und eine 
andere Bedingung gegeben sind.^"*} 

Wenn wir die Schlnfa - Gleiehnagen von l) für o,, a^, % 
auf lösen, 90 finden wir «j , a^, 013 den Gröfsen 1^(13%'+ l^a!/ — liHi')- 
ia(l3%' + ^i< — IsO' ^b(IiV + iaV — ^aO proportional. 

Die Gleichung bezeichnet aber einen Kegelschnitt, der die 
drei Fundamentalliniea % = 0, ie^ = 0, a;, = berührt; eine 
vierte Bedingung, welcher der Kegelschnitt genügen mufs, be- 
gründet eine weitere Eelation awigchen a^, n^, o^, aus welcher 
durch Einsetzen der eben angegebenen Werte die Gleichung des 
Ortes hervorgeht, den der Pol von |; beschreibt. Schreiben wir 
für ^ die Seitenlängen l^ des Fundamentaldreiecks, so erhalten 
wir in derselben Gleichung den Ort des Centi-ums. So achliefsen 
wir aus dem Nachweis difs der Kegelschnitt die Gerade ^' be- 
rührt, wenn S(a § } ^ dafs der Ort des "Pols der Geraden |/ 
in Bezug auf den die tifr Geraden x^ ^0, x^ = 0, % = 0, 
Si^'Xf = berührenden Kegelschnitt die durch 

IT" "'" I,' "^ Ib' ~ 

dargesteUte Gerade ist. (§317, 1 speciell für den Fall des Oeni^oms.) 
Odei, weil der Kegelschnitt durch den Punkt x^ geht, wenn 
die Bedingung sy(ajXi) = erfüllt ist, so ist der Ort des 
Poles det Geraden |; in Bezug auf die Kegelschnitte, welche die 
(leraden 3"^ = 0, a^ ^ 0, Xg = berühren and den Punkt Xf 
enthalten, durch 
IS,»!, (srt + !,», - 1,0:0)4 + llA'fei, + Si», -- Sa)!* 

+ {l,<(ä,% + iA -&«■))* -0 
ausgedrückt. Dieser Ort ist also ein Kegelschnitt, welcher die 
Geraden i^^^ + ggiüg — t,^!«^ = 0, 1,^3 + l^a:, — g^a^g == 0, 
li% + ^!^ — k% = '^ berührt. Wenn man den Ort des Cen- 
trums Sttcht, d. h. die |; durch die l^ ersetzt, so sind diese Ge- 
raden die Verbindungsgeraden der Mittelpunkte der Seiten des 
von ^^ = 0, it:^ ^ 0, a^ = gebildeten Dreiecks. 

3) Man soll die Coordiuaten des Pols der Geraden 1; in Be- 
zug auf den durch die Fundamentalpunkte gehenden Kegelschnitt 
^B^^'s + 031^8% ~l" "12^1% "^ bestimmen. 

Nach § 315, 6 ist die Tangentialgleiehung 

die Coordinateu des Poles sind daher 

■*i' = ßs3(«3s^i — «ai^s — ttia^s)) < = »3i(«ai5a — «läSs — «23^1)' 
V = %a i<hak ~ ^sk — «bj^)- 
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566 XVII. Die aUgemeine homogene Gfleichiing zweiten Grades, 322. 
Man hat also a^^Xg -j- a^^x^' == — ^'hs^s'^is^i^ "^'^ ebenso 

und findet wie ia 2) «gj, o^j, a^s ^^^- proportional zu 

Da nun die Bedingung, unter welcher ein dem Dreieck ib^ = 0, 
d^ = 0, aig ^ umgeschriehener Kegelschnitt durch einen vierten 
Punkt Xf hindurchgeht, durch ^ -| — Li _j_ !fi4 ^ dargestellt 

ist, so ist der Ort des Poles von g^ in Bezug auf einen durch 
vier Punkte gehenden Kegelschnitt 

J-(S,«i+«A-SA)H-*,(lA+gA-|,«,)+Jft.,+|,ai-lrt)-=0. 

Für den Ort des Centrums ergibt sich daraus ein durch die Seiten- 
mitten des Pundamentaldreiecks gehender Kegelschnitt (§ 298, 10). 
Die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt eine Gerade 
bertikrt, liefert den Ort des Poles der Geraden |( in Bezug auf 
einen durch die drei FundamentaJpunkte gehenden und jene Ge- 
rade berührenden Kegelschnitt, als 

Dieser Ort ist im allgemeinen eine Curve vierter Ordnung.'"'*) 

4) Man beweise folgende Sätze: Wenn zwei Kegelschnitte 
mit einem dritten Kegelschnitt in doppelter Berührung sind, so 
Hegen die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten mit 
den Polen der Berühmngsa ebnen in einer Geraden und bilden 
mit ihnen eine harmonische Gruppe (vgl. § 278). 

Wenn drei Kegelschnitte zwei za allen gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so Hegen die Schnittpunkte der übrigen, jedem 
Paare gemeinsamen Tangenten in einer Geraden. {Vgl. § 279, '( 

5) Wenn man von einem Punkte aus, welcher auf einer 
festen Geraden fortrückt, an eine Curve zweiten Grades die Tan- 
genten zieht und zu diesen und der festen Geraden in jedem 
Falle einen vierten Strahl so bestimmt, dafs er mit jenen ein 
constantes Doppelverhältnis hat, so umhiülen alle Lagen desselben 
einen Kegelschnitt, der den gegebenen doppelt berührt. 

Sind a und b die zwei Werte l : jt, welche in i|^ -|" d/ 
eingesetzt die Coordinaten der Tangenten liefern und ist das 
gegebene Doppelverhältnis durch d bezeichnet, so ist entweder 
a:h = d oder ixa^d, so dafs (a — hd) {p — ad) = öder 
«6 {1 -f- d«) = (fl* + h^ d, daher auch ah (l + d^ = {a + bfd ist. 

Setzt man für das Product und für die Summe der Wurzeln 
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IlnbeBtimmtheit von. Pol oder Polare. 567 

ihre Werte aus i^^ + 2i^J7 -[- (<^2' = 0, so ergibt sieh als 
Gleichung der Enveloppe 

2:2;' (1 + äy — idn^ = 0. 
Dentt man 1/ als bekannt, so ist Z' eine Constante und kann 
mit den übrigen Constanten zusammen in einem Zeichen v ver- 
einigt werben, so dafs dann £-\-vII^^O die Gleichung der 
Enveloppe ist, Sie stellt ein System, von Kegelschnitten dar, 
welche mit dem festen Kegelschnitt £ = eine doppelte Be- 
rührung haben, für die der Punkt 11=0 der Pol der Berüh- 
i-ungssehne ist. (Vgl. § 275). 

6) Man soll ein Polygon construiren, welches einem festen 
Kegelschnitt umgeschrieben ist und dessen Ecken in gegebenen 
Geraden liegen. (Vgl. § 311). 

323. TJnbestimmtheit polarer Zuordnung. Die vorige 
Untersuchung wird hinfällig, wenn ea eintritt, dafs die ein- 
deutige Zuordnung des Pols zu einer gegebenen Polare eine 
Ausnahme erleidet. Es entspringt so die Frage: Wann hat 
inBemg <mf emen KegelschmU eine Gerade unendlich viele Pole? 

Eine UnbeBtimmtlieit des Pols ist offenbar an die Be- 
dingung D ^ geitnüpft. Die im aUgemeinen zur Bestim- 
mung dienenden Gleichungen werden jetzt zu Bedingungen 

welelie v n lei I laie erf llt weiden müssen, damit ihr un- 
enU ch v ele Pole ent pie h 

Andeise ts kann aber D = U als das Resultat der Eli- 
mmat n von diei lubekinnten Gröfsen z^, s^, Sg zwischen 
die linearen Glechingen 27 /^^ =0 oder 
S =0 5 =0 Ss=0 
dngesehei weiden Dann ist abei Sx^S^ identisch Null für 
den Punkt z d h es exibU t e i Punlct s^, desseit Polaa-e 
voUtg imiest^mmt tst Seme Coordinaten ergeben sich in drei 
Formen '^ s^ Zg = A A A^ Alsdann hat man auch 

^\ 3 i i 3 = -^i -^i *.8> 1 3 ■^B^'^U^ = Aw --^35 = ^33 ■ 

Für D = sind also die adjungirton Elemente den Quadraten 
und Producten von drei tfrÖfsen proportional 
A,t = m0,Zi. 
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Subatituirt man min diese Werte in die ursprüngliehen 
Bedingungsgleichungen, so gehen sie über in 

= e^sy^ = ^a^li^ff = g^^yi, d. h. sy^ = 0. 
Jlso haben nw solche Gerade als Polaa-en unendlich vide Pole 
wdeke ^trch den OMsgeseiehneten Punkt z^ gehen. Aber dieser 
ist selbst ein Punkt des Kegelschnittes, denn die Substitution 
der S; in S ^ gibt das Polynom ^afj^A^^, dessen Wert im 
allgemeinen 3 D (§ 86), hier also Nnll ist. 

Verbinden wir ferner S; mit einem beliebigen Punkte x^. 
des Kegelschnittes durch eine Gerade, so ei-weist sich diese 
als ein Teil desselben. Denn die Substitution Is^ -f- mXi £ür e^ 
in 5=0 liefert die Oleichnng l^S' + 2lmP -\- m'S = 0. 
Diese ist aber identisch erfüllt, d.h. läfstüim völlig unbestimmt, 
weil sowohl S ^ 0, j5'=0 als auch P=0 ist nach den 
Voraussetzungen. Somit besteht der singulare Kegelschnitt 
aus zwei Geraden, die sich im Punkt s^ sehneiden. 

EnMich erfüllm die unendlich vielen Pole einer durch S; 
gehenden Geraden ebenfalls eine Gerade durch Sf. Denn ist 
2;|(j9( = die Gleichung eines Poles x^ von |;, so ist auch 
ls^-\-mx^ ein solcher, weil identisch 2^|jS/= ist. 

Die Geraden, in die der Kegelschnitt zerfällt, werden 
bestimmt, wie folgt. Sind ihre Coordinaten «;, d,., d. h, ist 
S^Da^- h^, so ist 

Anderseits kann aber für den Schnittpunkt a^ = 0, b^ = 

3,. = ^ («j6^ — %^j)j ^Iso m = — ■ 1 
gesetzt werden. Dann besteht das Gleichungssystem 
Ojfei ^ «^ , a^i^ = "^la — ^8; ''8^1 ^ ^11 "i" ^n 

«£&3 = «13 + ßg, ßgfeg = «SS , «364 = ö^j ~ 01, 

^% = 'hs — •^S) %^9 '^ "sa -i- ^i> 'h^a = ö'aa- 

Zugleich ergibt sich für die Bestimmung der Coordi- 
naten 6|' einer Polare zu gegebenem Pol *'/ 

Sj = bfSa^x^' + a^Sh^x^ oder §/ = b^a^, 4- «jÖ^-- 
Derselbe Gang der Untersuchung beleucbtet den dualen 
Ausnahmefall der zei-faUenden Curven zweiter Clasae. InBemg 
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Von der I-Gleichung zweiten Grades zur a:-Glcichnng, 569 

cmf ein Punki&pawr geJtört su jedem Punhte ihrer Verhindunffs- 
geraden 1/ als Fol eine wAestimmte Polare, deren verschiedene 
Lagen einen sweiten Pwikt dersMen Geraden % vmküUen. Dieser 
Gnaden selbst entspricht ein in der Ebene vöUig wiUhUrlicher PoL 

324. Büokübergang von 2 zu S. Offenliar können wir 
den Übergang des § 322 von der Ortagleichung S = zur 
Tangentialgleicliuiig S ^0 auch umkehren, indem wir die 
Betrachtung dualistisch durchführen. Also repräsenUrt eine 
Gleichjmg sweiten Grades in lAmencoordinaten einea Kegel- 
schnitt, dessen Ortsgleichung erhoMen wird, indem man die Dis- 
criminante der gegebenen mit den x, „säumf. 

Das Resultat ist aber mit nmgetehrteni Zeichen 
2f<i,,a!iX^ = OSa^i^cCiX^ = ■ S==0. 
Also ist der ausgesprochene Satz nur so lange richtig, als 
D von Kuli verschieden ist. Dies bedeutet: Nur nicht-ser- 
faMende Ourven sweiter Ordnung 'und auch von der sweiten 
Clause und mngelcehrt. Das Liaienpaai ist m der That von der 
ersten Glasse, das Punktepaar von der eisten Ordnung (§292). 

Dagegen ist unter der Voi aussetzung D ^^ auch A^^ = 0^ 
insbesondere 

AiAk — Ak=^, also ^,t = y^-y^ji. 

Daher ist die Tangentialglejchung nnes Lvnienpaares 

-~£= (|,y^j, + lYA,, + t,yA,,y = 

das Quadrat der Gleichung seines Doppelpunktes. Multipli- 
ciren wir immiich — 2^ mit A^, so entsteht die Gleichung 

(4J, + X„|, + A,S,)'-0. 
Ebenso geht die Enveloppengleichung eines Pimktepaares 
dualistisch in das Quadrat der Ortagleichung seiues Trägers über. 

B. Wenn ein Kegelschnitt durch zwei feste Punkte geht, 
und mit einem festen Kegelschnitt eine doppelte Berührung hat, 
so geht die Beruhmngssehne desselben mit diesem letzteren stets 
durch eiaen festen Punkt (§ 278). 

Denn, wenn 5 = deu festen und S^(^Xi-\-^x^ -f-gjaij)* 
den andern Kegelschnitt darstellt, so liefert die Substitution der 
Coordinaten der beiden gegebenen Punkte 
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570 XVn. Die aUgemeine homoi^cne Gleiclrang zweiten Grades. 325. 
diso auch 

(i,v + s.%' + k'k) >'«"- + (!,%■■ + siV + s.%'0 y«'. 

Diese Gleicliimg drückt aber aus, dafs die Sehne |; durch einen 
oder den andern von zwei festen Ptuikten geht, weil Ä', S" be- 
kannte Constanten sind. 

325. Allgemeine Farametermethode. Betrachten wir 
den Kegelschnitt als Erzeugnis projectiviecher Büschel, so 
kann man diese, falls sie nicht perapectivisch sind, immer so 
gegeben denfeen, dafe die Gleichungen lauten {§ 302) 

Die Cfleiehung des Erzeugnisses ist dann 

wo a^ = 0, c^ ^ die Tangenten in den Endpunkten der 
Sehne 6^ = sind, Eliminirt man aus denBüsehelgleichungen 
mittelst §^ ^ die Coordinaten x^, so erhält man zur Be- 
stimmung derjenigen Werte TOn k, welche den beiden Schnitt- 
punkten der Geraden |; mit der Gurre entsprechen, die Be- 
dingung sgleichung 

I ll , h , ^8 i 

I \ + ^^(^11 h + ^<^i f>a 4- ^% ' 
Wir bezeichnen nun das System der adjungirten Elemente 
der nach der Voraussetzung niclit verschwindenden Determinante 
■%, «a, «3 1 Äi, A^, Äg] 

r= |6j, ig, J,! mit B,, B^, bA = »-ä. 
! Ci , t^ , 03 ! C, , t?s , Ca ! 

Dann ist die Entwickelung des Eliminationsresultatea 

C^ + 7cB^ + P.i^ = 0, 
falls die linearen Symbole gebraucht werden 

Ag = £Ä,^i, B^ = ZBi^f, C^ = 2;C,|^. 

Dabei definiren A^^O, C^^O die Berührnn^punkte der 

Tangenten c^ ^0, ff„ = 0, imd B^ = deren Schnittpunkt. 

Soll nun die Gerade |; eine Tangente der Curve sein, 

so mufs die Gleichung für k gleiche Wurzeln haben: 

4A-Cj — B/ = 0. 
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Diese Taugentialgleichuag der Cm-ve kann wiederum an- 
i werden als das Elimiaationgresultat YOn k aus 



B^ — 2kÄ^ = 0, C^— 2hB^ = 0. 
Diese G^leichungen stellen aber projeetivische Reihea in den 
Tangenten «■^='0, c^=0 dar. Sie sind auch zu den Büseheln 
projectiviscii, imd zwar entsprechen den Tangenten ihre Be- 
rühmngapunkte C^ ^ 0, ^^ = für ft = 0, k= oo bez. 

Demnadt ist das Erseugnis meiter Ordnung stoeiei- pro- 
jectiviscker SirakVMSchel auch em Erzeugnis zweiter Glosse gweier 
projedwischer Punktre^ten (vgl. % 291 f.). 

Aber diese Erzeugui^ liefert unmittelbar auch die all- 
gemeinste Parametennefhode. Denn nach § 303 können wir je 
zwei homogene Parameter einführen mittelst der Definitionen 
va^^l^^v'C^, i'6j = A;i = — ^iJ^, ve^ = (L^='v' A^^. 

Durch Auflösung ergeben sich aus denselben 

Diese x^, |; sind aber vollkommen allgemeine quadra- 
tische Functionen der Parameter k, (i. Darier stellen wmr 
gelcekrl drei quadratische F&rm&n sweier imabhängiger Variabein, 
deren Werte als Punkt- oder lAniencoordinaten i/nterprelwt werden, 
Punkte oder Tangenten einer Curve gwdten Qrades dar.'^'^) 

Die obigen Definitionen, deren kleine UnteracMede zu 
beachten sind, sind so gewählt, dafs dieselben Parameterwerte 
je Punld ti/nd mgehörige Ta/ngente charakteriairen. Man überzeugt 
sieh leicht, dala infolge der Determinanteneigenschaften S%Xi 
bei Einsetzung der Parameter ausdrücke identisch verschwindet. 

B. l) DtuTs eine Gerade ^^ unter der Bedingung ^' == 
einen Kegelschnitt umhüllt, kann auch so gezeigt werden. Die 
Elimination von 1^ zwischen 2^0 und |^ = gibt 

+ 2 (^jjiTg^ — -ii^jü^iCg — A^^x^x^ + A^x^iK^) li ^3 = . 
Bildet man für die Unbestimmte ^ : 1^ die Enveloppe nach § 303, 
so erhält man a;,^ i^A^^^Jj^j, = 0. So sind als specielle Fälle 
auch die Enveloppen §§ 312, 316, 317 aus den Ortsgleichungen 
abzuleiten. 
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2j M h timm di&lh Kgihtt wlh 

t KgLItt S=OÄ=Oj IppltB 

■uhnmg 1 t 

B hn vidurli =0 = ') P Iblmtt 

hnn nS=05=0 dafS— 5= t 

pä t-tfi — 2f(S+5j+ =Oiii Kgllintt 
<1 nut&=UiS=0 dpiltB hmglt D 

d Clligltdild iuilt i-m 

(f + ) =4^Ä (f* — ) =iiiS 
Die Berlürungsseliiieii bilden mit den Schnittsehnen ein hanno- 
nisches Büschel. 

Da die Gleichung in fi vom zweiten Grade ist, so gehen 
durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte des Systems, und weil 
überdies drei Paare von Schnittsehnen ^ der beiden Kegelschnitte 
existiren, so gibt es drei solche Systeme timgeschriehener Kegel- 
schnitte. Ihre Anzahl reducirt sich auf awei, wenn der Kegel- 
schnitt S" =0 in ein Paar voa Geraden degenerirt, weü dann 
nur zwei von diesen verschiedene Paare von Schnittsehaen exi- 
stiren. Wenn endlich sowohl S' = als auch S" ^ in Linien- 
paare degeneriren, so gibt es, wie bekannt, nur ein System 



3) Die Gleichung eines Kegelschnittes, der vier Gerade 
?i = 0, yt = 0, 1/3 = 0, ^(4 = berührt, lautet, Mlsj^Ps — ^an 
= Äj 2j die Gleichung der Diagonalen des Tierseits i.st, 

f,'!^'— 2f(f,v, + ,j,,j,} + 1,' — n 

Setzt man nach emandei die j/, gleich Null, so eihllt man die 
Berührungspunkte dei Seiten und sieht, dafb ihre Verbindungs-' 
linien mit den Diagonalen ein harmoaisehes Büschel bilden (vgl. 2). 
Ein durch diese BeraLrungspunWe gehendei Kegelschnitt hat 
eine Gleichung von dei rorm, 

(•■%'- Sl-C»,!/. + »!/.) + «/ + l-ifV—"/) - 0, 
und die den Werten ft' und A' entsprechende Gleichung wird mit 
dieser identisch für i =^ — A' =^ (fi' — fi) : (fi' -|- fi). 

Hiernach esistirt ein durch die acht Berührungspunkte von 
zwei solchen eingeschriebenen Kegelschnitten gehender Kegel- 
schnitt, der die Gleichung hat 

Man kann ähnliche Ergebnisse bei 2) erhalten. 

Wenn man das Diagonalendrei eck des Tierseits zum Funda- 
mentaldreieck s^x^v;^ = wählt, so dafs a:j + /c^ + aJg = die 
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Seiten des Vierseits bezeiciineii, so erhält man die Gleiclmng des 
eingeschriebenen Kegelschnittes in der mehr symmetrischen Form 

ft^«i^— iii(iB/+ x^^— x^^) + :^* = 0. 
Dieser Kegelschnitt berührt stets die Enveloppe 

(%* + 3^^ — a^^^ = ix^^Xj^^ oder 

(ic, +iCä + iCg)(a^+% — %)(ie3+a;i — a^) (a;, +i)^~3^)= 0. 
Die Gleichung taan endlich in der Form geschrieben werden 
a:a=_^_j_..^/- (ygi. 312). 

4) Die Gleichung eines Kegelschnittes, welcher mit zwei 
Ki-eisen C'=0, C"= Oje eine doppelte Berührang hat/"'') nimmt 
eine einfachere Form au, nämlich 

ft^ — 2f[(C' + C") + (C'— C")ä = 0. 
Die Berührungssehnen des Kegelschnittes mit den beiden Kreisen 
sind durch C — 0" + f» '= Oi G' — G" — ji = dargestellt 
und daher parallel zu einander und gleich entfernt von der Radioal- 
axe der Kreise. Da man die Gleichung dieses doppelt be- 
rührenden Kegelschnittes auch in der Form 

schreiben kann, so ist er der Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe oder Differenz der Taugenten zu zwei gegebenen Kreisen 
conatant ist. Denken wir beide Kreise als nnendlicli klein, so 
erhalt«n wir die Eigenschaft der Brennpunkte des Kegelschnittes 
rücksichtlich der Summe und Differenz der Vectoren. Nehmen 
wir ^ dem Quadrate des Abschnittes gleich, welcher zwischen 
den beiden Kreisen anf einer ihrer gemeinschaftlichen Tangenten 
liegt, so bezeichnet die Gleichung ein Paar der gemeinschaft- 
lichen Tangenten beider Kreise (§ 140). 

5) Nach dieser Methode sind die gemeinschaftlichen Tan- 
genten der Kreise in 

§ 129,i) ]/C' + -[/C" = 4 oder =2. 

§ 130,i) yC -i-yO" =1 oder = (—79)^. 

6) Drei Kreise sind gegeben durch O'=0, 0" = 0, C'^O; 
sind dann »^ = 0, ^, = die gemeinschafUachen Tangenten zu 
C"=0, C"'=ü; ebenso %=0, ^^=0, die zu C"'=0, 
C'=0, und a^=0, Ps= ^ ^^^ ™ 0'=0, 0" = 0; gehen 
ferner 3:^=0, at2 = 0, a^=0 durch einen Punkt, so gehen 
auch 1/^ =0, »/j = 0, 4/3=0 dui-eh einen Punkt. 

37* 
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574 XVn. Die allgemeine homogene Gleichung aweiten Ui-ades. 326, 
Denn sind die Gleichungen der Paare gemeinsamer Tangenten 

so ist die Bedingung, unter welcher it^^^O, a^^O, tc^^O 
sich, in einem Puakte schneiden, t' + t" = t'", und man siebt, 
dafs mit der Erfüllung dieser Bedingung auch ^i=0, 2/^ = 0, 
^3=0 sich in einem Punkte schneiden müssen. 

7) Daran knüpft sieh die Lösung des Problems von Mal- 
fatU: Drei Kreise m iesUmmm, die einander berühren, wnd derm 
jeder zwei Seiten eines gegebenen Dreiecks m Tangenten hat. 

Steiner gab die Lösung: Maa. zeichne die eingeschriebenen 
Kreise der Dreiecke, welche von je einer Seite des gegebenen 
Dreiecks und den Halbirungslinien der anliegenden "Winkel ge- 
bildet werden; da diese Kreise drei gemeinschaftliehe Tangenten 
haben, die dnrch einen Punkt gehen, so gehen auch ihre zugehörigeu 
andern gemeinschaftliehen Tangenten durch einen Punkt. Diese 
sind die gemeinseliaftUchen Tangenten der gesuchten Kreise. '^''*) 

8) Der Satz von 7) läfst sich auf Kegelschnitte übertragen, 
welche einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren. 

Drei Kegelschnitte S — i'i^ = 0, S— «/ = 0, 5 — 2s* = 0, 
die einen gegebenen Kegelschnitt doppelt berühren, werden von 
drei gemeinschaftlichen Sehnen, die ein Dreieck hüden, wie 
% "4" ^a = 0, 2g -|- gg = 0, s^ -{- z^ = i) in sechs Punkten ge- 
schnitten, die auf einem Kegelschnitt liegen. Denn es ist 

S + «,», + «,«, + «,,,_(«- ,,>) + fe + .,) fe + «,). 
Liegen also von jenen Punkten drei in einer Geraden, so liegen 
die andern gleichfalls in einer Geraden. Die Interpretation der 
Gleichnngen in Liniencoordinaten gibt einen weiteren Satz. Mit 
Hilfe dieser Sätze kann das Malfatti'sche Problem und seine 
Lösung von den Kreisen auf Kegelschnitte übertragen werden, 
die mit einem gegebenen Kegelschnitt in doppelter Berührung sind. 

9) Bei der allgemeinen Parametermethode sind die Glei- 
chungen einer Tangente und ihres Berührungspunktes 

k 






\(l, Cj^i , . 



= 0. 



Man bilde die Gleichimg der Verbindangslinie (des Schnitt- 
punktes) von X : (t mit l' : fi in Doterroinantenform; für benachbarte 
Parameterwerte bieten sich dann augenscheinliche Reductionen. 

326. Tangenteupaare. Wenn x^ irgend ein Punkt in 
einer der von einem festen Punkte x,' an eine Curve aweiten 
Grades gezogenen Tangenten ist, so hat die Gleichung des 
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des § 319 zur Bestimmung von / : m für die Schnittpunkte 
Ixl -\- mXi notweadig gleiche Wuraeln. Um also die Gleichung 
der Tangenten zu finden, welche durch den Punkt a;/ gezogen 
werden können, snbstdtuiren wir Ix^ -\- mx^ in die Grleichung 
der Curre und bilden die Diaeriminante der m l:m quadra- 
tischen Gleichung, So erhält man (vgl. § 156) die Gleichung 
des Tangentenpaares an einen Kegelschnitt in der Form 

88' = P^ 
wo S, 8', P dieselben Bedeutungen wie in § 319 haben. Aus 
demselben Grund repräeentirt ZS' = 11^ das Paar der Schnitt- 
punkte einer Geraden 1/ mit der Curve 2^=0. 

Die Gleichung SS' = P^ kann in einer andern Form 
geschrieben werden infolge der Bemerkung, dafs jeder Punkt 
in einer durch x^' gehenden Tangente offenbai' die Eigen- 
schaft besitzt, dafs die ihn mit «/ verbindende Gerade die 
Curve berührt. Demnach haben wir nur die Coordinaten der 
Verbindungslinie von zwei Punkten x^, X^' (§ 69), nämlich 

für ?i, gg. Ig in die Tangentialgleichnng (§322) i'=0 zu 
substituiren. Unter Beachtung der Werte von Ä^,. bestätigt 
man wirklich die Relation SS' — P^= 0, wo 
C^ ^, (iK^aig' — a;/«,)^ 

B. l) Man soU durch Umformung und Entwickelimg zeigen, 
dafs die Diseriminante der Gleichung SS'=P^ verschwindet. 

2) Ort der Schnittpunkte der zu einander rechtwinkligen 
Tangenten eines Kegelschnittes. (Vgl. §181,6)- Die Gleichung 
des vom Pimkte x' | ^' an den Kegelschnitt S = ~ 
Tangentenpaares ist 

^11 Qf — y'f + \i (^ — ^y + Ah {^v — ^yf 

— 2 ^ss (* — x) (V — x'y) + 2^13 i^ — y) {xy — x'^ 
— 2Ä,^(x — :<:')(y — y') = 0. 

Sie reprBsentirt zwei zu einander rechtwinklige Gerade, 
die Summe der Ooefflcienten von x^ und y^ verschwindet, 
die Gleichuag des fraglichen Ortes ist 

As (^' -i-y^~ 2^8« ~ ^AsV + Ai + As = 0. 



yGoosle 



576 XVn. Die allgemeine homogene Gleichung zweiten Grades. 327. 

der Haupt- oder Directorkreis des Kegelschnittes. Für A^^ = 0, 
d. h. für die Parahel, wird er zur geraden Directrix. 

3) Die Direktorkreise der Kegelschnitte einer Schaar mit 
vier gemeinsamen Tangenten bilden ein Bttsctel. 

Denn als lineare Function der Ai,. wird die Gleiehuug des 
Directorkreises durch die Substitution von A^j. -f- kA'^^ für A^/. 
(§ 282) auf die Form S + i5" = gebracht. Ebenso für 

A^t + i^;^ ~\- l'A"^ auf 8 + kS' + k'S" = 0, etc. 

Die Directorkreis e eines Systems S -\- k2' -\- k' 2" = bilden 
also ein Ketz (§ 128). Es ist ein Specialfall hiervon, dafs die 
über den drei Diagonalen eines vollständigen Vieraeits als Dureh- 
messer beschriebenen Kreise eine gemeinsame EadicaJaxe haben. 
Das umgeschriebene Vierseit der Schaar liefert sie für das Büschel 
der Directorkreise.^"*) 

327. Oamot'ßcher Satz, Als ein specieller Fall des 
Vorigen ergibt eicli, dals die von den Fundamentalpuukten 
110|0j 0|ljO, 0|0|1 ausgehenden Tangenfcenpaare 
des Kegels cbnittes S = bez. durch die Gleichungen 

dargestellt werden. Dies kann auch daraus erkannt werden, 
dafs man S = in die Form (§ 320 Anm.) 

bringen kaan. Wenn nun das durch den Punkt 1 1 1 gehende 
Tangentenpaar durch die Gleichungen x^- — hx^=^Q,X2—lc'x^^=0 
ausgedrückt wird, so zeigen diese Gleichungen, daTs die Rela- 
tion lili' = j4j3 ; ^33 besteht, und dafs die entsprechenden 
Grröfsen für die übrigen beiden Tangentenpaare durch A^^ : A^^, 
A^-^:A^i gegeben sind; das Product dieser drei Gröfsen ist 
aber gleich Eins. Indem wir an die Bedeutung von /c (§62) 
erinnern, lernen wir daher, dafs für ^j, A^, A^ als die Ecken 
des Pundamentaldreiecke, D^, D^, D^ als Schnittpunkte der 
von A^, ^; A^, A^\ A^, A^ bez. ausgehenden Tangenten, d. h. 
für ein dem Kegelsdmitt umgeschriebenes SechsseitA^D^A^D-iA^D^ 
die charakteristische BelaHon besteht 

sinDjXi^l, ain D^ÄjAt smPgA ^A^ Bi nD1.d3.Aa sinlJ,.^.^ äinD,A^A, _- 
sinDj.d1.45 maB,A,As ^inDiA^A^ srnD^Ä^A, siv.D,AsA^6inD,A,A, ~ 
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Drei Paare von Geraden berühren den nämliclieji Kegel- 
acbnitt, wenn ihre Gleichungen in die Foi-m 

^/ + 2«s>a^3 + «/ = 0, ^/ + 2a;,Sg?, + s,' = 0, 
h' + 2<2^i^2 + s/ = 
gebracht werden icönnen, wo s^, ^j, s^ lineai'e Functionen 
der Coordinaten vertreten ; denn die vorher gefundenen Glei- 
chungen der drei Tangentenpaare gehen in diese Form über, 
wenn man die Substitution S-^yJ^^ für x^, etc. vollzieht. 

Wenn dieselben Eutwictelungen nach dem Coordinaten- 
system der Ej statt nach dem der 3;^ interpretirt werden, so 
liefern sie eui Kennzeichen für die Lage von sechs Punkten 
m einem K-egelschnitt, das Theorem von Ca/mot}'^^) Dasselbe 
ist duich die Relation 

ausgedrüctt, wenn wieder A^, Ä^, A^ die Eckpunkte des 
Fundamentaldreieeks und .E^, B/; B^, 5/; B^, B^ bez. die 
Paare von Schnittpunkten bezeichnen, welche die Seiten A.^Ä^, 
ÄgA^, A^A^ desselben mit dem Kegelschnitt gemein haben. 
Diese Sätze umfassen bemerkenswerte specielle Fälle, welche 
in den Beispielen behandelt werden. 

B. 1) Wemi von den Ecken des Fundamentaldreieclcs im 
ersten Satae eine, etwa -dj, dem Eegel schnitt angehört, so fallen 
die beiden von ihr ausgehenden Tangenten A^D^ und Ä^D^ in 
eine zusammen, und man erhält eine Gleichung 

Bin D ^Ä^ Ä^ sin -Da A^ sml)^A^ sj 

sin Di A^ A^ sin B, A A, sin Dj A^ A^ sin D,A,A^s. 

welche zu vier Tangenten Ä^D^, A^D^, A^Dg, A^D^ und zum 
Punkte Äg durch die Werte dos Verhältnisses ^nh^A^Aj^-. sinB^A^A^ 
die Richtung der Tangente in diesem Punkte bestimmt. 

Wenn ebenso von den Seiten des Pundamentaldreiecks im 
zweiten Satze eine, etwa Ä^^A^^ den Kegelschnitt berührt, so 
dafs ihre Schnittpunkte mit ihm li^, B^ zusammenfallen, so 
erhält man 

^B, A^B^- A^B^ A^B^- A^bJ' ^ 

A^B^ A^B,' A^B^ A^B/ A^B^" ^ 
Dadurch sind mit der Bestimmung des Verhältnisses A^B^xA^Sg 
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die Beruhiungspiiakte emei gegel enen Geiaden mit emem durch 
viel Puakte gekenden kegelbchnitt bestimmt deren kaimoms he 
Lage zu gewi=(sen gegehenen Elementen oflenbai ist 

Lafst man die Ecken des Fundamentaldreiecks aui dem. Kegfl 
schnitt hegen odei seine beiten iha hertthren, so kommt man auf 
bekannte Sätze zurück (§315). Wenn einer der Punkte .i4j unendlich 
entfernt gedacht wird, z. B. A^ , so liefert das Theorem von Camot 
gleichtalls bekannte »atze, namhch j^ Tr'^ Tr i r" 
aus denen die Sätze des § 162 hervorgehen; der anderen Relation 
entspringen dualistisch entsprechende Sätze. 

2) Das Theorem voa Carnot liefert auch eine Lösung der 
Aufgabe, den Krümmungski-eis in einem gegebenen Punkte eines 
Kegelschnittes zu bestimmen, wenn die Tangente in diesem Punkte 
und drei andere Punkte desselben bekannt sind. 

Wenn B^, Bj', B^ drei unendlich nahe und Bj^, B^', Bg 
drei andere Punkte des Kegelschnittes sind, so ist für den Schnitt 
K des dureli B^, B^', B^' gehenden Kreises mit der Geraden A^^A^ 
A^B^ . A^K = A^B^' . A^B^, also A^K = A^B^ . A^B^ : A.^ B/, 
daher nach dem Satze von Carnot 



AJl=A^I 



A\Bl A-Bi' A-Ba A-B,' 
■^B. ^B,' ^B, A-Bj' ' 



Beim Zusammenrücken von Bg, B^', B^', wobei A^ und B^ auf 
der Curve zusammenfallen, gibt B^B^ die zugehörige Tangente 
und es wird 

AK~AB -^^'- ^^' ^'-^'' 
1 18 ^^^^ j^B,' A^A^ . A,B, 

Der so gefundene Punkt K bestimmt den Krümmungskreis, 

Ist der Punkt Äg unendlich entfernt, so redticirt sich dies auf 

und wenn überdies A^, der Schnittpunkt der Sehnen A^g^ ^lA'i 
die Mitte von beiden ist, so v/iri A^K^^^ 2 .A^B^ -.A^A^. l'ür p 
als den Halbmesser des Kreises undji,-^ *'^ seinen zur Tangente 
in A^ rechtwinkligen Dui-chmesser hat mau A^K^ 2q . cos KA-^B, 
d. h. pp = A-'^i ) wenn j) die senkrechte Entfemung des Punktes A 
von der Tangente in A^ ist, 

3) Die Vereinigung beider Sätze dieses § liefert ferner den 
Satz: Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einen Kegelschnitt 
sehneiden, so sind die sechs Geraden, welche die Schnittpunkte 
mit den bez. Gegenecken verbinden, Tangenten eines Kegel- 
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Schnittes nad als specielleii Fall: Die Geraden, welcke von zwei 
festen Punkten nach den Ecken eines Dreiecks gezogen werden 
können, schneiden die bez. Gegenseiten desselben in sechs Punktea 
eines Kegelschnittes. 

4) Drei Paare von Punkten auf den Diagonalen eines Vier- 
seits, welche zu den bezüglichen Endpunkten conjugirt harmonisch 
liegen, sind sechs Punkte eines Kegelschnittes (§317,s). 

Wir denken das Dreieck Ä^Ä^A^ als das von den Diago- 
nalen Ä C, BD, EF gebildete Dreieck und die Punktepaare B^, J5^'; 
5g, Bä'; Bg, -Bg' als die auf den Geraden EF, BD, AG bez. 
gewählten conjugirt iiamionischen Paare. Dann sind ^j , A^\ 
Bg, B^ Paare einer Involution von den Doppelpunkten AC\ 
ebenso A^, A^; B^, B^ und A^, A^\ B^, B^' bez. Paare von 
Involutionen mit den Doppelpunkten J',ii' und B, D; daher gelten 
die drei Eelationen 

A,B^ A^B^' _'^1 AjB, A^B,' A^E' A^B^ A„B^' J^^ 

Ä^B^ A^Bi'~ Ä^''' A^B^ A^B,'~A^^' A^B^ A,B/~aJ)^ 
und ihre Mulfciplication liefert 

A,B, A,B^' A^B^ A^B^ A^B^ A,B^' _ lA^C A^E 4,1*1 - 
Ä'^a Ä^A' Ä^i A-B.' A-Ba A-ßs' ~ l^G A^E A,b\ ' 
Da liier die rechte Seite den Wert Eins hat, weil ODE Punkte 
in einer Geraden auf den Seiten des Dreiecks A^A^A^ sind, so 
liegen die Punkte B^, B^', Bj, B^', Bg, B^ nach dem Satae von 
Camot auf einem Kegelschnitt. Sind speciell B^, Bg, Bg auf 
einer Geraden gewählt, so liegen Bj', B^', B^ auf einer zweiten 
Geraden wie z. B. in § 317, i. 

328. Um die Gleichungen der Geraden zu bilden, welche 
irgend einen gegebenen Punkt a;/ mit den Schnittpunkten von 
zwei Curven der Ebene verbinden, haben wir für x^ in beide 
öleichungeu Ix^ ■-\' mx^ zu substituiren und zwischen den re- 
sultirenden Gleichungen das Verhältnis l:m%\x eliminiren. 
. Denn jeder Punkt in einer der fraglichen Geraden besitzt 
die Eigenschaft, dafs die ihn mit dem Punkt x^ verbindende 
Gerade beide CuiTen in dem nämlichen Punkte schneidet, so 
dafs die Gleichungen, welche die Schnittpunkte dieser Ge- 
raden mit den Curven bestimmen, eine gemeinschaftliche 
Wurzel haben müssen. In Folge dessen ist die Besultante 
der Ehminatiou zwischen beiden gleich NuU. 

So wird die Gleichung des Paares von Geraden, welche 
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den Punkt x^ mit den Schnittpunkten der Geraden Z, = 
und des Kegelsckaittes ä = verbinden, aus 

;i + OT-L'=0 und ?^5 + äJmP + )ttäS'=0 
in der Form L'^S — 2LL'P + L^8' = 
erhalten. Liegt der Punkt a;/ in der Curye jS'=0, so re- 
ducirt sich diese Gleichung auf die Form L'3 ■ — 2LP = 0. 

B. l) Um von irgend einem Punkte aus die Asymptoten- 
parallelen au erhalten, liat man in dieser Gleichung' für i = 
nur die Gleichimg der unendlich fernen Geraden au nehmen (§330). 

2) Eine Sehne, welche an einem gegeheaen Punkte der Curve 
einen rechten Winkel spannt, geht durch einen festen Punkt. 

Wir gehrauchen rechtwinklige Coordiaaten und hüden wie 
oben die Gleichung der Verbindungslinien des gegebenen Punktes 
mit den Schnittpunkten des Kegelschnittes mit der Geraden 
l^x -}- Ij^ + Ij == 0. Diese Geraden sind rechtwinklig zu ein- 
ander, wenn (§ 87) die Summe der Coefficienten von x^ und ^^ 
verschwindet; daraus entspringt die Bedingung (für ffl^^ ^ 0) 

(!,=«'+ S,/+ 1.) (",,+ <%.) -2i'iik'+«n(>!l')- 
Da 1^, Ig, Ig im ersten Grade in dieselbe eingehen, so gebt die 
Sehne immer durch einen festen Punkt, nämlich durch 

Wenn der erste Punkt die Cnrve durchläuft, so beschi-eibt der 
a weite einen neuen Kegelschnitt. 

Wenn der au dem gegebenen Punkt gespannte Winkel kein 
rechter ist, oder wenn der gegebene Punkt nicht in der Ourve 
liegt, so enthält die in diesem § gefundene Bedingung die 
Gröfseu |,, |j, 1^ im aweiten Grade, und die Sehne wird einen 
Kegelschnitt umhüllen. (§ 304.) 

329. Sohnittpunkte mit einer Geraden. In % 319 ist 
das Paai' der Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit der Ver- 
bindungsgeraden von zwei Punkten x^j x- bestimmt, und 
in den folgenden §§ wurden daraus zahlreiche Ei^ebnisse ent- 
wickelt. Es bleibt Übrig, dem eine Methode hinzuzufügen, 
wie man die Scimitbpunkte einer durch die allgemeine Gleichtmg 
geg^enm Geraden mit einem ebenso durch die allgemeine Glei- 
ckung besUmmfen Kegelschnitt ermittelt. 

Unter den Bezeichnungen S, §320 f., ist 2XfSf = (i mit 
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8^0 identisch; aus der Combination dieser Gleicliiing mit 
der Gleichung der Geraden Zi^x^ = flieJsen die Verhältnisse 

oder durch Einführung eines zunächst unbestimmten Factors e 
~ ax, + S,t, — Aals = 0, — 0Xi + ySJa ~ S^^, = 0, 

d. h. in entwickelter Form nach den x^ geordnet 
*i(«i3^— »ia^3-'^)+'^(«S8l3-0'3a^a )+3^3C«33 ^-»aa I» )=0, 
^(aiilg-ajgli }+^(öials~«33li-ff)+^B(»isS6-»as^i )=0, 
^Mn li-«ii la ) + ^{«aa li— «i3 la )+«3(«jfl §i-«i3 ^a-") = <"'- 
Man bestimmt somit bei bekanntem 6 die Weite der 
Coordinaten der Schnittpunkte aus di-ei linearen homogenen 
Gleichungen. Die Schreibart S%Xf = erlaubt zugleich, 
durch die einfache Vertauschung der x^ mit den |; und der a,. 
mit den^lf, dieselben Gleichungen als Beatimraungagleichuagen 
der Coordinaten ^^ der Tangenten zu betrachten, die von 
einem Punkte 2^ifXf ^ an den Kegelschnitt S= gezogen 
werden können. 

Es erührigt, die Gröfse 6 direct zu bestimmen. Wenn man 
die Gleichungen S^ = SHa^x^ nach den Xi auflöst, so kommt 
0{A,,S^ + ^nS, + Aa-^s) + DCI^S, - %,S,) = 0, 
o{A^,S, + A,^8^ + A^^S,) + D(i,Sg - %S,) = 0, 
6{A,,S, + A,,S, + A,,S,) + D(|,S, - |,S,) = 0, 
und somit nach Elimination der S^, S^, S^ die Relation 
ff^j , tf^a + DIj, e^s — Dg, 

0.^12 — Dgg, Ö-äs3 , 6^j3 + D^i =0, 

e^s + Dg^, ^Aä — D|,, sA,, 
welche sich nach Division durch D^ reduckt auf 
6^ + 2:=0 oder (r = y(— £).*) 
Um die Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kegel- 
schnitt zu finden, bildet man also die mit den Liniencoordi- 

*) Man erhält denselhen Wert, wenn man zwiBchen den oben ge- 
fundenen Bestimmungsgleictungen fQr «[ , a^ , x, diese Gröfsen eliminirf, 
in der Form — o (o* + 2:;) = . 
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naten derselben gesäumte Discrirainante (§ 322) und die 
Quadratwurzel aus ihr; die zwei Werte derselben geben die 
Coordinaten der Schnittpunkte mittelst der obigen tlrei linearen 
Gleichungen.*^^) Für S = geben sie die Coordinaten dea 
B erührungspunkte s . 

Die speciellen Formen der aUgemeinen Gtleiciiung geben 
bequeme Beispiele znx Änwendm^ dieser allgemeinen Methode 
der Auflösung zweier homogenen Gfleichungen vom ersten 
und zweiten Grade zwischen drei Veränderlichen. 

330. Gattungskriterien. Dem Vorstehenden zufolge ist 
die Realität der Lösungen des Gleichungssystems von der 
von abhängig. Eme reelle Gerade schneidet den Kegelsdmitt 
S ^ in zwei reellen oder imaginären Punkten, je nachdetn 
das Stibstittäionsresidtat ihrer Coordinaten in die linke Seite S 
der TamgenUalgleickung negativ oder positiv ist. 

"Wenn wir den Satz dualistisch übersetzen, so müssen 
wir an Stelle von S diejenige Function einführen, die aus S 
ebenso gebildet ist, wie I^ aus 8; dies ist aber nicht jS, 
sondern D ■ S. Das Tangentenpaar eines KegelscImUtes S^O 
aus einem reellen Punkte ist redl oder imaginär, je nachdem 
das St^sUtuUonsresidtat seiner Coordinaten in S und die Discri- 
minante D ^ttgegmgesetzte oder gleiehe Voreeidien haben. Damit 
ist auch das Äufsere und Innere der Cui-ve definirt (vgl. § 161). 

Die Kriterien der Gattung des Kegelschnittes bilden 
nur den Specialfall des ersten Satzes für die unendlicb. ferne 
Ti-anaversale. Sie hängen also davon ab, wie die Coordi- 
naten derselben in dem gegebenen System lauten. Ist S = 
in Dreilioiencoordinaten gegeben nnd bedeuten wieder l^ die 
Seiten, A^ die Winkel des Fundamentaidreiecks, so ist der 
Kegelschnitt eine Hyperbel, Parabel oder Eüipse, je naehdem 
die mit den l^ oder A, gestmmte Discriminante positiv, NuU 
oder negativ ist. Sind aber allgemeine projectivisehe Coordi- 
naten gegeben mit dem Einheitpnnkt von den Abständen e^, 
so sind nach § 85 x^e^ die Dreibniencooi-dinaten, also gelten 
die obigen Kriterien, wenn nur der Saum der l^ durch den 
der Producte ?; • e^ ersetzt wird. Am einfachsten lauten die Be- 
dingungen in Mächeneoordinaten x^ und in Drei p unkt eoordi- 
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naten |,, da Im diese die unendlicli ferne Gferade Einheitlinie 
ist, namlich Hypet'M, Patabel oder Ellipse ist gekennseidinet, 
(liüch fhf Coetficienteiisumme SA^^ negativ, NuM odei- positiv. 

B 1] Nimmt man S^ als Coordiuaten der Polare von x^ und 
setzt sie fui I, m 2; ein, bez. nimmt man S^ als Coordinaten 
des Pol-- von %^ em und setzt sie für x^ in S ein, so ist 

S = \i-2, bez. S=\i S. 
2) Eine Parabel stellt die Gleichung 

(«,«,)* + («,»,)* + (a.i.)t - 
in JDreUmimcoordmafen dai-, -wenn man hat 



1 Ort I 



^-0. 



3) Man soU 
stimmen, ivelelie die Seiten de 

Wenn der Punkt x/ der 
benen Kegelschnittes ist, die 



s Brennpunktes einer Parabel he- 
« Fundamentaldreiecks herülirt. 
eine Brennpimkt eines eingeschrie- 
Verhindungsgeraden desselben mit 
den Ecken des Fundamentaldreieeks somit x^ : x^ = iCj : %' = iCj : 3^' 
sind, so erhält man die Verbindungsgeraden derselben Ecken mit 
dem andern Brennpunkte , als die , welche mit den Seiten des 
Dreiecks die nämlidien Winkel bilden (§ 201), in den Oleichuagen 
ajj^'jBj = a^'^g, x^x^ = ^s'a^i K^^'^^s °= x.^x^ und kann also für 
die Coordinaten des andern Brennpunktes die reciproken Werte 
der xl nehmen.^''') Wenn also die Gleichung des Ortes gegeben 
ist, den der eine Brennpunkt durchläuft, so kann daraus sogleich 
die Gleichung des Ortes gebildet werden, den der zweite beschreibt. 
Wenn speeiell der eine in der unendlich fernen Geraden 
h^i + h^i + ^s^'a ^ bleibt, so durchläuft der andere den dem 
Fundaraentaldreieck umgeschriebenen Kreis 



l. 



h 



^ = oder 2- 



= 0. 



\h''\V 



Die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes 
Parabel sind nack der Relation in 2) durch j-^ 1 7^9 | tj dar- 
gestellt, weil diese Werte den beiden Gleichungen 

S^Xi = 0, ^(flj^i)^ = 
genügen; daher sind die Coordinaten des in endlicher 
gelegenen Brennpunktes die Reciproken ^j^ : a^ für i = 1, 2, 3. 

4) Welche ist die Gleichung der Directris dieser Parabel. 
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Wir finden nach § 320 die Gleickung der Polare für den 
Punkt, dessen Coordinaten wir ehen geschrieben haben, als 

oder ai^i^l^ cosA^ -f" <h^hh '^^■^% + «s^^i's cosAg = 0. 

Wenn man für a^ den ans l) entspringenden Wert sub- 
stituirt, 30 wird diese Gleichung in 

(hhh (i^i cosA^~Xg cosA^) -j- a^lgl^ (a^ cos^^j — x^ cos.^3) ^ 
übergeführt und zeigt, daJs die Direetrix stets diaroh den Hßhen- 
aehnittpunkt des Dreiecks geht. (Tgl. § 62, s; § 229, l). 

5) Ort derBrennpimktederKegelschnitte einer 8chaar(§ 313, 9). 

Wenn wir die vier gemeinschaftlichen Tangenten durch x^ = 0, 
^2 = 0; iXg^ 0, x^ = darstellen und zwar mit der identischen 
Belation (§ 317) 2x^ = 0, so mufs diese nicht nur dui-oh die 
Coordinaten des einen Brennpunktes a!^' | a^' | x^' \ x^', sondern auch 
durch die des andern, d. h. ihre reciproken Werte, erfüllt werden. 
Der fragliche Ort ist daher eine Curve dritter Ordnung von der 
Gleichung 

331. Centrum und Duroliniesaer. Die Bestimmung des 
Pols einer Geraden (§ 322) führt zur Bestimmung der Be- 
dingungen, unter welchen eine Gerade ein Durchmesser und 
unter denen zwei Gerade conjugirte Durchmesser sind, durch 
die Betrachtung der unendlich entfernten Punkte. 

Wenn die Gerade ^^ ein Durchmesser des Eegelschnittes 
ist, so liegt ihr Pol unendlich entfernt und sie selbst geht 
durch den Pol der unendlich fernen Geraden, das Centnini. 
Also hat man in Dreiliniencoordinaten die Delation 

■wo die Coeffieienten der ^^ den Coordinaten m^ | m^ j m^ des 
Centrums proportional sind. 

Um ferner den zur Geraden |; conjugirten Durehmessei' 
zu finden, betrachtet man die Tangente in einem Punkte der 
Curve, d. h. x^Sl -j- x^S^ -\- x^S^ = als parallel der Ge- 
raden Ij, so dafs die Bedingung der Lage ihres Schnittpunktes 
in der unendheh fernen Geraden l^ besteht 

S, &I, - i,fc) + S, QA - lA) + S, (lA - kh) = 0- 
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Werden dann die in den S-^ enthaltenen Veräaderlichen als 
die laufenden Coordiaaten angesehen, so ist dies die Glei- 
ehnng der durch die Eeriihrimgspnntte der parallelen Tan- 
genten gehenden Geraden, d. h. die Gleichung des zum ge- 
geljenen conjugirten Durchmessers. 

Allgemein können wir die Bedingungen, dafs zwei Gerade 
I;, 1/ conjngirte Durchmesser seien, dadurch ausdrücken, 
dafs dieselben mit der unendlich fernen Geraden l^ ein Polar- 
dreieck bilden. Mit der Abkürzung 77 des § 323 lauten dieselben 
m,^, + m,^, + m,^, = 0, m^^^' + m,%' + m^t^' = , JT = 0. 

Wenn sie zusammenfallen, so entstehen die Asymptoten 
als Doppelstrahlen der Durchmesser Involution aus 

Bie Ghiclmng des Ast/mptotenpaares lautet, wenn S*"' das 
Substitutionsresultat der m^ in iS bezeichnet, (§ 326) 

S5(o) _ U'Q^Xi + f^x, + l^x^y = 0, 
da die Bildung der Polaren zu m^ die linke Seite der Glei- 
chung von li mit dem Factor D behaftet liefert. Man con- 
statirt aber nach § 330, i, dafs, falls wir ^^ in .£ einsetzen und Z^l "> 
erhalten, S'-"'' ^ D 2^'* ' ist, also obige Gleichimg einfacher lautet 
S^C") — D (l^x^ + l^x^ + (3X3) = 0. 
Femer bilden die Axen das Reehtwinkelpaar der Invo- 
lution am Centrum. Um sie zu bestimmen, hat man nach 
§ 65 die allgemeine Polarenrelation TT ^ durch die Ortho- 
goualitätsbe dingung zu ersetzen 

-(|J,- + |,|,-)oos^,_0. 

Wenn mau die allgemeine Theorie für Cartesische Coor- 
dinaten specialisirt, indem man (§§ 69, 73) Xg = 1 setzt, so 
entspringt aus der Untersuchung der Pole und Polaren der F-un- 
damentallinien imd -punkte die Theorie der conjugirten Durch- 
messer, die Bestimmung von Mittelpunkt und Asymptoten. 

B. 1) Mau kann für die Eelatiou zwischen den Richtungen a, a 
conjugirter Durchmesser (§ 150) setzen 
Ojj cos « -|- ffljg siu ß 1= ft sin «', «ig cos ß -j- «gg sin k ^ — ft cos a. 
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Für die Asymptoten ist a =^ «', und man erhält 
«j^ cosö + («^j — fi) sinK = 0, («ja + jt) costt-f- a^^ sinß'=0, 
daher a^^ Ojj — «j^^ -\- ^^ ^ oder ft^ ^ — ^33 ; somit 

V cos a cos k' ^ «33, V sin k sLn a' ^ — (a^^ — f*), 

V cos « sin b' ^ — ("(1^3 -f- ft), v sin « sin k' ^ a^ ; 
mit )''' = (0,1 — «33)^ + 4«!^^ = M^ (§ 166). 

2) Für die Hauptasen ist k' = -^m + o imd man erhält 
(%i — X) coso +% sina = 0, «ij cosk -|-" (fhs ■ — 3.) sine ^0, 

Für «ji = Osj, »12 = werden die Hanptasen also unbestimmt; 
dies ist der Fall des Kreises. 

3) Wenn («'—«) ein gegebener Wintel 8 sein soll (§ 186), 
so gelten die Relationen 

a^j eo3 a -\- a^j sin « = p (cos « sin ä + sin a cos d) , 
«3j cos K -|- «33 sin a ^= — p (cos a cos d — sin « sin d) , 
oder (%j — 5 sin S) cos « + (a,^ — p cos d) sin ß ^ , 

(■«,3 + p cos d) cos K + («BB — e sind) sin« = 0, 
und p^ — (fljj^ -|- ögj) p sin d -j- 4j3 = 0; also 

^ cos « ^ «33 ^ p sin d ^ -J- («22 eoB^ d — Ojj sin* d — ö sin d) , 
^ sin« ^ «^3 — p cosd ^ — «j2 — -i-[((iii + «3ä)sind4-<']cosd; 
3 cos« = ^ (tj3 -f- p cos d == — «12 + i[(«ii + «js) sin d -+- ff] cos d, 
g sin K ^ R^^ — p sin d = ^ («^^ cos* d — n^j sin* d — ff sin d) ; 
wobei p^ ^ (% + Ogg)^ sin^d — iA^^. 

Nur so lange sin^d>j^ , " -, ist, ist dieBostimmung möglich. 

Bie Verfauschung von d mit — ■ S gibt das zugehörige a. 

4) Ans den Eelationen, TOn denen in 3) ausgegangen worden 
ist, folgt auch 

a^i cos^ a -\- 2 %2 cos a sin « -f- u^^ sin^ ß = p sin d ; 
dabei- geht durch die Substitution 

a;=Xcos«+rcos«', 2, = Xsin(.+ rsine- 
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die Gleichung des Kegelschnittes über in 

^«+:7^! = li ™i'' d^ = — — ^~x' ^'"^ = ~- A • 
rt' ' ffi ' ' p sm ö Q uno 

Fui- die Hauptasen ist speciell d^ ^ — -r- , d'^ ^ — r; ■ 

Die Transformafcioa zu den Asymptoten vollzieht man dui-ch 

j; = 5:cos«+ Tcos«', 1/ = Z sin « + T sin «', 

(tjj cos^ « + 2 «j3 cos « sin « + '^s ^^^^ ß = , 

«jj cos^w'-|~ 2 %j cos «' sin o' + «j^ sin^«' 

«ji cos ßcoäw' 4- (tj3 (cos« sin«' -4-0030' sin«) -f-t'aa^" 

die Gleichung der Cm-ve wird 3:r = — -^-. (Vgl. § 178.) 

332. Ereisgleichung. Wann stellt die allgemeine homo- 
gene Gleichung zweiten Gi-ades S=0 einen Kreis dar? 
Wir können uns wiederum mit der Vorauasefczting von Drei- 
liniencoordinaten begnügenj indem wir andernfalls die CoefS- 
cienten fl;^ nur durch «ü^ie^ ersetzt denken müssen. Setzen 
wir für die x^ geradezu die Ahstände von den Seiten des 
Fundamentaldreiecka Ä^A^A^, so ist die Constante UliXi=^M 
die doppelt« Dreieckefläche (§ 67). 

Nim gehen wir von dem Potenzhegritf beim Kreise aus 
(§ 114). Schneiden Ji^A^, AgÄ^, A^A^ den Kreis in den 
Punktepaaren Ä,', A^"; A^', Ä^"; A^', Ä^", so gelten die Re- 
lationen 

A^A^' ■ A^A^' = A^A^ ■ A^A^', etc. 
Nennen wir die Abstände x^ von A^, A^" bez. x^, x^', die Ab- 
stände x^ von A^, A^' x^, %", so gibt die Multiplication 
jener Relation mit sin*^ 

Anderseits werden die Coordinaten der Schnittpunkte von 
«j ^ 0, bez. a^ ^ bestimmt aus den Gleichungspaaren 
»j,%* + 2a^a3:j3:g + a^^x^^ = 0, \x^ + l^x^ = M, 
«11 a;^* + 2a^^x^x^ -\- a^^x^ = 0, \x^ -\- \x^ = M, oder aus 
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HieTaus folgt aber 



■hh + ^hih' 
]\ P 

so dafs die erste der obigen Relationen Gleichheit der Nenner 
verlangt. Die beiden anderen entstehen durch cyklische Ver- 
schiebung, also ist die Do^elbedinffimg des Kreises 

in der man noch die Seiten l^ durch ain^i^ ersetzen kann. 

Demnach stellt insbesondere die Gleichung des demPimda- 
mentaldreieok umgeschriebenen Kegelschnittes (§ 315) einen 
Kreis dar, wenn «12 : «as ; «si = ^3 : ^ : ^g iat. Aus dessen Glei- 
chung 

C=l,^,x, -f l,^,x, + l,x,x, = (ygl § 315, 3) 
folgt die Gleichung eines beliebigen Kreises nach § 273 als 

wo a^ die Radicalaxe desselben mit dem umgeschriebenen 
Kreise angibt, während die zweite Schnittsehne l^ unendlich 
fern ist. Somit sind die Entwicldungscoefficienten dieser 
Gleichung die allgemeinen Lösungen der beiden aufgestellten 
Bedingungen durch vier unabhär^ige Gröfsen %, Oj, a^, k. 

Als den Pol von l^ ermitteln wir das Centrum des Kreises 
und als das negative Radiusquadrat die Potenz des letzteren. 
Die Potenz eines beliebigen Punktes erhalten wir aber, wenn 
die Coordinaten als Abstände interpretirt werden, indem wir 
das Substitution 8 res ul tat in die linke Seite der Kreisgleichung 
durch eine gewisse Constante m dividiren.*) Sobald man 
die Potenz eines Punktes direct geometrisch bestimmen kann, 
ist auch m bekannt. 

B. 1) Wenn die Gleichungen zweier Kreise sind 
hC-[-l^-a^ = 0, k'C + l^ • aj = 0, 
so ist die Gleichnng ihrer Eadioalase h'a^ — haj = 0. 

*) In rechtwinkligen Coordinaten ist die Function der cc^ dann 
nämlich mit m (x^ -j- »/') -(-■■■ äquivalent. 
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2) Die dtei Mittclpunldt der Seiten und die drei Fafspimkie 
äer H0im m emem Dreieck, liegen vn demselben Eieise, dem 
Fmerbach sehen Stmse des Dieiecks 

Eiae Ciirve zweiten Grades, duich diese sechs Punkte iat 

it^ Svo-A^ coBjij + 1^ sinnig cosjig + '•i^ 5m -4g cos ^3 — 
{x^x^ siaÄ^ -\- i^x^ a\aA^ -\- i^r^ simlj) = 0, 
denn für iCg ^ eihalt man aus ih) 

oder (a\ sin ^4^ — a^ sin A^ (a;, cos ,4^ — x^ cos Ä^ ^ . 
Sie ist aber ein Kreis, weil man die Gleichung schreiben kann 
(a^ eosjäj 4" "^ cosjIj + % cos^) (x^ aiaA^ -\- a;^ siiL-äj -(- a^ sin^g) 
— 2 (a^jiTj sin Jj + x^x^ sinA^ + ^^x sin Jg) = oder 
(fl^ eo3 J^ + iKj cos A^ -f- x^ cos A^ ?^ — 2 (7 = . 

Man sieht daraus, dafs die Kadiealaxe des umgeschriebenen und 
des Feuerbaeh'schen Kreises die Gerade von der Gleichung 
le^ cos^^ + aij cos^ -f" H ßos-^s ^^ ^ ^^^i ^- ^- ^^^ -'^^^ ^^^ 
Homologie, welche das gegebene Dreieck mit dem durch die Fufs- 
punkte der Höhen gebildeten Dreieck bestianmt. 

3) Kadiealaxe des eingeschriebenen und des Feuerbach' sehen 
Kreises. Die Gleichung des ersten (§316,5) kann geschrieben 
werden 

( X, coa'i^i . x^ coe' 1 Ä^ , x, cos' ^.A, 






l'^-4, CQS'IA COS^jA 



0. 



Also lautet die Gleichung der Eadicalaxe 

2 cos^ \ -4j. cos^ I- A^ cos' -J- 4^ | a;, cos j4, + i^ cos ^g + a 

:=8ui^ sm^ sm^g!^ — :— — ' -*- '^- — ^ - 

oder, durch 2 cos -^ A, cos ^ A^ 
? + £- "■ 



X, cos-Jjli 
äni(4,-J,)" 




Man erkennt nun (§ 316), dafs diese Gerade d 
benen Ereis berührt, in einem Punkte, dessen Coordinaten sind 
sm^ i (A^ — As) I sin^ ^ {A^ ~ A^) \ sin^ ^ (A^ — A)- Diese 
Werte aeigen nach § 69, dafs der Punkt in der Verbiudungs- 
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linjp der Centra enthalten ist, deren Coordinaten 1 1 1 1 1 und 
cos (Ä^ — Ag) I cos {Äg — J^) I cos (Aj — A^) sind. Man zeigt 
in gleicher Weise, dafs der durch die Seitenmittelp unkte gehende 
Kreis alle vier die Seiten berührenden Kreise herührt. !Naeh 
diesem Satze von Fmerhach führt der Kreis seinen Namen. ^^^) 

Der folgende Beweis dehnt den Satz auf die acht Kreise des 
ApoUonisohen Problems aus, die iu der Art in Gruppen von vier 
zerfallen, dafs die Kreise jeder Gruppe von einem tmd demselben 
neuen Kreise berührt werden. (§ 133,) 

Sind l^, ?g, Zg die nach der Gröfse geordneten Seitenlängen 
des Dreiecks, nennen ivir die auTsen hernhrenden Kreise corre- 
spondirend 1, 2, 3 und den eingeschriebenen Kreis 4, bezeichnen 
wir ferner die Längen der äufseren und inneren gemeinsamen 
Tangenten der Kreise 1 und 2 mit 12, 1'2', etc., so mufs, weil 
die Seite \ den Kreis 1 auf der einen und die Kreise 2, 3, 4 
auf der andern Seite hat, nach § 140 die Belation stattfinden 
1'3'- 24 = 1'2'' 34+ 1'4'- 23 und ebenso mufs l'2' ■ 34 + 2'4'. 13 
= 2'3'-14, 2'3'-14= l'3'-24 + 3'4'' 12 sein. Durch Ad- 
dition folgt 2'4'.1S = l'4'-23 + 3'4' ■ 12, d. h. die vier Be- 
rühr ungskreise des Dreiecks werden von einem und demselben 
fünften Kreise berührt, welcher den Kreis 4 auf der einen und 
die Kreise 1, 2, 3 auf der andern Seite hat (§ 134). Zu den 
acht Kreisen des Apollonischen Problems erhält man so acht neue 
Kreise; das Verhältnis beider Gruppen zu einander ist ein gegen- 
seitiges. Zu denselben kommen noch sechs Kreise, die zwar je 
vier der Apollonischen berühren, während doch jeder von ihnen 
nur durch drei der letzten berührt wird. 

4) Man bestimme den Wert der Oonstanten m für die erste 
Gleichung des Feuerbach'schen Kreißes in 2). Weil der Kreis 
eine Seite a;^ = des Dreiecks in Punkten schneidet, deren Ent- 
fernungen von der Ecke A^ bez. gleich ^ ^ und ^ cos A,^ sind, 
so ist das Quadrat der Tangente von A^ an diesen Kreis gleich 
-J-Zjig cos.^,. Aus der Gleichung des Kreises folgt »/^ smA^ cosjIj, 
wenn x^' die von A^ auf die Gegenseite gefällte Normale ist. 
Daher ergibt sich die fragliche Constante aus 

5) Die Constante m für den Kreis 

x^x^ sin.d^ -|- aijfli, sinjij -j- a^jS^ sin.ä.g = 
ist m = — sin A^ sin A2 sin A^ , 

und für den eingeschriebenen Kreis in 3) 

m = i cos* -^ A^ ■ eos^ ^ A^ ■ cos* \ A^ . 
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6) Man bestimme die Entfemung der Cenüa des Pingeschiie 
benen und des umgesehriebenen Kreises (Jf', E) von emandei 

Das Quadrat der Tangente vom Centrum des eiagescbnebenen 
Kreises an den umgeschriebenen Kreis (J>^ — B^) findet man wegen 

^ -!,-«,=. ff gMoh - "'"".tl'.l i Ü'Xt.'^X'"'' ' "*" 
nach einer bekannten Formel gleich ■ — 2 ER'; daher ist 

7) Man bestimme die Entfernung zwischen den Centren des 
eingeschriebenen and des Peuerbacb'scben Kreises. 

Ist 5 der Kadius des letzteren, so folgt aus der Formel 
nnÄi eoB-d, + sin^ cos^i^ -}- sin^j cos^ilg ^= 2 sin^j sin^g sin A^ 
Da _ pS = Jf'S _ jf _fl'; da man aufserdem weifs, dafs JJ = 2 p ist. 
so ist I) ^ M' — Q, öder die Kreise berühren einander (vgl. 3), 

8) Das Centrum des Kreises l^- a^-{-hC^O hat als 
Coordinaten Sf 

j- Qc cos -dj + «1 ■ — ^ «2 cos A^ — «3 cos -dg) , 

-^ {k cos jig + flg «3 cos Ä^^ — «1 cos jig) , 

-T (Je cos A^ -{- a^ — a, cos ^ — a^ cos Aj) . 
Das Eadiusquadrat p^ ist gegeben durch 
fc^e^ : B^ = h^ -\- 2h (a^ cosA^ -\- a^ cosA^ -j- «g cosA^) 
-j- »i^ -\- ^2^ -\- a/ — 2aga3cos.d, — 2%»^ cosJ.g — 2a^a2C0Sjlj. 

9) Die Fufspunkte der von den Punkten x{ und 1 : x,' (§ 62) 
anf die Seiten des Fundamen taldreiecks gefällten Perpendikel 
liegen in einem Kreise. 

Mit Eücksicht auf § 65,5 wird seine Gleichung in der Form 
gefunden 
(a^ »3 sin^ + - ■) (a^'siujii -|" - ■) (a^' atg' sin^j-J- ■ •) ^ sin J.J sinjij siiLig 

xfe «nÄ, + ■ .) ja ».' (< + '^ ^^ J'l "^' + '•' ~ ^■' +-1- 

333. Absolute Bichtungen. Die Gleichung eines Kreises 
in den zu den Dreiliniencoordinaten dualen Tangentialeoordi- 
naten ist schon mit dem Ausdruck des § 65 für den Abstand 
eines Punktes x^ von einer Gferaden ^ gegeben. Ein Ki-eis 
vom Centrum Xi und vom Radius p ist also gegeben durch 
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Die beiden Bedingungen, unter welchen eine allgemeine 
Gleichung SÄf^^^^ = einen Kreia darstellt, folgen aus 

AJt'' — 2ÄJ,lf^ + ^j^;/ = De (§ 321). 
Um die laufenden Coordinaten als Dreipunktco ordinateu inter- 
pretiren zu tonnen, müssen wir ^j dui-ch ?;|; ersetzt denken. 
Die erhaltene specieUe Gleiehungsfoi-m zeigt, dafs alle 
Kreise einen festen ausgezeichneten Kreis ß = doppelt 
berühren, so dafa das Centrum Berührungspol ist. Nun ist 
aber die Discriminante von ß ^ die Function 

1 — eos^^ — cos^jlg — cosMa — 2 eosJ.i cos^ cosjlg, 
die für Winkel eines Dreiecks stets gleich Null ist. Also ist 

die Ta^enUalgleichung der absokitmitichtunffen als der unendlich 
fernen Kreispunkte a^, co^f welche so als ein in ein Puukte- 
paar zerfallender Kreis aufgefafst werden können (§ 282). 

Anderseits ist aber für alle Strahlen |( von nicht ab- 
soluter Richtung gemäfs § 77, 3 daß Substitutionsresultat 
der Coordinaten in £i constant, nändich gleich Jf*. Daher 
kann man jede nicht homogene Gleichung in den ^ homogen 
machen, indem man, nötigenfalls erst nach Quadrirung der- 
selben, die Glieder niedrigerer Dimension mit ß : M^ multi- 
plicirt (vgl. § 68). So kann die Gleichung des Kreises in 
nicht-homogener Form Sx^ 1; = Mq geschrieben werden. 

Die Gleichung der Kreisasymptoten in Dreiliniencoordi- 
naten kann man nach der Methode des § 328 gewinnen, in- 
dem man ausdrückt, dafs zwei Tangenten von ß = durch 
das Centrum iC/ gehen, d. h. oder 

{(s^cTg'- — XgX2'y^2(j'gXi'-—cria:^')('(iX2' — 2gjr/)uosAi } + ■■==■ 0. 
Die linearen Factoren der linken Seite können in die leicht 
veriflcirten Determinantenformen gebracht werden 

X,' , xJ , xJ x,' , 3-,' , ^J =0, 
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oder in analoge, welche vermöge Äj^ -]- A^ -\- Ajf = a resul- 
tiren. Aus diesen folgen durch einige Eednctionea die Drei- 
Imiencoordinalen der absoluten Hicktungen 

Endlich erlaubt die Gleichung der Kreise, welche auf 
die absoluten Eichtungen und das Cenfcrum oder auf die 
Asymptoten und die unendlich ferne Gerade bezogen ist 
(§ 303), auch die Schreibung in Punktcoordinaten 

p^ {x^ ein A^-\- x^ sin A^ -\- x^ ain Ä^'^ — = 0. 

Die Gleichung gibt auch einen Ausdi-uck fttr die Diatanz 
von irgend zwei Punkten. Vgl. §§ 87, 71. 

B. l) Die Gleichung der absoluten Kichtungen stimmt ana- 
lytisch mit der früheren Deflnitdon in § 58 überein. 

Sehreiben wir in entwickelter Form 

X^iXi ^ xSi^ cos «^ + ySit sin cc^ — .£|^; = , 
so ist {Z'%^ coa a^^ + (.^1^ sin a^^ = £1 . 

Wena aber die Quadratsumme der Coeffieieuten von cc und y ver- 
sehwindet, so ist die Gerade au einem der Strahlend -t-^y= parallel. 

2) Man bestiamie den Pol einer Geraden |^' und die Schnitt- 
punkte mit einer Geraden für den eingeschriebenen Kreis (§ 316, 7). 

Die Gleichung des Pols ist 

s,io ~ « fe' + ('- « tn + &(('- '.) i.' + 0- 1.) tn 

+ t,|(i-4)V + 0-«fe')l -0. 

die Gleichung des Centrums also ^|^ + ^la -|- 'gls = 0. Für 
die Schnittpunkte des Kreises speoiell mit der unendlich fernen 
Geraden erhält man eine Gleichung in den Formen 

'i^li^+'/Sa^+ — 2?g7asJs''0''-^i— 2yJaliC0S.dj— 2 cos.d3 = 

3) Eine Gleichung von det Form ijjijg = hSl == const , m 
welche) ijj, t)^ bneare homogene Polynome m den £j darstellen, 
sagt aus, dafs füi emen Kegehchmtt das Product dei normalen 
Abstände semer Tangente von den Biennpun''ten constant ist 
(Vgl § 202, 312, 4) 

Denn sie lepiasentirt einen Kegelsihnitt, dei einem Vierseit 
emgesthiiebcn ist, das die absoluten Kieispunkte zu einem Paai 
von Gegenecken hat, dessen Biennpunkte aho rji^^t ')!! = smd 
Fallen diese zusammen, so ist »j^* =^ eonst , d li alle Tangenten 
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sind von dem Doppelbrennpiinkte (Centrum) gleicli entfernt und 
zwei Gegeneckea des Vierseits gehören der Curve a,n (Kreis). 

4) AUgeaieine Gleichung des Kreises in Dreipunitcooi-dinaten. 

Nach dem Text hat ein Kreis vom Centrum ^a^^^ ■= eine 
Gleichung, welche die Form erhalten kann 

'.■(6i-i.)&-i.)+i.'fe-i.)(i>-y+y(s."£i)&-a 

- («iSi + «.& + «.!>)'■ 

Die Identität einer allgemeinen Gleichung 2^0 mit dieser Form 
erfordert durch Coefflcientenvergleichung die Relationen 

^^— V ^ 'i' — ",' ^ V-fs^ ^ 'i^ — 'i' — 's' — ^" S«! 

^1 ^gg Ag, '~ 2^j5 

^ ia' — ^'' — 1; = — 2«,«, ^ ^^ — ;/— ^a^ — 2«iK; ^ 

Man bildet dann mit If^^A^^c^a^, IJ^cosAfC^ — k^Kj 
drei Paare von Gleichungen deren erstes lautet 



(^i^— ^iic)(^^3CosJj+^3c) + (?g;jCos^a+-^3ic)(^?äCos.d3+Asc) = 
c'(.4a2^33— ^33^— <Aa^/+^834' + 2A34?BCosvlj) + ;/;/siii% = 0, 

— ^i^^ig sin^äg siii.<lj = 0, 

Gleichungen, welche durch l^Hg^ siaÄ^^ = ii^i^lg sin^ sinnig ^ M^ 
vereinfacht werden können. Comhinirt man die drei Paare solcher 
Gleichungen, so findet man 

_ A» Ai — Ai' + Ai A> — As^ — ^ (4;i ^la — Ai ^n) 

" ~ (A. + Aä + A» + 2 As + ä Ai + 2 A,) '/ 

und daher als Bedingungen der allgemeinen Gleichung für den Ki-eis 
(A„A„-A„-] + (A„Ä„-A,/)-i(Ä„Ä„^A„A„ ) _ ^^^^^ 

§ 334. Polarität in KegelsohnittsTstemen. Da die Glei- 
chung der Polare eines Punktes die Coefficienten der Glei- 
diung im ersten Grade enthält, so geht eine unbestimmte 
Gröfse, welche im ersten Grade in der Gleichung eines Xegel- 
schnittes enthalten ist, auch im ersten Grade in die Gleichung 
der Polare ein. Wenn also P = und P' = die Polaren 
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eines Punktes in Bezug auf zwei Eegelaelmitte S = und 
S' ^ sind, so ist die Polare desselben Punktes in Bezug 
auf einen Kegelschnitt des Bflschels j5 + äS' = durch 
F + ftP' = dargestellt. Denn es ist 

(«■ii + ^%'i)ä^i^' + '=<^n-^f>i + +^l''ii'*i''^i + i 

Wenn vier Pmikte eines Ktgelschmtkb gegeben sind so 
geht die Pokire eines gegebenen Punktes ?« Besug auf ihn dutch 
einen festen Punkt.^^*) 

Wenn Q = und ^' = die Polaien eines andern 
Punktes in Bezug auf die Kegelschnitte S ^ und S' ^ 
dai-stellen, so ist seine Polare in Bezug auf S-\-k8'^0 
von der Gleichung Q-{-kQ' = 0. Wir erkennen damit (§ 269), 
daß die Poltwen von zwei Pimlden in JBemg auf die Kegel- 
schnitte eines Süschels swei projectivische Strahlbüschel bilden. 

Ebenso liegen die Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Kegelschnitte einer Schaar S + k2^' ^ (§ 282) in einer 
Geraden, und die Pole von zwei Geraden in Bezug auf eine 
solche Schaar bilden zwei projectivische gerade Punktreihen. 

Wir erinnern dabei an die Erzeugung der Kegelschnitte 
vermittelst projectivischer Bäsehel und Reihen, wie sie im 
g 293 entwickelt worden ist. Da der Schnittpunkt der 
Strahlen P -{-IP' = Q, Q -\- kQ' = der in Bezug auf 
S ~\- kS' ^ genommene Pol der Verbindungslinie der beiden 
gegebenen Punkte ist, so erkennen wir, dafs der Ort des Pols 
einer gegebenen Geraden in Bemg auf oMe Kegelschnitte eines 
Büschels ein Kegdschnitt ist. Die Gleichung dieses Ortes ist 
PQ'-P'Q = 0. (Tgl. § 314, j.) 

Wenn eine mibesUmmte Gröfse im zweiten Grade in der 
Gleichung eines Kegelschnittes auftritt, so mufs sie auch 
in demselben Grade in die Gleichung der Polare irgend 
eines Punktes in Bezug auf denselben eingehen; diese wird 
einen Kegelschnitt umhüllen, wenn jene veränderlich gedacht 
wird (§ 325). 

Wenn z. B. ein Kegelschnitt mit zwei festen Kegel- 
sclmitten eine doppelte Berührung hat, so umhüllt die Polare 
eines festen Punktes einen von drei festen Kegelschnitten; 
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denn die Gleiehung jedes solchen Systems von Xegel schnitten 
enthält nach § 325, 2 die GrÖfse fi im zweiten Grade. 

B. l) Wenn der Pol eine Gerade durchläuft, so beschreibt 
der Schnitt seiner Polaren in Bezug auf zwei feste Kegelschnitte 
einen Kegelschnitt, Der Kegelschnitt entsteht aus projectivischen 
Strahlbüsoholn, weil das Doppel Verhältnis von vier Punkten in 
einer Geraden gleich dem Doppelverhältnis ihrer vier Polaren in 
Bezug auf einen Kegelschnitt ist. Das Doppelverhältnis der Punkte 

liXi — »%%', i^^i — »Wa^/i 's^i — "'b^/i h^i — ■ ™4^; 
ist in der That identisch mit dem der vier Geraden 

l^P = miP', ^P=Ws,P', l^P = msP', l^P^m^P'. 

2) Gleichung des Paares der Tangeaten eines Kegelschnittes 
Ä ^ Ö in seinen Schnittpunkten mit der Geraden x^ = 0, 

Die Gleichung der Polare irgend eines Punktes x{ | a^g' | 
ist nach § 320 x^S^ ~\- cc^ S^ •= 0. Die Schnittpunkte von x^ = 
mit der Curve erhält man durch a^j a^j^' ^ -|- 2 o^j Xj_'x^' -\- a^a a^' ^ ^ 
ausgedrückt. Die Elimination von %', x^' zwischen diesen beiden 
Gleichungen liefert als Gleichung dos Tangentenpaares 

Dies wird zur Gleichung der Asymptoten eines durch die 
aUgemeine Gleichung in Cartesischen Coordinaten gegebenen Kegel- 
schnittes; denn die Asymptoten sind die Tangenten der Curve in 
den Punkton, in denen sie von der unendlich fernen Geraden ge- 
schnitten wird. (Vgl. § 73.) 

3) Wenn ein Kegelschnitt drei feste Punkte enthält und die 
eiae seiner Asymptoten durch einen festen Punkt geht, so um- 
hüllt die andere einen Kegelschnitt, der dem Dreieck der festen 
Punkte eingesehrieben ist. 

Sind t^ = 0, ^ '= die Asymptoten, und ist ^^ = die 
unendlich ferne Gerade, so ist die Gleichung des Kegelschnittes 
t^t^ = l^^. Da derselbe durch die Fnndamentalpunkte geht, so 
^rf seine Gleichung die Glieder %^, a^^, x^ nicht enthalten; ist 
also ^ von der Form a^, so ist ^ von der Form 

■wenn also (3 ^ durch den Punkt a;/ hindurchgeht, so berührt 
nach § 316 die andere Linie (^ = den Kegelschnitt 

^(ai<)i + I, (vf)'' + >, ivf)* - 0- 

Dasselbe Argument beweist, dafs, wenn ein Kegelschnitt 
durch drei feste Punkte geht, und wenn eine seiner Schnitt- 
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Keimen n t eme u Kej,els hmtt S ^ die t le clmiig hat 
<* +''2 +(^3 3^0 de anderen die die clraog enti^ r cl t 

- +^.' +^ .-0 

i) Vt enn em n Bez g auf emen Kegelschnitt s h selb t 
niugi -tes 1 re e L geg hen t md eme e ner S hmtt ebnen 
m t dem Kegels Im tt S = dur h e nen testen Pnnkt geht s 
mh dlt d e andere e nen Kegel chn tt ^) 

Da die < 1 ede x 3 a-jA^ r^x n de lle hung des ge 
gebesen Kegelschn tte fehlen s entsj icbt der I. le hung de 
e en Berül -ung sehne j + i^a + a^x^ = ") d e de aalem 

-f («ä« 3 + 3% ■— sb) + ÖS 3 («8« + 1« s ~ «2« b) 

5) Eine gemeinsehaftlicte Tangente t der Kegelschnitte ^=0 
V ^ berühre sie in den Punkten Ä', A" von den Coordinaten 
a;/, a!;"; man denke P', P" als veränderliche Punkte beider Kegel- 
schnitte (einer in einem) und bestimme den Ort des Punktes C, 
in welchem sich A'P' ond A"P" schneiden, unter der Voraus- 
setzung, dafs P'P" durch einen festen Punkt in i geht.^'^^ 

Wenn P =; , Q = die Polaren der Punkte a;/ , x^' in 
Bezug auf die Kegelschnitte (7=0, T^ bez. bezeichnen, so 
ergeben sich nach § 319 aus den Coordinaten x^ des Punktes 
die voa P', in ■welchem A'C den Kegelschnitt U zum zweiten- 
male schneidet, in der Form Ux^' — ^Px^ und die Coordinaten 
des Punktes P" ebenso in der Form Yx^" — 2QXf. Wenn die 
Verbindungsgerade dieser Punkte durch den festen Punkt geht, 
welchen wir als den Pundamentalpunkt atj^ = ^ = annehmen 
können, so mufs 
(Ux^ ^2Fx^):(Uxs' —2 Px^) = {Vx/' — 2QXi):(VX2" — 2Qxs) 

sein; der fragliche Ort ist daher eine Curve vierter Ordnung, so 
lange die Punkte A', A", beliebig gewählt werden können. 
Müssen dieselben jedoch in einer Geraden liegen, so können wii- 
■diese als die Linie % '= wählen, und fttr a\' = 0, x^" ^ 
wird die vorige Gleichung durch x^ teilbar und reducirt sich auf 
die Curve dritter Ordnung FYx^" = QUx^. 

Wenn aber endlich die gegebenen Punkte die Berübrungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente t sind, so repräaentiren P = 
und § = dieselbe Gerade, und es läfst sich die Gleichung durch 
einen weitem Factor dividiren; sie reducirt sieb also auf die 
Form (7 = fe "F und bezeichnet einen Kegelschnitt, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kegelschnitte hindurchgeht. 
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6) Man soll dem Kegelschnitt S = eia Dreieck einsehreiben, 
dessen Seiten durch die drei Fimdameatalpunkte gehen (§ 311). 

Die Verhindungslinie des Punktes X; der Curve mit dem 
Punkte x^ ihrer Ebene hat noch einen Punkt von den Coordi- 
naten S'Xf — 2P'xi mit der Curre gemaiu (§ 319). Wenn dann 
der Punkt x/ der Pundamentalpunkt 1 j | ist, so erhalten wir 
S' ^ Oll, P" ^ Sj^, so dafs die Goordinaten des aweiten Schnitt- 
punktes der Linie von Xf nach ihm die Werte (i^j a^ — 2 Sj | 
"^ii^l^i^a haben. Ebenso schneidet die Linie von at| nach dem 
Punkte 0| 1 1 die Curve femer in «aja, | a^^x^ — 2Sj | a^^x^. Die 
Verbindungslinie dieser zwei Punkte geht durch den Punkt | 1 1 

wenn (%j ^ — 2 5^) a^ r^ ^ a^i\ ia^fH« — 2 ti^) 

oder 2S^S5 =' %^r^&^+ 02 x S^ 

ist. Dies ist die von den ( oordinaten des "^ heitels ?u lullen le 

Bedingung. Wenn man in ihi e nsetzt 

so wird sie in «^ {x^S^ + a,8^) + x, {a,^8^ + %«,) = 

und, wegen Sx^Sf = in J^bC**!!*! ~I~ '*ia'^ — ''12^3) ^ t) 
übergeführt. Der Factoi 1*3 hat för die geometrische Lösung des 
Problems keinen Wert denn obwohl jeder dei Punkte in denen 
Xg='0 die Curve sehneidet d e Bedingung erfüllt dafs seme \ ei 
bindungslinien mit den beiden anliegenden Fundamentalpunkten 
die Curve ferner in Punkten sLhneiden die mit dem gegenubei 
liegenden 0|0|l in e nei (jeiaden legen o entspiechen sie 
doch der Aufgabe insotem nicht al^ diese \ eibindungsbnien zu 
sammenfallen und dahei nicht beiten e ne'i Dieiecks sein können 
Die Spitze des gesuchten Dre ecks 1 t dahei emei von 
den Punkten, in welcl pu die fu ve duich die Ceiade aus «36^ 
-{-OisS^ — Oj^^Sg^O geschnitten wird Man bestätigt nun duect 
nach § 60, 2 und § 320, 1 dafs die Gerade «jj&i + «^jSa — «i^Sg = 
die nach der Construction des § 311 eihaltene ist. 

7) Wenn zwei Kegelschnitte eine doppelte Berührung mit 
einander haben, so wird jede Tangente des einen in ihrem Be- 
rührungspunkte, in der Berührungssehne heider Kegelschnitte und 
in den Schnittpunkten mit dem zweiten Kegelschnitt hannonisch 
geteilt. (§ 301, 8.) 

Wenn wir in die Gleichung S -\- R^ = für % die Werte 
IXi' -\- mx-' einsetzen, wo die Coordinaten der Punkte ic/, x" der 
Gleichung S= genügen, so erhalten wir aus ihr (iS' -\- tnB,")^ 
-\- 2lmP = . Wenn nun die Verbindungslinie «/ , x^' den Kegel- 
schnitt jS'-|-B* = berührt, so mufs diese Gleichung ein voll- 
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Büschel und Schaai- ^ 



Quadrat seia, d. h. es mufs P= — 2It'I{' werden, 
die Gleichung selbst in (IR — jw2?")^ = übergekt. 
Diese beweist aber den Satz. 

33Ö. Das Büscliel der Kegelschnitte 8 + hS' = enthält 
für jeden Punkt seiner Ebene einen durch ihn gehenden 
Kegelschnitt (§ 268). Wenn 8^ und S^' die Resultate der 
Substitution der Coordinaten in die Polynome S und S' sind, 
so dafs Sq + ytSfl' = iatj so lautet die Gleichung dieses 
Kegelschnittes SS^' — S'S^^=0. Ebenso gehört in der Sehaar 
2? + k£' = zu jeder Geraden der Ebene ein sie berühren- 
der Kegelschnitt. 

Dagegen wird in jenem Büschel jede Gerade |; durch 
zwei Curven desselben berührt (§ 301, 9), für welche die 
entsprechenden Parameter k durch die Substitution von 
^{t ~\~ ^^ik ^^ ^ik ^ ^^^ Determinante des § 322 j 
werden, so dafs man erhält 

ffl^-i^ + ka[^, «la + Ä«is) %3 + ka^^, ^ 
, «31 + ^«31» «as + ^»23> «aa + ^Ki> ^ 

i, , % , k ,0 

dies ist eine in Bezug auf k quadratische Gleichung. 

gehen durch den Punkt Xf zwei Kegelschnitte der Schaar 

Die Schnittpunkte einer Geraden «, mit den Curven des 
Systems S-{'kS' = findet man durch Oombination der 
drei Gleichungen 

»^ = 0, 1^ = 0, S + kS' = 0; 
also ist die Gleichung eines Paares 

, «33 + ^«s'a 
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«ine in k lineare Gleichung, die wir in der Form 3» + ifc ^ =^ 
schreiben können. Setzt man für k die aus Si=^0 bestimmten 
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Werte Aß, Ä/ in den Ausdruck -\-]cW ein und erhält bez. 
die Werte K^^, K^^, so ist die Gleichung eines Paares all- 
gemein 

r/ (ifc; — h) = -£■; ^ {\ — h) . 

Die Paare der Sclmittpunkte bilden hieniacli eine luYolution, 
■welche die Berührungspunkte der Geraden mit zwei Kegel- 
sclmitten des BüBchels zu Doppelpunkten hat. (§ 301.) 

Ebenso bestimmt ein Punkt mit der Schaar ^ -j- kE' = 
ein inTolutorisehes Büschel von Taagentenpaaren, welches 
die in ihm berührenden Tangenten der beiden durch ihn 
hindurchgehenden Kegelschnitte der Schaar zn Doppel- 
strahlen hat. 

Wenn inabesondere der eine der beiden festen Kegel- 
schnitte 27 ^ 0, 2' = in das Paar der absoluten Rich- 
tungen (§ 333) degeneritt, so sind die ihm mit dem andern 
festen Kegelschnitt gemeinschaftliehen Tangenten die vier 
Geraden, welche jene mit den Brennpunkten des letzteren 
verbinden, und nach § 313 ist dann 2^+Ä£'^0 eüte Schaar 
von confocalm Kegelschniüm. Auch von dieser Schaar gehen 
durch jeden Punkt zwei Kegelschnitte, während jede Gerade 
von einem derselben berührt wird. Dio Involution der Tan- 
gentenpaare der Schaar an irgend einem Punkte hat recht- 
winkhge Doppelstrahlen, da diese mit jedem Paare, also auch 
mit dem absoluter Richtung, eine harmonische Gruppe bilden 
(§ 301, 12). Da sie die Tangenten der beiden durch den Punkt 
gehenden Kegelschnitte des Systems sind, schneiden sich 
confocale Kegelschnitte rechtwinklig. 

B. 1) Man bestimme die Coordinaten der Berührungspunkte 
einer Geradea a,, ^= mit dem Büschel S -|- hS' = 0. 

Ordnet man die Determinante £1 nach den Elementen der 
Eeihe der |j und bezeichnet die entsprechenden Unterdetermi- 
nanten durch H^, so hat man für die Coordinaten x^ die Re- 
lationen fia^j == il^. 

2) Die Tangenten der Curven des Büschels in ihren Schnitt- 
punkten mit einer Geraden umhüllen eine Curve dritter Classe, 
welche die gegebene Gerade aur Doppeltangente hat. 

Man bildet die Gleichung dieser Curve für ra^ = als die 
Gleichung der Geraden, ^^^ als die der Tangente und mit 
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den drei Eelationen ji|; = S^ -|- itS/, indem man in die diircii 
Elimination zwischen diesen erhaltene Determinante für die x^ die 
Werte substituirt, welche aus der Gleichnng der Tangente und 
der Gleichung der gegebenen Geraden gewonnen werden. 

336. Bestimmung der Kegelschnitte durch lineare Be- 
dingungen. Fünf Bedingungen bestimmen einen Kegelst-hnitt, 
so dafs im allgemeinm m Punkte und n Tangenten desselben 
gegeben sein Jcönnen, sofern m -\- n = b ist. Die speciellen 
Fälle der Lage eines dieser B es timmungs -Elemente oder 
mehrerer von ihnen erfordern nnr sehr einfache Modificationen 
der Construction des entsprechenden allgemeinen Falles. 

Wenn z. B. eine Parallele zu einer Asymptote gegeben 
ist, so vertritt dieselbe einen unendlich fernen Punkt, die 
Angabe der Richtung einer Asymptote ist also einer Be- 
dingung äquivalent. Eine Asymptote der Curve ist zwei Be- 
dingungen äquivalent, ebenso zwei unendlich nahen Tangenten 
wie zwei unendlich nahen Punkten, weil eine Tangente und 
ihr Berührungspunkt gegeben sind. Die Bestimmung, dafs 
die Gnrve eine Parabel sein soll, ist eine Bedingung, denn es 
ist damit die unendlich ferne Tangente gegeben. Dagegen 
wiegt die Bezeichnung der Gurre als Kreis swei Bedingitngen 
auf, weil dann die Curve durch zwei bestimmte unendlich 
ferne Punkte gehen mufs. Die Angabe eines Brennpunktes 
ersetzt mvei Bedingmigen, denn sie bestimmt zwei Tangenten 
der Curve (§ 313), in der That bestimmt ein Brennpunkt 
mit drei andern Bedingmigen den Kegelschnitt. 

Die Angabe des Fols ei^ter gegä)enen Geraden in Semig 
auf den Kegelschnitt ist zwei Bedingungen ägmvalent, drei 
weitere Bedingungen bestimmen die Curve. Denn (vgl. Fi 
§ 157) für P als den Pol von B'It" in Bezug auf den Eegf 
schnitt und T als einen Punkt des letzteren ist auch T', d 
vierte harmonische Punkt zu P, T und PT, M'B.", ein Punkt 
desselben; und die Tangenten in T und T' schneiden sich 
in einem Punkte der Polare WR". So bestimmt man aus 
einem gegebenen Pol und seiner Polare zu drei Punkten oder 
Tangenten drei weitere Punkte oder Tangenten deraelben 
Curve und damit diese selbst. Damm ist auch insbesondere 
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die Angabe des Cenfcrunis als des Pols der uuendlicli fernen 
Geraden mvei BedinguDgen äquivalent. Brennpunkt und 
Directrix zählen für vier Bedingungen, weil zwei Tangenten 
und ihre Berührungspunkte damit gegeben sind. (Vgl. § 300.) 

Dagegen ist es einer Bedingang äquivalent, wenn zwei 
Punkte als harmonische Pole bezeichnet sind. Dahin gehört 
die Bestimmung der Curve als gleichseitige Hyperbel; denn 
sie sagt aus, dafs die beiden absoluten Richtungen harmonische 
Pole sind. Somit ist die Bestimmung eines sich selbst cou- 
jugirten Dreiecks drd Bedingungen äquivalent, wie auch die 
) bezogene Gleichung nur zwei unabhängige Con- 
i enthält (§ 312). Wenn für eine Parabel ein Tripel 
harmonischer Pole gegeben ist, so sind durch dasselbe drei end- 
liehe Tangenten der Curve bestimmt und ist daher nur noch 
einer Bedingung zu genügen möglich. Die ersteren Bedingungen 
sind linear für Punktcoordinaten, aber quad/roMsch für lAnim- 
cooräinaten, insofern es sich um die Bestimmung der Coeffi- 
cienten der aUgemeinen Gleichung handelt. Dualistisch ent- 
sprechendes gilt für ein Paar harmonischer Polaren. Die 
Angabe eines Durchmessers ist ein specieller Fall hiervon. 
Zwei conjugirie Durchmesser zählen für drei und die In- 
volution conjugirter Durchmesser für vier Bedingungen; jede 
Involution harmonischer Pole für zwei Bedingungen, etc. 

1. Fünf Punkte. Man hat zur Bestimmung der Coeffi- 
cieuten von S = fünf lineare Gleichungen. Aus jenen 
Punkten können mittelst des Lineals allein beliebig viele 
andere Punkte der Curve construirt werden. Auch kann mau 
durch dieselbe Construction die Polare eines Punktes in Bezug 
auf den Kegelschnitt ermitteln. Die Polaren von zwei Punkten 
einer Geraden liefern als ihren Schnittpunkt den Pol derselben, 
speciell z. B. das Centrum. Die Tangente eines Pimktes der 
Curve bestimmt sich als die Verhindungsgerade desselben mit 
dem unendlich nahen Punkte der Curve, Ob die durch fünf 
Punkte bestimmte Curve elliptisch oder hyperbolisch ist, 
entscheidet sich durch die sich selbst entsprechenden 
Michtunffen der Strahlbüschel von zweien derselben nach den 
übrigen (§ 295). 
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2. Fünf. Ta/ngenten. Die Coefficienten von 2^ = be- 
stimmen sich durch fönf lineare Gleieliimgeii, daher alle andern 
Tangenten durch lineare Construction, zugleich die Berührungs- 
punkte als Schnitte unendlich naher Tangenten (§ 281). 

Der Pol einer Geraden bestimmt sich als der Schnitt- 
punkt von zwei Geraden, welche zu ihr polar-conjugirfc sind, 
specieller wieder das Centrum (§ 331). 

3. Vier Punkte und eine Tangerde fuhren zur Bestimmung 
durch eine quadratische Gloiehting für den Parameter der 
Kegelschnitte durch die vier gegebenen Punkte (§ 335). Man 
construirt nach der Eigenschaft des eingeschriebenen Vierecks 
durch seine Gegenseitenpaare auf jeder Geraden eine Involution, 
der auch die Schnittpunkte mit der Curvo angehören; die Be- 
rührungspunkte der Tangente sind ihre Doppelpunkte (§ 301,9). 

Weil zwei Auflösungen dem Problem entsprechen, so 
kann eine lineare Construction für dasselbe nicht erwartet 
werden. Auch der Satz von Carnot (§ 327) kann zur Auf- 
lösung des Problems verwendet werden (B. 1). Indem man 
bemerkt, dafs durch vier Punkte des Kegelschnittes in dem 
Diagonalendreieeit des durch sie bestimmten Vierecks drei Pole 
"and ihre Polaren gegeben sind, leitet man aus der einen be- 
kannten Tangente drei andere Tangenten ab und gelangt so 
zu vier Punkten und vier Tangenten. 

4. Vier Tangenten tmd ein Punkt bestimmen den Kegel- 
schnitt durch die dualen Bedingungen und Constructionen. 

5. Itrei Pwnkte und zwei Tangenten Man hat für die a;^ 
drei lineare und zwei quadratische Bedingungen, und man 
schliefst nach einem speeiellen Falle des Satze*? m fe 301, dafs 
eine Gerade den Kegelschnitt und zwei seiner Tangenten in 
Pmiktepaaren a, h und A, B einer Involution schneidet, 
welcher der Schnittpunkt mit der Berührungs sehne der Tan- 
genten als einer der Doppelpunkte F, F' angehört. Jede 
der drei Geraden ab, hc, ca bestimmt so in den Doppel- 
punkten der durch ihre Enden und ihre Schnitte mit den 
gegebenen Tangenten gebildeten Involution Punkte der Be- 
rührungs sehne jener Tangenten; sie liegen viermal zu dreien 
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in einer Geraden, das Problem hat vier Äuflöeungen. Hier- 
hin gehört die Bestimmung der Kegelschnittö dmch drei 
Punkte und gegebenen Brennpunkt. 

6. Drei Tangenten und zwei Punkte. Man hat die dualen 
Gleichungen und Constructionen; das Dreieck der drei Be- 
riihrungssehnen hat seine Ecken in den gegebenen Tangenten 
und nach dem Vorigen gehen seine Seiten je durch einen 
festen Punkt der Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte. 

7. Die Angabe von zwei Punkten oder zwei Tangenten 
ist ein specieller Fall von der doppelten Berührwitg mit mtem 
gegebenen Kegelschnitt; des allgemeineren Problems ist au ver- 
schiedenen Stellen des Vorigen gedacht worden. Für die Be- 
atinmiung durch drei Tangenten oder drei Punkte und die 
doppelte Berührung mit einem gegebenen Kegelschnitt sehe 
man § 311,6; für die durch Punkt oder Tangente und die 
doppelte Berührung mit zwei gegebenen Kegelschnitten §325,3; 
für die doppelte Berührung mit einem gegebenen Kegelschnitt 
und die Berührung mit drei andern Kegelschnitten, die diesen 
selbst doppelt berühren, haben wir im ÄpoUonisehen Problem 
das elementare, aber vollgültige Analogon (vgl. § 370 mit 133 f.). 

8. Zwei Pimkte oder Tangenten sind ersetzbar durch die 
dem Kegelschnitt entsprechende Involution harmonischer Pole 
bez. Polaren in ihrer Verbindungslinie bez. um ihren Schnitt- 
punkt. So werden die Fälle eonjitgirtimaginärer Paare be- 
stimmender Punkte oder Tangenten umfafst. (Vgl, §300, 6 f.). 

Normalen als Bestimmungselemente gestatten keine Con- 
structionen mit Lineal und Zirkel, ebenso die von berühren- 
den Kegelschnitten im allgemeinen oder von Kegelschnitten, 
welche unier gegebenen Winkeln geschnitten werden; etc. 

Eine allgemeinere Art linearer Bedingtheit der Kegel- 
schnitte, die alle bisher behandelten und noch weitere, z. B. 
die harmonische Teilung von Strecken oder Winkeln, als 
SpecialfäUe umfafst, wird uns die Invariantentheorie kennen 
lehren (§ 362. Vergl. §§ 400, 404, e). 
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Achtzehntes Kapitel. 

Invariantentheorie der "binäi'en Formen. 

337. Binäre Gleichnngen, Jede Cnrve !?•"' Ordnung 
bestimmt mit einer beliebigen Geraden eine Gi-nppe von n 
Schnittpunkten (§ 22), jede Curve n'^" Classe mit einem be- 
liebigen Punkte eine Gruppe von n Tangenten. Durcli Trans- 
formatioa tier Coordinaten kann die Gerade stets zu einer 
Seite, der Punkt zu einer Ecke eines Fnndameutaldreiecks 
gemacht werden. Dann liefert die Substitution yon Xf = 
bez. Ij = in die temäre Gleichung der Curve die binäre 
Gleichung des n-strahligen zur Schnittpunktgruppe perspecti- 
vischen Büschels aus der Gegenecke, bez, die Grleichung der 
sj-punktigen zum Tangentenbüsehel p er specti vischen Reihe in 
der Gegenseite. 

Nun brauchen wir zur Untersuchung der Punktreihen 
und Strahlbösehel überhaupt nur zwei homogene Coordinaten. 
Sind in einer Reihe zwei Fundamentalpunkte gegeben, so 
können als die Coordinaten scj^l^^ eines beliebigen Punktes 
seine durch Constanten e^ \ 6^ dividirten Abstände von jenen 
genommen werden (§ 78). Ebenso sind die Coordinaten ^^ \ l^ 
eines Strahls im Büschel in Bezug auf zwei Fundamental- 
strahlen die durch Constante % | Cg diridirten Sinus seiner 
Winkel gegen diese. Definiren wir die Constante als Coordi- 
naten eines Einheitpunktes und eines Einheitstrahles (§ 85), 
so ist die Bedeutung der Coordinaten in fi.eihe und Büschel 
dieselbe, d. h. euie Unterscheidung von Punkt- und Linien- 
eoordiuaten ist gegenstandslos. 

In diesem Sinne der Interpretation sind die Schnitt- 
panktreihen und Tangentenbüsehel einer Curve durch ho- 
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606 XVII. lavai-iantentheoi'ie der binären Formen, 338, 

mogene Grleickungeii desselben Grades mit zwei Veräader- 
liehen analytisch ausgedrückt. Eine Untersuchung solcher 
binärer Gleichungen wird daher die Grundlage zu weiteren 
Ergebnissen des im vorigen Kapitel begonnenen Studiums 
der ternärea Gleichungen zweiten Grades bilden.^^') 
Die lineare binäre Form schreiben wir 

und die Foi-m n^^ Grades symbolisch als w'" Potenz aj'. Die 
Transformation der Coordinaten zu neuen Pundamentalele- 
mcnten wird vermittelt durch 

Bei unveränderter Coordinateninterpretation ist dies zugleich 
der Ausdruck der projectivischen Zuordnung zweier Reihen 
(Büschel) .%( und x^. Man bemerkt, dafs die Coefflcienten 
% I Og der linearen Form, überhaupt also die symbohschen 
Coefflcienten durch dieselbe Substitution geändert werden, 
wie die Coordmaten a^ | — a!^^. 

Die biiiaie Gleichui^ n**° Grades hat n-\-l Coefflcienten 
oder n Uonstanten, die n Wurzeln a:^'^' : a:^'^', . . . a^^W : 3^("' 
oder a^ o. Die Determinanten x^'^'^x^ — x^'^^'^x^ nennt 
man die Lmeaifti-toion der Foi-m. 

338 D'scrim'uante P je t'v'sche Punkt ehe ode 
St ahll schel snl d cl die P are 1 om loger Ele eute 
be t mmt lenn 1 e I netflc euten lei hnea eu S 1 st t t on 
8 1 dann 1 a f eine eonstanten gerne nsamen Fictor zu 
berechnen S n t kann im II e enf jele q alnt he 
bez c b s he Cle hun^ m jede ande e quäl at sehe lez 
cub sehe Gle chmg Imear i ansfo-mut e den la le en 
Coefflr e ten «ihl de ler S 1 et ti t on n cht 1 e ste gt Da 
gegen können T lo ch mgen hoherei G ade m allgeme neu 
« c7f m e anler Inear tiansfo m t werleu Zwe b Jiuadra 
t sehe Gle chungen stellen n u lajm \ r ject v sehe G pj. e 
von je vie Puikten lar wenn be rgend eme / Inu g 
1 rsell en 1 e D ppelve haltni&se gle ch smd 

Wir 1 aben a ch schon erkannt welche q a 1 at s he 
Gle 1 u gen ol r wel he P nkt pid, ni ht 1 e ve vanlt 
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Die DiscriminaDte ais lavariante. 607 

sind. Da jeder einzelne Linearfaetor wieder in einen Liaear- 
factor traasfonniri wird, so kann ein vollständiges Quadrat 
nur wieder in ein solches ütergehen. Wenn also die Dis- 
criminante A (früher D) einer gegebenen quadratischen Glei- 
chung Null ist, so verschwinden auch die Discriminanten aller 
ihrer linear transformirten Gleichungen. Daher kann die Dis- 
ciiminante durch die Transformation nur durch den Zutritt 
eines von dieser abhängigen Factors geändert werden. In der 
That wird a^ = ^w^ + 'i<h'i^\'^i + o-n^ = zu 

und nach dem Multiplicationsgesetz der Determinanten 

^ = «11 «33 — «13^ zn 
j' = Oj/aj^' — aj/^=(an<^s-«ia«si)^{»ii«S3— »l3*)'=^^■^■ 
I>^■e Biscriminante J' der transformirten Form ist das 
Froduct o/HS der Discriminante ^ der ursprüt^lichen Form in 
das QuadrcU des Si^UiuHommodtds A. Lassen wir nur reelle 
Transformationen zu, so folgt, dafs nur Gleichungen mit 
Discriminanten von üheroinstimmenden Vorzeichen linear ver- 
wandt sind. 

Die Discriminante einer binären Form ist allgemein die 
Resultante ihrer partiellen Ableitungen (Vorles. Art. 105), 
insbesondere diejenige einer quadratischen Form die Deter- 
minante ihrer linearen Ableitungen 

als Function der Wurzeln ß^, k^ lautet sie dann, wegen 

Die Ableitungen der transformirten quadratischen Form 
a'^^ = gehen ans den vorigen nicht einfach dadurch hervor, 
dafs man die ursprünglichen Ableitungen transformirt, sondern 
es besteht die Identität 
a^^'Xi + a^^'x^' = «n («iiiTi + öiaO^) 4" «si («la^i + «sai^!)» 

sobald die Xf linear durch die x{ ausgedrückt werden. Die 
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608 XVni. Invaiianteatlieorie der binären Formen. 339. 

neuen Ableitungen entstelieii aus deu ursprüi^Iichen also so, 
wie wenn diese als Elemente einer Transformation unter- 
worfen würden, welche zu der auf die x^ angewandten als 
die transponirte (§ 88) gehört. 

339. Invarianten. Die Discrimiaante gehört zu der 
Gattung wichtiger Functionen, welche man Invarianten nennt 
(§ 88). Invariante fmfst eine algebraische Function J {<%) der 
Coefficientm a einer Form, wenn itach linearer Trcmsformaiion 
der Form dieselbe FimcUon i (»') der tnmsforrmrien CoeffmetHen 
a' ein Product von J in eine Poiem des SvbstUiäionsmodids ist: 

J(«')-A'.J(a). 
Man bezeichnet eine solche Function als unveränderlich oder 
invariant bis auf einen Factor A*", insbesondere als absolute 
Invariante, wenn dieser Factor Eins {i{a) = ^(«)) ist (Vorl. 
Art. 122). 

Die Bildung solcher Invarianten ist eine Hauptaufgabe 
der analytischen Ueometrie, welche theoretisch in der „Algebra 
der linearen Transformationen" gelöst ist. Bas Verschwinden 
einer Invariante drOckt eine pr(fjectivische Figenschuft des durch 
die GMchtmg dargestellten Gebildes am. In der That ver- 
schwindet dieselbe Coefficientenfonction für alle projectivischen 
Gebilde gleichzeitig. Wir können dafür auch gleichbedeutend 
sagen, dafa die definirte Eigenschaft des gegebenen Gebildes 
vom Coordinatensystem unabhängig iat (§ 91) . 

Eine Form, welche mehr als eine Invariante besitzt, hat 
auch absolute Invarianten, z. B. J^' : J^^ wenn zwei Invarianten 
Ji (a') = A*" . J (a), Jj, (a) = A' . Jg (a) lauten. Damit md 
Formen linea/r verwandt seien, müssen auch ihre absöbiteii In- 
varianten üheremstimmen. Nun können die Substitutions- 
coefficienten stets so bestimmt werden, dais vier transformirte 
Coefficienten gegebene Werte haben, also müssen noch n — 3 
Relationen zwischen den Coefficienten der beiden Formen er- 
füllt sein. Diese Relationen lassen sich aber stets durch 
Gleichheiten absoluter Invarianten ersetzen. ^'^) Demnach besitzt 
eine binäre Form w.*™ Grades M — 3 unabhängige absolute In- 
vai-ianten, die biquadratische Form z. B. eine. Eine quadra- 
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Simiiltan-Invariaaten. Harmonisote Invariante, 609 

tische oder cnbieehe Form kann daher auch nicht mehr 
als eine Invariante überhaapt haben, nämlich ihre Discri- 
minante. 

Die Definition der Invcmanteneigmschaft durch obige 
Fiuietionalgleichimg ist nicht an Functionen Ton Coefficienten 
einer Form gebunden. Eine cäg&braische Function J äer Coefß- 
cientm a, 6, , . . mehrerer Formen, welche bei glekhzeiUffer 
Transformation derselben invariant ist, heifst eine Simultan- 
invaricmte äerselbm (Invariante des Systems simultaner Formen) : 

l(a',J)',..) = A'--l(a,b,..). 
Das Verschwinden einer Simnltaninvariante deflnirt eine pro- 
jeetivische Beziehung der gleichzeitig untersuchten Gebüde. 
Hier treten n ~\~ m ~\- ■ ■ — 4 absolute Simultaninvarianten 
als Trauaformationsbe dingungen der Systeme neben den ab- 
soluten Invarianten der einzelnen Gebilde auf. 

Zw^ lineare Formen a^ &^ liahm, nw eine Simultan- 
invariante; ihre Determinante a^b^ — a^b,^. Denn es ist 

<*'iV — C'2^i = A . (%&a — »aM*! 
und eine zweite Invariante kaim nicht existieren, weil zwei 
getrennten Punkten irgend zwei andere getrennte Punkte 
projectivivch zxigeordnet werden können. 

Uanz allgemein gilt der Satz: Gleichungen oder Glei- 
chungssysteme derselben Grade sind äquivalent oder stellen 
projectivifiche Gebilde dar, wenn gleichgebildefce Invarianten 
gleichzeitig NuU und alle gleichgebildeten absoluten Invarian- 
ten gleichwertig sind. 

340. HarmoniBOha Invariante. Zwei quadratische Glei- 
chungen a*^Q, bj = können nicht simultan in zwei be- 
liebige andere aj^ = 0, aj^ = linear transformirt werden; 
als geometrische Bedingung ist notwendig und hinreichend 
die Gleichheit der Doppelverhältnisse der Elementenpaare. 
Bildet man aus den Wurzelpaaren a^, tx^; ßy, ß^ der ge- 
gebenen Gleichungen das Doppelverhältnis d = («i Kg Ä /^a)i 
so ist 

1+i _ («, + "i)(^i+P .)-a(t.,«, +ftfe) 



yGoosle 



XYIII. Invarianteiitheorie der binären Formen, 341. 
L den Coefficieiiten ausgedrückt 
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Somit ist die rechte Seite hier eine absolute Simultaninvariaiite 
des Gleichungspaares. 

Der Nenner ist das Producfc der beiden Discriminanten 
z/j, i^j, ändert sieh also um A* hei der Transformation. 
Daher iat auch die Quadratwurzel aus dem Zähler eine In- 
Variante, die sich um A^ ändert. Das Verschwinden des 
Nenners zeigt, dafs zwei Elementenpaare nm- dann d ^ l 
ergeben, wenn das eine von ihnen aus zusammenfailenden 
Elementen besteht (§ 80). Der Zähler dagegen rerschwindet, 
wenn lü = — 1 ist, d. h. für die ha/rmonische Trenmmg der 
beiden Elementenpaare ist die Bedingung. 

© = au&aa + Oja&ii — 2«ia&,3 = 0, 
in der That die schon in § 14, s gefundene Relation. 

Die linke Seite dieser Relation mag daher als die har- 
monische Sirmdtanim)a/riante & bezeichnet werden. Algebraisch 
folgt ihre Invarianteneigenachaft unmittelbar daraus, dafa @ 
sich in der symbolischen Form (%&2 — ^h^iT schreiben Bfst, 
d. h. als das Quadrat der Simultaninvariante der linearen 
Formen a^, \ (§ 339). 

341. Resultaiite. Aus der absoluten Simultaninyariante 
des vorigen § sind weitere Invarianten abzuleiten. So ergibt 
sowohl d=0 als rö = oo die Relation 
®ä — 4z/iz/a = 
als die Bedingnng, damit die Gleichungen aj = 0, l}J=0 
eine gemeinsame Wurzel haben, d. h. als ihre Resultante. In 
der That lautet die linke Seite, in den Wurzeln gesehrieben, 

i(«. + «,)(ft + ft)-2K«.+ftA))'-(«.~'<,)' »,-&)' 

_ 4(«, - ft) {«, - ft) («, - ft) (»,-/),). 
Nun ist ®^ — 4z/^^2 ä.ber eine Invariante, denn jede raüo- 
iKÜe Function von ^-^, d^, ® hesitsf die Invanamteneigemchaft. 
Absolute Invarianten sind unter den rational gebrochenen 
Functionen offenbar diejenigen, welche bezüglich der Coefli- 
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"Die Eesultante ilea quadratischen Formenpaates. 611 

eienten die nullte Dimension haben. Umgekehrt lehrt die In- 
Tariautentheorie, dafs überhaupt aUe ImtmaMen des quadratischen 
Formenpaares sich dtirchJj^, J^, © raUonal ausdrücken lassen. 
Die ßesultante speeiell kann man auch direct in Deter- 
minantenform bilden. Multiplicirt mau die beiden Formen 
ß^^, bj mit den linearen Binomen ß^, «„ bez., so müssen sich 
deren Coefficienten so bestimmen lassen, dafs die Producta 
ajß^ und b^^a^ identisch sind. Denn dazu müssen a^ und ß^ 
nur diejenigen Linearfactoren sein, welche in den quadra- 
tischen Formen a^^ und bj' zu dem yorausgeaetzten gemein- 
samen Linearfaetor hinzu treten. Die viergliedi-ige Identität 

liefert somit die in a,, «g, ^^, ß^ linearen Gleichungen 
%A — K^i =0, 

<hsßi + 2%ä(3a — \^a, — 26j3«s = 0, 

Die Resultante ist also die Bedingung ihrer Ooexiatenz 



11,1, 0; 'ii. " 

2o,„ «,„ 2S„, S„ 

i 0,,, 2»„, S,„2!,„ 

1 0, «,„ 0, t„ 

welche man auch leicht umformt in 


= 0, 




4 («11 \s — «12 &ii) Ks ^aa — «sa ^12) = («11 ^sa — «aa ^11)^ 


B. 1) Das Doppel Verhältnis zweier Elementenpaare 
in Function der Invarianten 


»— 0-1-21/ z(, Ja 





2) Man soll den Ort eines Punktes so bestimmen, dals die 
von ihm an zwei feste Kegelschnitte gezogenen Tangenten ein 
harmonisches Büschel bilden. 

Wir denken die beiden Kegelschnitte auf ihr gemeinsames 
Polardreieck bezogen 
«11^1^ + ^2^^ + %a;j^ = 0, öiifli/ + &2a^^ + 6333:3^ = 0. 
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612 XVni. InTariaatentheorie der binären Formen. 342. 

Dann wird das vom Punkte x an den ersten Kegelschnitt % 
Tangentenpaar ausgedrückt durch 

und die Schnittpunkte des Tangentenpaares in der Fundamenta]- 
linie fljj ^ durch die Gleichung 

Indem man die Bedingung hildet, untei irelcher das sri hestiromte 
Punktepaar mit dem ebenso aus> der Gleichung des zweiten 
Kegelschnittes aligeleiteten Paaie eine harmonische Teilung gibt, 
erhält man die Gleichung des tiaglichen Orte-* m dei Fcim 

«ii^sa Kj^" + «33 hO ^s^a" + V^^i") 

oder a,i&ji («aa^as + H^^'i)^^ -\- 'hih'i («aa^n + «iiO^^^ 
+ %3^3a KAs + %s&ii)%^ = 0' 
Die wichtigen Beziehungen die 
den gegehenen werden wir in § 357 und 369 1 

3) Der Ort eines Punktes, dessen ' " 
Kegelschnitten em bestimmtes Doppel Verhältnis haben, ist eine 
Curve vierter Ordnung F" — hS^S^ = 0, wenn S^ = 0, 8^ = 
die gegebenen Kegels''hnitte, F=0 den in 2) gefundenen Ort 
ausdrücken. 

Wie hängt ä, von dem gegebenen Doppelverhältnis ab? 

4) Wenn in die Gleichungen von zwei Kegelschnitten Sj^ =^ 0, 
j^ ^ für Xf, kXf + fi«/ suhstituirt werden, so geht aus den 
in der Form 

{§ 319) geschriebenen Substitutionsresultaten ebenso wie oben 
hervor, dafs S^^S^' -j- S^' &, — 2P^P^ ^ das Linienpaar dar- 
stellt, welches durch den Punkt at/ so gezogen werden kann, 
dafs ea von den beiden Kegelschnitten in hajmonischen Punkten 
geschnitten wird. In demselben Falle ist die Gleichung des 
Systems der vier Geraden vom Punkte ie^' nach den Schnitt- 
punkten der Kegelschnitte 

(s^s^' + s/s^ — 2PiP^y = 4(SiÄ/ — Pt^)(SiS; — p/) , 

und S^S^' ^ Pi^, j^iSj'^Pj^ repräsentiren die Paare ihrer Tau- 
genten von {fff aus. 

5) Welches ist die Enveloppo der Kegelschnitte, die durch 
drei gegebene Punkte gehen und eine feste Strecke harmo- 
nisch teilen? 
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Covariante aus der HeEtiltante quadratischer Formen. 613 

Wir denken die drei Punkte aJs Fundamentalpunkte , also 
den Kegelschnitt von der Gleichung 

«33^3^ + «3i%^i + <ha^ia:a = 
und nehmen x^ und ai/' für die Coordiuaten der Streekeaend- 
punkte. Dann sind die dem DoppelTerhaitnis d entsprechenden 
Teilpnnkte von den Coordiuaten cXf" -j- a;/, ex" -{- dXf für ein 
veränderliches c; die Gleichung des Kegelschnittes ist = 

(gx^"-\- x/)(cXg"-\- x^'),(cxg"-\-x'g){c3:i"-\- ^i),(cxi^'-\- Xi')(c%"+ k/) 
(cx^"-\'äxs') i(ixf-\-dx^'), {cxg"-\-dXg') ((a!i"+d%'), (ca\"+Är,') (ciC|"+il%') j 
d. h. durch Entwickelung und mit bf ^ 3>^'x^' — xfic^, 

-j- c(t -\- ä) [h^x^x^'x^Xg + b^x^'x^"x^Xi -\- i>i!>>^ x^" x^x^] 
-f- d[\x{^x^x^ -\- \x^'^x^Xi -\- \x^'''x^X:^\ = 0. 
Demnach ist die Gleichung der Enveloppe 

O^i^AihyX^^x^x^ -J- b^x^^x^Xj^ 4~ Ö8%'^^i^) (^1 V^^^ + ■ -) 
— (1 + äf (h^x^x^'x^x^ -\- \x^'x^"x^Xi -\- b^x^x^'x^x^^ 
oder Adhyb^a^Xj^x^x^ib^^x^ + ^a^ '{' ^a%) 

= (1 — (?)^(ii^%'iri"^iK3 + b^x^^' x^" x^Xi -\- b^x^x^'x^x^"^; 

dieselbe ist also eine Curve vierter Ordnung, die die Ecken des 
Fundamentaldreiecks zu Doppelpunkten hat und von der Geraden 
der Strecke in ihren beiden Endpunkten berührt wird. Für die 
harmonische Teilung insbesondere redueirt sich die Gleichung 
auf das Product der Kegels chnittgleiehun gen 

h-^^x^^x^x^ -|- ...= 0, 6(%"'a^% -j- .. . = 0, 
d. h. die Enveloppe ist der vierte Punkt, der diesen beiden Kegei- 
schnitten gemeinsam ist. Aüe einem festen Dreieck mngeschriebenen 
KegelscImÜte, Me eme feste Strecke harmomseh teilen, gehen durch 
^m vierte» festen PmU. (Vgl. § 362, 3 f.) 

342. Covorianten. In der Form vom Sehlufs des vorigen 
Art. erscheint die Resultante zweier quadratischer Formen 
als die Discriminante einer dritten quadratischen Gleichung 

Diese definirt nach § 15 das zu den beiden gegebenea gleich- 
zeitig harmonisch conjugirte Elementenpaar, 
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Nun sind in der ProjectiTität, welche aj^ ^^ 0. bj^ = 
den PatLren rt/ = 0, bj'^0 zuordnet, aucli die gemeine amen 
liarmonischen Paare homolog. Also mufs obige Gleicliung 
durch lineare Transformation äquivalent werden mit der 
Gleichung, welche ebenso aus dem transformirten Gleichuiigs- 
paar d. b. mit %^', a^^', %a' ä*^*-* '^lu '^m '*sa gebildet ist. 
Wirklieh ist die linke Seite der letzteren gleich der mit A 
multipHeirten linken Seite der ersteren. 

Man beweist dies durch die Darstellung der Gleichung 
in der Form einer FuncHonaldetermmante. 

deren Elemente die partiellen Ableitungen von aj, hj nach 
3^, SC2 sind. Sofern a;^\x^ und x^'lx^' durch die Substitution 
identisch verbunden sind^ bestehen zwischen den Ableitungen 
einer Form S beliebigen Grades die Identitäten (vgl, § 339) 

S:c,' Sx, ' 9«i' "•" gais ' gic^' •*" 8x^ "■" "^^ dx^ ' 
SS__8S_ 8x^,88^ ^— M_L M 

2< dx, ' dx^ "1" dx^ ■ g< ~ '^^ efl\ "'" "^^ Sx^ ■ 
Da somit die Ableitungen invers tranaformirt werden, so gilt 
allgemein die Determinanteurelation 

Zx^ dx^ Sx^'S^i' ydx^dx^ dx^dxj' 

z. B. auch F' = A-F. 

Cova/riwnte einer Form oder mehrerer simultanen Formen 
fmfst eine Function C (x, aj der Vo/riaheln und der Coeffi- 
deuten, werm nach linearer TrcmsformaUon dieselbe FimcUon 
C (x, a") der neuen Variabein und neuen Coeffieienten ein Pro- 
duci von C {x, d) in eine Potens /Y des S^AsUüdionsmoduls 
ist. Somit ist die Functionaldeterminaute zweier binärer 
Formen eine Simultancovariant« derselben; man nennt sie 
die Jacobi'sche Cova/riante. Die Definition der Co Varianten 
umfafst die Invarianten mit. 

Aus der definirenden Identität folgt auch die weitere 
C (3:, a') = A"" ■ C(x', «). 
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Die Involution und ihre Doppelelemente. 615 

Das Veraeliwinden einer Covariante oder eine covariante Glei- 
chvmg drückt daher ein geometrisches Gebüde aus, dessen Se- 
eiekimg su dem gegebenen oder den gegebenen projectivisch ist. 
Also haben letztere und das covariante Gebilde notwendig 
gewisse vere ob winden de Simnltaniü Varianten, z. B. eines der 
Punktepaare mit F=0 die banuonische = 0, Eine In- 
Variante einer Covariante ist nach der Befmition auch eine In- 
variante der Originalform, z. B. die Discriminante von F die 
Eesultante von a/, ö/. 

Die Invariantentbeorie lehrt, daTs eine binäre quadratische 
Form keine von ihr selbst verschiedene, 0wei Formen S, S' 
aulser F und rationalen Functionen von S, S', F keine anderen 
simultanen Covarianten haben. 

343, Invariajiteutheorie der Involution. Zwei Elementen- 
paai-e S-^^0, i% = bestimmen nach § 93 eine Involution, 
deren Paare in der Gleichung 

S^ + kS, = 
enthalten sind. Wir betrachten also eine Parameterverbin- 
dung von zwei quadratischen Formen wiederum als eine 
solche Form, 

Bilden wir ihre Discriminante, so bestimmt deren Ver- 
schwinden. 

(«11 + /e&jj) (ö^s + Jch^^) — (ßia -I- h\^y = 
die Parameter von zwei je in einen Punkt zusammenfaUendeii 
Paai-en, der beiden Doppelelemente (§ 95). Diese Function 
besitzt ihre Invai-ianteneigenechaft für jeden beliebigen Wert 
des Parameters, also unabhängig von fc. Daher sind schon 
die Coefficienten der nach Potenzen von h geordneten Dis- 
criminante Invarianten, In der That lautet die Entwickelung 

fahrt also aussehlief slich auf die Discriminanten der einzelneu 
und die harmonische Siinultaninvariante beider Paare*). 

*) Ebenso ist die harmonische Invariante der Paare k', V 
2^, -|-(fe'-|-fc")® + 2Ä'Ä"iJa' 
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616 XVni. Invariantentlieoi'ie Aar binären Formen. 344, 

Die Parameter der Doppelelemente sind absolute Invari- 
anten, nämlicii 

*i ~ ¥2;" ' ''s — 2j, 

Deshalb haben die Doppelelemente eine projectiTisebe Be- 
ziehung zu den gegebenen Elementenpaaren. Das aus ilmen 
gebildete, der Involution nicht angehörige Elementenpaar ist 
also durch eine covaa^iante Gleiehung darzustellen. Das 
Quadrat derselben läfsfc sich unmittelbar als das Product der 
die Doppelelemente einzeln definirenden Gleichungen büdeu, als 

Man bestätigt leicht, dafs diese bi quadratische CoTajiante 
gleich — F^ ist, wo F die fcühere quadratische Covariante 
ist. Also bilden die Doppelelemente das gemeinsame har- 
monische Paar zu den Involutionspaaren. 

In einer Involution können die im allgemeinen ge- 
trennten Doppelelemente zu Fundamentalelementen gewählt 
werden. Bezeichnen wir sie als z^, s^ mit S^, -\' ^S^ = ^i, 
^1 ~^ ^^3^ ^2^{K^^s)i ^** kann die Gleichung der Invo- 
lution geschrieben werden 

*.'-E^V-0 oder r,'-»V- fc+«,) fe-«».)-»- 
Die harmonische Trennung der Paare durch die Doppel- 
elemente ist hiernach evident. 

Die Doppelelemente fallen zusammen Qc^ = Äg), die In- 
volution iat parabolisch, wenn die Invariante ©" — AJ^^^ 
verschwindet. Denn, für {aii-\-h\^ (a^^-^lth^^) — («12 +^^12)^ 
=^ — (Pi ~f" ^Wif ^^* öS erlaubt zu setzen 

«ji -f- ^6^1 = m { («ij + ^*]a) + (Pi + ^'^ä) I f 
«3S + ^K = ^^ { Ka + I^K) — {Pi + '"^ft) 1 ■ 
Dann geht die Gleichung der Involution über in 

{i\^-\-'k\^{mXj^-\-2x^x^-\ — x^)-\'(jPi-\-T^2){snx^ x^^) = 

oder 
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Somit löst sich die parabolische InTolution m einen Punkt 
und eine einfache Punktreihe, bez. in einen Strahl und ein 
einfaches Strahlbüaehel auf (§ 95). 

344. Zwischen irgend drei Elementenpaaren S, ^ aj = 0, 
S^^b/^O, S:hec/ = einer Involution besteht nach 
Definition die lineare Relation 

\md umgekehrt iat diese Bedingung zur Involution der Paare 
hinreichend. Damit aber die Coefficienten von x^^, ^iie^, ^^k^ 
Terträgliche lineare Gleichungen für l, [i, v geben, mufa sein. 

&ji, öij, 635, =0. 

Dies ist die Bedmgung der JnvoUition von sechs Mementen. 
Ihrer Bedeutung nach ist daher die Coefficientendeterminante 
eine Simtdtcmimxmante von drei quadraMscfien Fwmmz. 

Führt man statt der Coefficienten die Wui-zeln «j, k^; 
ßiißi'-iVitV'i der drei Gleichungen ein, so lautet die Bedingung 

1, Kl + «2, a^t^ 

^,ß, + ^,ß^ß. =0. 

1. Vi -\- Vi, nri 

Ist eines der Paare ein Doppelelement, ^i = 5'a = S , so lautet 
die Bedingung der Involution von fmtf Elementen 



ttjß. 



= 0. 



il, ß.-\- ß„ ßiß,\ 
Dies ist aber genau die covariante Gleichung der Doppel- 
elemente des § 343, wenn wir d =^ x^: x^ setzen, nämlich 
I K + «,) - (ft + ß,)]^' + 2 (ftft - «, »,)»!»;, 

+ |%«,fti, + ft)~ AA(«i + «z)l V-0- 

Bedeutet das Coordinaten Verhältnis die Entfernung von einem 
Anfängspunkt und wählen wir die Mitte zwischen den Doppel- 
elementen als solchen, so folgt a^a^ =' ßiß^ ^s die Charak- 
teristik für den Centralpußkt der Involution (§ 95). 
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Endlich ergibt die Eiofülirimg beider Doppelelemente 
, $2 in die ursprüngliche Determinante 



1, 



= 



oder die mit d\ - 
für jene und a, , 



5"g mnltiplicirte harmonische Invariante @ 
, wie man sich sofort überzeugt. 
Genau dieselben Bedingungen gelten auch für den Fall, 
dafs das Coordinatenverhältnis durch einen Parameter ersetzt 
wird, also z. B. die Wurzeln %, a^; ■ ■, ■ ■ nach § 309 die 
Parameter von Punkten eines Kegelschnittes bedeuten, die 
einander involutorisch zugeordnet sind. Diese Bemerkung be- 
stätigt ein Vergleich mit den Formeln des § 93. 

B. A) Ein Büschel von Kegels chnitteE wird von jeder Ge- 
raden in Punkten einer Involatioa geschnitten (§ 301.) 

Ist diese Gerade % ^ 0, so liefert die Gleichung des Büschels 
der Kegelschnitte S -\- kS' ^ für das System der Schnittpunkte 

2) Wenn em System von Kegelst hnitten ein Polaidieieck ge 
mein hat, so wud jede dmch ome lemPi E ken gezogene Geiade 
von ihm in Punktepaaien emei Involution geschnitten (^314) 

Die Substitution a'j = Äa^ m a^ i^" -f- a^^ t^^ -\- «^s^s^ = 
gibt (a^ih^ + a ^)ij' -\- a^^^g^ = d h em Paai von Punkten 
welches mit den beiden den öeiiden a^ = j, = U angehoienden 
Schnittpunkten harmonisch conjugirt ist Diese md dihei d >■ 
Doppelpunkte der Involution welche jene b Iden 

3) Die Multiphcation dpi Tivolutionslodii ging 

1, - 



(.. + ..) .,^ 




"l" '1 1 




d^ ö 1 


(C, + ft), ß.ß, 


= ^ .Ul. 


ft', A, 1 


bes. 


«r, «n 1 


(n +?>), 7Lß, 




n^< 7it 1 




''ä^ 'hl 1 



oder mit — (^j^ — y^) (j^ ■ — cij) (a^ — ßj), tmd bez. mit — {a^ — a^) 
(«2 — 6) (ä — c^) Mefert Gleichungen, welche die Doppel Verhältnis - 
gleichheiten 

und die durch die Vertauschuag von .^jJ^i A-^S' ^i^i unter sich, 
bea, vonj4^.4j mitBj^B^ oder C^O^ daraus hervorgehenden aussprechen. 
4) Man bestimme in zwei involutorischen Eeihen auf derselben 
<jeraden das beiden gemeinsame Paar entsprechender Punkte. 
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Sind jene durch, die Punktepaare «^^ = 0, bJ^O, aj^=^=0, 
ft^'^^O gegeben, so sind die Paare ihrer sich selbst eonjugirten Punkte 

(%3^ii — 'hihs)^^ -{- i'hshi — '%i&ss)^^ + ('%3&ia — %&sä)%^^ "^t 

Das gemeinsame Paar miifa mit beiden zugleich harzaoniseh. sein, 
d. h. seine Gleichung mnfs aus den beiden letzten Gleichangen 
ebenso gebildet sein, wie diese aus den Paaren der gegebenen. 
Wann ist es nicht reeÜ!* (§ 299, 3.) 

345. Projectivität. Wenn vier Paare von Elementen, 
die wir durch die Wurzelpaare a±, «2] ßt, ß^'i Tnysi ^n ^^ 
von vier Gleichungen zweiten Grades dargestellt denken, die 
heiden Gruppen Cj, ß^, j'^, dj; a^, ß^, y^, d^ von gleichem 
Doppelverhältnis beetimmen, so folgt aus der Parameter- 
gleiehung der Projectivität in § 92 die schon dort aufgestellte 
Bedingung der Projectivität von acht Elementen 

I 1 , 1 . 1 ; 1 



= 0. 



W<^, ßißi, yi7i> 

Wenn man in der Determinante die mit ß^d^, — d\, — ß^ 
bez. multiplicirten ersten Zeilen zur letzten addirt, nach den 
Elementen der letzten Zeile entwickelt, die Determinanten- 
factoren zu DetermiDanten zweiter Ordnung umformt, so lautet 
die Bedingung einfacher 

(«,-A)(ft-r,)(r,-ä,)W-«.)-(«,-ft)(A-r,)(i'.-«.)ft-«,), 

zum directen Ausdruck der Doppel Verhältnisgleichheit ent- 
sprechender Elemente. 

Auf dieselbe Weise kann die Projectivität von zwei Beiken 
von helielng vielen Elementen ausgedrückt werden. Denn die 
Doppelverhältnisgleichheit aller homologen Elementenquadrupel 
kann durch das Verschwinden der Matris 
; 1 , 1 , \ , 1 , 1 



»h 



ingezeigt werden, 



n 1 



K , 



= 



ß^, 
wenn dies bedeutet^ dafa jede der aus vier 
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Beilieii derselben Matrix gebildeten DetermiBaaten Tei-schwindet. 
Dafs zwei projectivische Systeme durch das eine und drei 
Paare entsprechender Punkte aus beiden vollkommen und 
anf lineare Weise bestimmt sind (§§ 92, 299), ist daraus er- 
sichtlich, dafa aUe Detei-minanten, welche die zwei ersten 
Reihen enthalten, in den fehlenden Elementen linear aind. 



Ebenso sind beli 
Trägers uj. InvoluUon, 
1 



lebige Paare «i , «s ; ft , ;32 i ^^c. desselben 
wenn die Relation 



1 



1 



;:!=o 



ßl + ß2, 

ßißu , ?i7i , -j 
erfüllt ist; denn jede der aus drei Reihen dieses Systems ge- 
bildeten Determinanten gibt durch ihr Verschwinden die inyolu- 
torische Relation dea § 343 der drei in sie eintretenden Paare. 
In der That ist dieselbe das Resultat der Elimination der 
Ooefficienten a,, h, ä zwischen den drei Bedingungsgleichungen 
der luTolution (§ 93) 

«ßjß, + fc(a, +<^) + d = 0, aßiß2^Hß^'\'ß,) + d=0, 

«nra + ö(yi + rs) + 1^ = o> 

Dies ist aber auch eine einfache Umformung der R.e- 

lation der Frojectivität zwischen den beiden durch c%, ß^, j-,, k^ 

imd «3, ß^, j'ä, a^ bestimmten Gruppen. Man hat nämlich 

i , A 



= 



.A.n.«! 
I, Aft>nri, «1» 



1 



1 



AA , nn , <k 



iimi durcii Subtraction der Elemente der letzten ßeilie von 
den entsprechenden der ersten 



1 



1 



0_(«, — «,)!«, + «„ A + A, n + r, 
«i«s , AA , i'ir, 

InTolution der Paare K^, K^; A; Ai yij Vi "^^^^ Projeetmtät 
der ans vier Elementen derselben gebildeten Quadr-upel «j, (i^, 
Yi, «gj «2, Aj 3'2i ^1 ^^^^ geometi-iacli äquivalente Bedin- 
(§ 93.) 
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^ EelatioBen zwischeE den Doppelyerliältnissen von vier 
Punkten ( ' 

Sie sind enthalten in c 



B. 1) ] 
ikten {§ 



(?i-h)(«.-^i) + (>'.- 



: GleiciuEg 



denn die DiTision dei selben mit le einem ihr« drei Glieder 
giht, wenn man die Qujtienten dpt 1 2 3 Uliede'* dnreh das 
2-, 3., 1. mit — (f, — / — (/, I ez hezeichnet 



Sind diese drei Doppelverhältnisse gleich grofs,^-'^^) so ist jedes 
von ihjien Tom Werte |-(lih^y^) ^"^^ man nennt die Gruppe 
äqmtmJtarmoniseh. Ausd^^ — 1 folgen (i2=|-,(ifg=2, harmonisch. 

2) Doppelelemente von zwei vereinigten projectivischen Reihen. 

Sind ftj^, o^; ßj^, ß^; j'i, y^ ^^ ^^^ Bestimmang hinreichen- 
den Paare homologer Punkte, und ist durch d einer der Doppel- 
punkte bestimmt, so bat man für S die quadratische Gleichung 



1' 



16", , 



1 



t 



ßißi^ ^i7i 



i § 343 { 



Die Doppelelemente einer Involution sind i 

2) Sind irgend sechs Elemente 1 , 2 , . . ., 6 eines Elementar- 
gebildes gegeben und construirt man die drei Elementenpaare, 
welche hez. zu 12 und 45, 23 nnd 5fi, 34 und 61 gleichzeitig 
harmonisch conJHgirt sind, so bildea diese Paare eine Involution. 

4) Gieickunff der JPascal'schm Linie in Determinantenform 
mittelst der Parameter der Ecken des Sechsecks ÄBGBUF 
(§303). Für XiX^ = x^^ und l\a\a^ bez. l\d\d^ als Coordi- 
naton von A bez. D ist ad ^^ adx^ — (a -\- d) x^ -{- Xg = die 
Sehne AD. Ist nun in der Relation der Parameter von vier 
Paaren homologer Elemente iJ, ^ dg der Parameter eines Doppel- 
punktes, so geht die letzte Zeile in Sj^, 5^, 5^, 1 über, und kann 
durch Xg, a^j, a^, X^ ersetzt werden. Man erhält also die Glei- 
chung der Paseai'sche 
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Ferner ist ab . cd — ad.bcE::E(%% — x^^)(a — c){b — d) und 
wir erhalten wie in § 288 dnrch Vergleicbung der Formen 
ab . cd ^ ad.bc, af .de — ad . ef die Gleichung der Pascal- 
schen Linie von ASCDEF m der Form 

(« -c){b- d) .Tf= (a -~e){f-d). &7, 
oder in einer der äquivalenten Formen 

(« _ e){b - f) . ^= (c -e){b-ä). «7, 
(o ^a){b-f). ~äe = (c-e)(ß-f). ab. 
Durch den Punkt bc, ef gehen die drei andern Pascarsclicn Linien 
ABCDFE, ABGBEF und AGBBFE, oder 

(« — c){i — d) .~ef= (« — f){e — d). bc, 
{a -h){c- d) .^= (a -e)(f-d). b^ 
{a — b)(c — d).ef^(a— f) {e - d) . bc. 
Die drei Pascal'achen Geraden 

(a-c){b-d).7f={a — e){f-d).b^^{b-r){c-e).äd 
achneiden sich in einem Stcmer'schen Bwnkte Q; die drei andern 
{a--c){h-d) .7f =(a~ e) (f—d) .ü={b~c) (c — f).äd 
in einem Kirhmmm'sßhen Punkte IL 

346. Polaren. Jedes Paar von Elementen S = deflnirt 
eine involution, welche dieselben zu Doppelelementon hat. 
In derselben sind if^ \ y^ und s^ | z^ homologe Elemente, wenn 
die Doppelelemente als m^j/j + m^s^ \''^i% zb "*i% darstellbar 
sind. Die Einsetzung dieser Werte in S = ergibt zur Be- 
stimmui^ von m^ : m^ 

Dazu ist notwendig und hinreichend das Verschwinden der 
Differenz dieser Gleichungen oder 

Man erkennt in ihr einerseits die Parametergleichung der 
Involution wieder (§ 95), anderseits die Folarform oder Polare 
mn S = 0. In der symboKschen Schreibweise erscheint sie 
als ein Product a a^, wie sie auch für y^g = x mit 5' = «^.^ 
identisch wird. 
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Auch die Polare mufs gen^fs ihrer projectivi sehen Be- 
deutnng Invarianteneigenscliaft besitzen. In der That zeigt 
dies die Anordnung 

VMA + %a«a) + 2/a («i3«i + «3b%) = 0. 
da die Klammergröfsen die transponirte Substitution erleiden, 
wenn p^^ | if^ und äj | ^g gleichzeitig und gleichartig trans- 
formirt werden (§ 342). Die linke Seite bleibt völlig un- 
Terändert, wenn neue Coeffleienten und neue Variable ein- 
geführt werden. 

Somit müssen wir die Definition des § 342 daiiurch er- 
weitern, daTs wir a\ich Covarimiten mit mehrerm Heiken 
cogreäimter Yariabehi denten. Die Polarentbeorie bietet die 
wichtigsten Beispiele mit zweierlei Variabein. 

Die Polare der Gleichung Sj + IcS^ = enthält den 
Parameter ebenfalls linear 

ffi^«, 4- U^b, = 0. 
Einem Elemente y entspricht also eine ßeihe conjngirter 
Pole und diese Reihen sind projectiviech, wenn y yarilrt. 
Nach § 194 nennt man diese Reihen auch zu der lavolution 
projectiTisch, weil in jeder die Zuordnung der Elemente und 
der Paare eindeutig ist. 

Indessen ist der Satz in ToUer Allgemeinheit nur wahr, 
wenn der Fall aiugulärer ProjectiYität mit eingeschlossen wird. 
Denn für einen Doppelpunkt reducirt sich die Reihe con- 
jugirter Pole offenbai auf den anderen Doppelpunkt. 

B. l) Um zu finden, für wfkhe y^ly^ die cenjugirten Pole 
in einen % | «^ 'U&ajnmenf allen, ist nur auszudrficken, dafs die 
Polare unabhängig von h m ein Pioduct 

zerfalle. Die Bedingung erweist sicit als 

(»11 + ?%) (^is + eM = (%a + P%) (^11 + e^a)' 
deren Identität mit der Covariante dea § 342 evident ist, 

2) Wenn die Elementenpaare cr^, ct^, ft, /^s; etc. eine In- 
volution bilden, so erzeugen die in Beaug auf die einzelnen 
Paare conjagirt harmonischen Elemente eines beliebigen Ele- 
mentes CO eine Reihe 0, 6, . . . voa unveränderlichem Doppel- 
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XVin, lEvariaateßtheorie der binären Fora 
anderes Element co die 



Verhältnis. Ist also für 
so gilt die Relation 



Da diese durcii Coordinatontransformation aicht gestört wird, ; 
kann man ro = 0, oj' ^ oo setzen und erhält (§ 340) 



Die vorausgesetzte Gleioliuiig f 



ftft 



■■="4= 



1 



n + r,' *. + ^2 =0, 

Vi +yat '^j^ ^3 

welche, nach den Elementen der zweiten Zeile entwickelt, sich 
als eine Conseijuenz der inTolutorischen Eelation der Paare ergibt. 

347. Höhere Polaren. Wir verfolgen diese Betrachtungen 
wenigstens in einigen Hauptzügen auf das Gebiet der bir^ren 
Formen höheren Grades. ^^'') Sei U^ ^ a/ eine allgemeine 
Form n*^' Grades, so deßnirt ü^ = eine Gruppe von n Ele- 
menten X. Wir können nun das Ergebnis der Einsetzung 
von %J/j + «Wj«; statt x^ in die Gleichung nach dem Taylor- 
Bchen Theorem angeben. Es möge die symbolische Schrei- 
bung (§ 320) auch auf die Bildungen der höheren Ableitungen 
ausgedehnt werden, so dafs die r^^ Potenz des Differentiations- 
zeiehens das Symbol der r**" Differentiation ist, z. B. 



^.= 



2^'^. 



'u^,d^. 



, etc. 



Dann hat das Resultat die äquivalenten Formen 



+ 



-=%''l 



Ul--\-s^J-] r/ +... + «(^"^7 = 



y Google 



njn^l) 



Die Polargruppen für n Rleiaönte. 625 

ig" ü^ + -£- »ia''-^mi (y, g^ + ^ä 3^] P^ 

Notwendig sind die EiitwiekeluagBCoeffieienten "beidemal die- 
selben; man nennt sie Pölarformen Ton U^ und sieht, dafs 
w — 1 solche existiren. Ist r<K, so gibt es eine Polarform, 
welche in s^ von der r"""^ und zugleich in yf von der (n — r)*™ 
Ordnung ist. 

Demnach ordnet die Gleichung 

jedem Elemente y^ r Elemente s^ und jedem Elemente 3; um- 
gekehrt n — r Elemente y^ zu. Je nachdem ein Element 
y oder 2 gegeben ist, definirt die Gfleichung die JPolare r"'' 
Ordnung des Pols y oder die Polare {n — r)'^ Ordnung des 
Pols z in Bezug auf die Gruppe D^= 0. Gehört also s sur 
Polare i^ Oränimg von y, so gehört auch y zw Polare 
{n — ry^ Ordnimg mn s. 

Nun bestimmt obige Taylor'sche Entwickelung durch ihre 
Wurzeln % : m^ die n Teilverhältnisse*) der einzelnen Ele- 
mente von Cj, ^ mit angenommenen Elementen y und z, also 

yx" ysl'''"' sinys" sinya/'' 

je nachdem ?^ = als Gruppe von Punkten oder von 
Strahlen interpretirt wird. Wenn der Coefficient von m^"-''m^ 
verschwindet, so hai die Summe aller Producte von je r Teil- 
verlialtnissen zx : yx der n Elemente x mit zwei Polen s, y 
den Wert Null: diese Zuordnung von r Elementen s ist die 
geometrische Bedeutung der Polare r'"' Ordnung von y. So 
ist für den Punkt s der Polare erster Ordnung von y die 
Summe der Teilverbältnisse 

yx ^ yx ^ ' 

d. h. z das harmonische Centrum der n Elemente x für y. 



a constantes Vielfache derselben. 
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Die entwickelten Formen jener Polaren lassen sieh dnrcli 
Symbole von der Form 

CT/-^«/ = 
ausdrücken, wenn in dem ausgeführten Product der Polynome 
links dieProduete von je zusammen «der a^a^ durch die passen- 
den Coefficienten Ton JJ^. ersetzt worden. Geht man von a" aus 
und bildet nach einander a^'"'^a , a^^'^a^, etc, so nennt man 
die Polare (w — 1)'°'', (« — S)"*', Oidnnng von z auuh h&f 
die erste, zweite, . . . , also a,J'~'' a/ die r" Polaie von s 
Weil nun afa^^a/^a/a^s+'' ist, so gilt der Satz. BiMef 
man die g" imd die (q -f- r)" Polare lon s m Sezuy auf die 
gegebene Gniippe, so ist die letzte zugletch die /^ Polare von c 
in Sezug auf die erste. Dagegen erhalt man a/a^aj als 
r*^ Polare eines neuen Elements u m Bezug auf die ([*" Polaie 
a/a,^ von e oder als die q*° Polare von s in Bezug auf die 
»■** Polare a^aj von u. So liest man überhaupt eine Reihe 
von Eigenschaften daraus ab, dafs die symbohsche Dar- 
stellung a^aj/aj . . . , imge'ändert bleibt, wenn die Elemente 
y, s, tt . . . . und zugleich die Ordnungszahlen p, q, r . . . der 
für sie gebildeten Polare vertauscht werden. 

Denkt man die gegebene Gruppe aus einem Elemente 
t)^^= ijnd einer Gruppe von (n — 1) Elementen cj'~^ = 
gebildet, so ist na^a^"-' = 'b^c^'^~^ -\- (n — l)&jCj,Cj"-*; für 
fi ^0 und ec^~^<^0 ist also auch a^a"~^^0, d.h. 
die (w — 21** Polare einer Gruppe von (« — l) Elementen 
ist aui-h de (» — 1 '* Polait, dfir Gruppe, welche aus jenen 
(«— -Ij Elementen und ihm seilst gebildet wiid 

1 dien p Elemente dei gegebenen Giuppe zusammen, so 
enthält die ?'* Polare emea beliebigen Elementes « '"'*»/ = 
das betreffende Element {p — t) mal Ist dis vielfache Ele- 
ment zugleich der Pol, so tolgt aus a^ ^ cj'b"~p durch 
Bildung der r'™ Polare a^,"" a' = li^h„ -*-'"&'", d. h. die 
r" Poiate des vielfachen Elemtntb selbsf hedehi o/us diesem 
Element dli emem p fachen und aui der r'™ Polare dessdben 
in SeoUQ auf die ubugen (n — p) Elemente der Gruppe, 
so lange (p -|- r < w). 
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348. Jaeobi'sche und Hesae'sehe Determinante. Alle 
Polaren sind Covarianten mit mehreren Paaren cogredienter 
Variabein, da die durch ^i äv + J/s äV angedeutete Operation 
Invarianteneigenschaft hat (§ 346). Die Betrachtung der 
Polaren erster und zweiter Ordnung führt zu einigen wichtigen 
Covarianten mit nur einem Paar von Variabein. Wenn die 
ersten und zweiten Ableitungen einer Form durch Indicee 
bezeichnet werden, ao dafs'*^) 

Bo lautet die lineare und die quadratische Polare von j/ 
^1^1+ C'j.?s = und f^iiV + ^if^i'^B + t'aa V = 0, 
Nehmen wir gleichzeitig die lineare Polare eines Punktes 
y in Bezug auf zwei Gruppen TI^^=0, V^ = von w und 
JB Punkten, so können die durch f7j5j+ U^z^^O,Y^^0^-\-y^z^=O 
bestimmten Elemente z nur dann zusammenfallen, wenn y 
die Bedingung erfüllt 

Die Jaeobi'sche Determinante J ^^ U^ V^ — ■ ü^ F, der Fmictionen 
V und V ist eine Covarianle (n -\- m — 2)"^ Ordnung der- 
selben, denn sie ist die Determinante von Ausdrücken, welche 
sich wie die Coefficienten linearer Formen transforrairen. 
Es gibt daher n -\- m — 2 Elemente y, welche in Bezug OAif 
zwei Grwppen von n und m Elementen dieseWen hxtrmonisc'hen 
Mittel besitzen. Umgekehi't haben diese n -\- m — 2 Ele- 
mente g erste Polaren, welche ein Element gemeinsam haben. 
Gehen wir zur quadratischen Polare von ij, ao kann diese 
zwei vereinigte Elemente oder ein Doppelelenient s definireu, 
nämlich dann, wenn ihre Discriminante verschwindet 

H= ünU^s— 1^1^ = 0, 
Diese Function H der zweiten Ableitungen [einer Form heifst 
die Hessische Determinante der Form und ist eme Covariante 
(ßn — 4)"^ Ordnung derselben, da sie eine Invariante einer 
Oovariaute ist (§ 339). Für eine quadratische Form ü sind 
die zweiten Ableitungen die Coefficienten, H ist also einfach 
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die Discriminaate von U; wie für diese, so gilt allgemein 
der Satz, dafs analog die Hesse'sehe Determinante sieh bei 
einer linearen Transformation um den Factor A^ ändert. 

Die 2n'~ 4: Elemente y der cova/riantm Grwppe H^O, 
deren. guadraUsche Polaren Doppelelemente smd, gehören seihst 
(ris Doppelelemente mt den ersten Polaren von 2n — 4 Punkten e. 
Denn soll Ui^^ -\~ U^^^ = zu einem s zwei vereinigte Ele- 
mente y liefern, so ist notwendig und hinreichend, dafs die 
Ableitungen gleichzeitig yerscliwinden U^i^^i + f^ia^a = 0, 
Ün0j -\- 1/22^2 ^ ^- -^Iso ist die Hease'ache Detenninante 
einer Form einfach die Jacobi'sche Determinante ihrer ersten 
Ableitungen. 

Man kann nun neue Covarianten von U bilden als Co- 
varianten von H oder von U und H. So ist die Jacobi'sche 
Covariante von ü und H 

von der (ßn — 6)*™ Ordnung. Sie ist das Resultat der Eli- 
mination von s zwischen üiS^-^-Us^^^^O unA Hj^0^^-{-H^z^=O. 
Also gibt es 3w — 6 Elemente 0, deren erste Polaren in 
Bezug auf 0"= und H = ein gemeinsames Element 
haben, und 3' = ist die Gleichung dieser gemeinsamen 
MemfUiie. 

349. Involutionen höheren Grades. Denken wir durch 
U^F 0/ = 0, F^ ''a;"= zwei Gruppen von n Elementen 
im Gebilde erster Stufe ausgedrückt, so gibt die Gleichung 

aj' + khj' = 
für l als einen veränderlichen Parameter eine Reihe von 
Gruppen, welche je aus n Elem.enten bestehen, und deren 
jede durch eines ihrer Elemente bestimmt ist, während offen- 
bar das ganze System durch jede swei seiner Gruppen von 
« Elementen bestimmt wird. Man nennt es eine Involution 
n^ Grades, (unter Involution schlechtweg verstehen wir 
diejenigen zweiten Grades.) So büden die ersten Polaren 
e^"c =0 einer gegebenen Gruppe c/ + ^^ von «Elementen 
eine Involution w'™ Grades. 

Unter den Gruppen der Involution k'°" Grades gibt es 
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solche, welehe Doppelelemeata enthalten; mit der ludex- 
bezeiehnung der Ableitungen entsprechen jene der gleich- 
zeitigen Erfüllung der beiden Gleicbuagen i^i 4- A F"^ = 0, 
ü.^ -\- XV^ =0. Also sind sie bestimmt durch die Gleichung 
{2n — 2)'™ Grades 

Diese Gleichimg der Doppelelemente ist die gleich Null gesetzte 
Jacobi'scke Covmiante der Functionen U wid V; die Bestim- 
mung der Doppel elemente in der quadratischen Involution 
(§ 343) ist der einfachste Fall davon. 

Man nennt zwei Involutionen projeeUvisch, wenn derselbe 
veränderliche Parameter l in beiden die homologen Gruppen 
bestimmt 

aj- + ihj- = 0, <>" + Aö;"- = 0. 

So bilden, die ersten Polaren irgend zweier Systeme pro- 
jeetivische Involutionen, in denen zwei homologe Gruppen 
demselben Pol entsprechen. Allgemeiner gilt der Satz: Wenn 
man fiii- alle Gruppen einer Involution, eine beliebte Zahl 
festet' Pole benutzend, die Polaren derselben Ordnung bildet, 
80 sind alle Reihen dieser Systeme involutorisoh imd diese 
Involutionen zu einander projectiviaeh. Da die (n — 1)"" 
Polarsysteme insbesondere einfache Punktreihen (Strahlbüschel) 
sind, ao soll das Doppelverh'altnis von irgend vier Elementen 
dieser Reibe auch das der entsprechenden Gruppen der ge- 
gebenen Involution oder der für ein beKebiges Element ge- 
bildeten Polaren heifsen {§ 347). Da dasselbe nur von den 
Werten der A abhängig ist, so erhält man den Satz: Das 
Doppelmrhältnis einer Involution von vier Gruppen, welche durch 
Fölarisinmg aus vier Gruppen einer gegebenen Involution enf~ 
standen sind, ist gleich dem DoppdverhSUrtis der letsteren und 
von dem als Pol "benuisten Element unabhängig. 

In projecti vischen Involutionen gibt es homologe Gruppen, 
welche ein Element gemein haben. Sie werden durch die 
Gleichung aj' ■ Vj" — &/ ■ aj"' = bestimmt, die aus der EK- 
inination des Parameters zwischen den Gleichungen der In- 
volutionen entspringt. Also ist ihre Anzahl für zwei Involu- 
tionen von den bez. Graden in und n gleich (m -|- n). 
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Man darf dies auch so aussprechen und kann es ganz 
ebenso beweisen, wie den Satz der §§ 92, 94: Wenn in 
einem Elementargebüde ewd Seihen von Elementen sich gegenseitig 
so mtspre^en, dafs jedem Element der ersten Beike n Elemente 
der mveiten tind jedem Element der sweiten m Elemente der 
ersten entsprechen, so exisUren (m -\- n) Elemente, welche mit 
ihren, jedesmaligen entspredimden gusammenfaUen. Denn für 
A , X' als die Teilveriülltnisse entsprechender Elemente in Bezug 
auf zwei feste Elemente des Systems ist der algebraische 
Auadruct der ausgesprochenen Beziehung von der Fonn 

{a^X'"' -\- a,l''"-^-{- eia.) r+etc^O 
und liefert für A = A' eine Gleichung vom Grade (m -f- w) 
zur Bestimmung von L 

Wenn die Formen aj' und bj' einen Factor vom Grade p 
gemeinsam haben, so gehören die p Elemente desselben jeder 
Gruppe der Involution an, so dafs dieselbe aus p festen Ele- 
menten und einer Involution vom {n — p)*™ Grade besteht. 
Wenn das nämliche mit den Formen »^"' und b^'" für einen 
Factor vom Gi-ade p' der Fall ist, so zerfällt die Gleichung 
der beiden Involutionen der gemeinschaftlichen Elemente 
"x" ■ K^ — K" ■ K"^ = in die Faetoren von den Graden p 
nnd p' und einen Factor vom Grade m-}-n — (p + p'), welcher 
die gemeinsamen Elemente liefert. 

Enthält eine bestimmte Gruppe der einen, involutori sehen 
Reihe einen Factor pfach, die entsprechende Gruppe der 
andern denselben Factor jl'ach, so tritt das betreffende Ele- 
ment mit der Vielfachheit der kleinem von diesen beiden 
Zahlen in die Gruppe der gemeinsamen Elemente der Invo- 
lutionen ein.^^^) 

B. 1) Zu zwei Punktepaaren ü'-"^ = 0, UV>i = in der- 
selben Geraden dasjenige dritte Paar £7*°' ^ zu bestimmen, in 
Bezug auf weiches die Pnnkte des ersten eonjugirt harmonisch 
sind zu den Punkten des zweiten, oder in Bezug auf welches sie 
zu einander polar sind. 

Wir denken die Doppelelemente der aus den gegebenen 
Paaren gebildeten Involution als die Pundamental- Elemente, 
setzen also 
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mit den Discriminanteji zfW^tt^^ii^ä! ^''^^^u^sa ^^'^ '^^'^^ 

Wir erhalten das zu ü"("' in Bezug auf Pl") polare Paar duveh 
Einsetzen von — Us^'\ U^'-'^ an Stelle von x^, x^ in [7('') in 
der Form 

Daa so bestimmte Paar föUt mit P<*> zusammen, wenn man liat 
«iiCis^ + «82^1* = 9K, «11%^ + »sj'^a" = e^ss' 
%1%'^s ~r *%a'T.i'i.3 ^^ ^-f 
folglieh c^2 = 0, Oggq/ = p6i,, «n^s^ = Q^n ^'■''^■ 

Setzen wir e = «iiUga, Cii^ = %i^iii «^a^ = %^a3) ^^ ist die 
Gleichung des gesuchten Paares 

Es gibt also zwei solche Paare in einem Elementargebilde. Zwischen 
den DiserimiHanten besteht die invariante Relation 



2) Zwei quadratische lavolutionen 1 
Paar von Elementen. (§344,4.) 

Wenn Xf, i/f die Elemente derselhea sind, und beide Gruppen 
auf ihre Doppelelemente a^ ß^ y , 3„ bezogen sind, so gelton für 
'■-- - - - 1 Paar die Gleichungen 



Die Elimination der l xmd fi zwischen diesen Paaxen gibt 
aus denen zur Bestimmaug der gemeinsamen Gruppe folgt 



X^y^^^mA^^, XiHi = m (^^ — "j/Ai A2 ~~ ^la^ ■ 

350. DiBoriminaate der cubisclien Form. Eine cuhische 

Gleidmng zwischen den Veränderliehen Xi,x^ (Vorles.Ärt. 167ff.) 
U^ %Xi^ -\- Za^x^x^ -\- Za^x^x^^ + a^x^^ = 

ist der algebraische Ausdruck eines Punkietripels x', x", x"' 
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in einer Geraden oder eines Strablentripels x, nf', x"' aus 
einem Punkte,^ 

Zwei Elemente des Tripels fallen zusammen, wenn 

U^ = a^x^' -\- Sßja^iCa + a^x^ = 0. 
Also findet Gleichheit zweier Wttreel/n statt, wenn die Resul- 
tante dieser Gleichungen verschwindet, d. h. die Discriminante 
z/ der ciMsehm Form 

A ^ («ofig — a^a^f — 4(ao«2 — <i\)i<hO'^ — o-i) = 0, 
oder entwickelt (vgl. „Vorles." 2. Aufl., Art. 195) 
^ ^ a^a^ + ^a(,ai + A^a^a^ — %a^a,^ — 6 «„ff^Ogög = 0, 

und a(|2 = «ijaä — a^^, 2«(pg = «u«8 — «i*^) %3 = %% — f^a^ i^fc 
2z/ = «oA+ 3«^ J.^ -f- 3«2 Ai + '»a A = 8 («08^ ^«03 '^3) ■ 
Für ^ ^ bestehen die Relationen 

j4|,^^^4%3^, j4^^=^4a^gftuj(*, ji2^^~~4%ao3^, J,g^=4ao5^; 

für das Doppelelement % | g^ ergibt sich daher 

g^ie^^ A^-.A^ = Aj^: A^^ A^:A^^— «jg :ao3^^~~"oB-"oa- 

In den Goordinaten %' | a^g', a^j" | x/', Xj"' j a^g'" der durch 
die cubische Gleichung dargestellten Elemente wird die Dia- 
erimiuante, da 

Z7= (^V — XiXi)(Xj^x^" — x^" x^){XiX^"' — Xi"'Xi), 

Dies zeigt an, dafs die Wurzeln der cubiscben Gleichung 
reell und verschieden, reell und paarweise gleich oder paar- 
weise imaginär sind, je nachdem die Discriminante negativ, 
gleich Null oder positiv ist. JHe Discriminante ist eine In- 
Variante der cubischen Form und £war die einnige (§ 339). 

Die GleiehJieH aller Wurzdn fordert die gleichzeitige Er- 
füllung der Relationen 
U^^=a^x,^a^x^=(i, ü^^=a^x^+a^x^=0, U.,^=a.ß^+a^x^=0, 
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oder der durch Elimination von x^ ! x^ entstehenden Bedingungen 

«flOg — a^ = 0, «„tilg — «jOg = 0, ö^ffg — a^ = 0, 
von denen je zwei die dritte nach sieh ziehen. 

351. Invarianten der biquadratisohen Gleiehung 
f7^ ß^ic^* + ^a^x-^^x^ -\- Qa^x^^x^^ -f- i:a^x^x^^ -\- a^x^ == 0. 
Die Gleichung bestimmt vier Elemente einer Reihe oder eines 
Büschels, ein Quadrupel «,, o^, u^, a^ von den Coordinaten. 
x^\x^\ — x-["'\x^"'. Pur 

{x(' %{' — Xi"x^') {x^x^'" — x^'" x^) == J>,, 
(a;/" Xi — %' V") (^"^"" — ^i"'^i') = -Dg, 
{x^ x^' — x^"x^') («j"'iCä""— x^""x^"')=^ Dg 
ist _Di+_Da + D3 = 0. Die Quotienten — D^:I)^, — A = A, 
— A : 2)3 drücken die drei fundamentalen Doppelverhältnisse 
des Quadrupels, nämlich (ßjßäCtja^), {(^cc^i^io^i), («gßitts«*) 
aus. Die drei Wurzeln S^, S^, flg der Q-leichung 

s=+3(AA+AA+AA)s-(A-A)(A-A)(A-A)^o 

sind die Gröreeii A — A- A — A> A — A. 'li^ foeffl- 
cienten aher symmetrische Functionen der Wurzeln, also auch 
ganze Functionen der Coefficienten von JJ. Sie erhält mit 
den abkürzenden Bezeichnungen 

die Form 

flä — 36 J^S — 432 Jj = 0. 
Die Gröfsen J^ und J^ sind, da die Doppelverhältnisse durch 
lineare Transformation ihre Werte nicht ändern, Invarianlen 
der hiquadratischen Forin und zwar J^ die quadratische und 
Jj die cubiache InTariante derselben. Für Jg = werden 
notwendig zwei der Gröfaen D einander gleich, so dafs eines 
der drei fundamentalen Doppelverhältnisse den Wert — 1 
bat; die Gleichung stellt eine harmonische Gruppe d<w. Für 
Js = ist notwendig A^ A = A: A = A- Aj so dafs 
alle drei fundamentalen Doppelverhältnisse den nämlichen 
Wert haben: die Gleichmig stcUt eine äquianharmonische 
Gruppe dar. 
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Der GleicKheit zweier Werte von $ endlich entspricht 
nach § 350 die Relation 

J,^ —21J,^ = 0, d.i, yijA*A^A' = 
und das Zusammenfallen zweier Wnrzela a^ der biqnadrati- 
schen Gleichung; es ist also die zuBammengesetzte Invariante 

^ = J/— 27 J/ 
die Disermiinante der biguadraiischen Form. Ihren entwickelten 
Ausdruck erhält man durch Elimination der Veränderlichen 
aus den für den Fall gleicher Wurzeln zugleich geltenden 
Bedingungen C^ = 0, üg ^ als 

-f- SlfloV^i — bAa^a-^^^ — 27 «1*0/ -j- 108(%X'^«4~ö4o^'<ig* 

Man erhält auch Jj^ : J^^ ^ 

und für s als die Summe eines Paares d^-^dr^ der reci- 
proken fundamentalen Doppelverhältnisae der Gruppe der «; 

108J/(s — l)»— Jä'Cs — 2) (2s — 5)5= 0. 
Also hängen die Boppeherhallmisse der Gra^e mtr von dem 
Verhältnis des Cubus und des Quadrats der beiden Invarianten, 
■d- i. der absoluten Iwvaria/nte der hiquadratisclien Form ab 
(vgL § 340). Das Auftreten von Gruppen gleicher Wurzeln 
in der biquadratischen Gleichung eharakterisirt sieh gleich- 
falls durch diese Invarianten und ihre partiellen Ableitungen. 
352. Covarianten der oubisclien Form. In Bezug auf 
«in Tripel Z7 = (§ 350) lautet die lineare Polare von y 
K^i' + 2fl;i)/i)/s, + a^y^^s^ + («1^1^ + 20j!/i2/b +ßgj/a^)5j= 
and die quadratische Polare 

{«o!/i + «i!'s)^j'+ 2Kj/i +ög3/s)«i^3 + (OsJ/i + a^yi)^^ = 0. 
Jedem Element y ordnet erstere ein einziges z, letztere zwei 
Elemente 3 zu, so dafs die bez. Teilverhältnisrelationen bestehen 

yx ' yx" ' ya^" ' yx" yx'" ~ yx'" yx' ' yx' yx" 
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Wenn also y mit einem der Elemente x zusammenfällt, so 
ist mit ihm auch ein yerein^. 

Die quadratische Polare liefert ein Doppelelement B för 
zwei Pole y, welche bestimmt sind durch die Heese'sche Co- 
variante H^^ 

Ferner gibt es drei Elemente, deren quadratische Polaren für 
das Tripel den harmonischen Pol in Bezug auf das covariante 
Paar als Element enthalten. Die Gleiehung dieses eovarianten 
Tripels gemebwamer Elemente ist (ygl-, § 349) 
^^(VwB + Sffii^— 3'»o«i«a)*'i^+3(aiS + öo«i'*3~2ao%,^)«/iVä 

Wenn mau die Elemente der Hesse'aehen Covariante 
ij^, i?ä zu den fundamentalen wählt, so dafs H sicli auf das 
Product y^ j/g reducirt, so mufs «j ^ «^ = sein und man 
erhält die einfacheren Ausdrücke der euhischen Form, ihrer 
Discriminaute und ihrer Covarianten 

aus ihnen aber die allgemeingültige Relation (§ 357) 

^ pä = r^ + Am. 

Mit T und U ist die Bildung von Covarianten hier abzu- 
Bchliefsen, denn es gÜt der Satz: Jede Covariamte der (tischen 
Form ist eine ganse Funetkm von z/, U, H, T mit numensdtm 
Coeffiämten. 

Zugleich liefert jene reducirte Form eme geometrische 
Beziehung der beiden Elemente der Ilesse'schen Covariante 
zu denen der Originalforra. Denn für y — a, : a^ ^ a und 
0, S^ als die beiden complesen Cubikwurzeln der Einheit sind 
9i — ''ä'a = 0, y^ — aSi/ä = 0, y^ — «S^i/3 = die Elemente 
des gegebenen Tripels, und die drei fundamentalen Doppcl- 
verhältaisae, die das Tripel mit rj^ bez. % bestimmt, sind 
sämmtlieh gleich — 6 bez. — 6*. Die Elemente der Hesse' scketh 
Covariante iiläm daher mit denen des Tripels Systeme von 
gleichen fundamentalen Do^elverhälinissen. Da die Zeichen- 
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änderung von a im Vorigen die Elemente der cubiachen Co- 
variante T liefert, so bilden die Elmnerde der eubischen Form 
und die ihrer eubischen Covariante drd Faa/re von Elementen, 
welche in Sesug cmf das Paar rfer quadratischen Covariante 
einander harmonisch conjugirt sind. Jene sechs Elemente bilden 
alao eine Involntion, welche diese letzten zu Doppelelementen 
hat. Und überdies erkennt man, dafs die ouhische Covariante 
die drei Elemente repräsenürt, von deiten jedes sw einem Ele- 
mente des Tripels in Bezug auf seilte ietdat amdem Elemente 
conjugirt 'ha/rmonisch i^t. Denn das Element, welches mit 
i/j — ß^j = in Bezug auf y^ — - ccOy^ = und y^ — «5*j/g = 
conjugirt harmoniacb ist, ist j/^ -(- ay^ = 0. 

B. l) Wenn ein Kegelschnitt einem Dreieck so umgesekrieben 
ist, dafs die drei Geraden, welche den Tangenten desselben in 
den Ecken des Dreiecks in Bezug auf die anstofsenden Seiten 
harmonisch conjugirt sind, in einem Punkte ausanunentreffen, so 
bestimmen die von diesem Punkte ausgehenden Tangenten des 
Kegelschnittes mit jenen zwei Systeme von gleichen fumdamentalen 
Doppelverhaltnissen. *^^ 

Eür den Kegelschnitt a^% -j- a^a^ -}- a^a^ ^ sind die 
den Tangenten in den Ecken harmonisch eonjugirten Geraden 
x^ — ag = 0, a^3 — a^ = 0, iCj — a;^ = 0; dieselben gehen durch 
den Punkt % ^ ^ ^ a^g, und ihre Schnitte mit x^ = sind 
durch a:^X2(x^ — x^) ^ dargestellt. Das Tangentenpaar von 
jenem Punkte an den Kegelschnitt ist (§ 326) 

(% + «2 + ^y — ^(^^3 + ^s'h + %^2) = 0. 
seine Schnitte mit x^ = sind also durch a;,^ — x^x^ -\- ic^^ = 
ausgedrückt. Dies ist aber dio Hesse'sehe Covariante einer 
eubischen Form für «„==(13 = 0, 3%:=1, 3 «3 = — 1; also 
der Form Xj^x^ — x^x^^ = 0. Der dualistisch entsprechende Satz 
kann ebenso bewiesen werden, 

2) Wenn zwei projectivische Gruppen von Elementen des- 
selben Grundgebüdes, von denen die eine aus einfachen Elementen, 
die andere aus Paaren in Involution besteht, so gelegen sind, 
dafs die Doppelelemente des involutorischen Systems mit den 
drei gemeinschaftlichen Elementen beider Gruppen Systeme von 
gleichen fundamentalen Doppel Verhältnissen bilden, so entspricht 
jedes der Doppel demente als Element der zweiten Gruppe dem 
andern als Element der ersten Gruppe. 

Die Gruppen sind darstellbar durch 

«i, + l«i — 0, (o, + lo,)»,' + (S, + 1S,)J/," — 0, 
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die gern ein seh aftiichen Elemente also durch 

a^x^^ — %a^^a^ + b^x^x^ — h^x^^ = 0. 
Damit ihre Hesse'sclie Covariante 

(3(^&g — ft,*)V+(«iöa— 9%6i)^i^3+ (3 «1 öl— V) «2^=0 
sieh auf arja^j'^O redueire, müssen die Bedingungea 3(;^Ö3='%^, 
Sa^&i^ög^ erfüllt sein, was nur durch «1=0, öj^O geschehen 
kaan, wenn nicht gleichzeitig aj)2^^a^\ werden darf. Dann 
wird aber die Gleichung der gemeine ch aftiichen Elemente 

und dieee beweist den Satz. 

3) Unter welcher Bedingung sind die Elemente einer cubischen 
Form U harmonisch zu denen einer andern T? 

Wenn die Coefficienten der einen Form durch b, die der 
andern durch h bezeichnet werden, so ist die Bedingung 

Wenn man die Coefflcienten der cuhischen Covarianten beider 
Formen abkürzend durch Aj, . . A^; Bg, etc. bezeichnet (§350; 
nur zwei Zeichen weehsel unterscheiden sie von den Ableitungen 
der Diseriminante) und ebenso die der quadratischen Covarianten 
durch a^g, a^^, a^^\ hg^, etc.; so sind auch 

AgS^—Ä^B^-]- SÄ^B^— 3Ä^B^, %Bi3 + <ii3fco2— 2«(,3&o3 
Invarianten, und die geometrische Bedeutung ist die folgende: 
Die beiden ersten drücken durch ihr Verschwinden aus, dals die 
drei den Elementen der einen Form in Bezug auf die jedesmaligen 
beiden andern conjugirten Elemente eine Giruppe bUden, welche 
in Bezug auf die drei Elemeate der andern Form conjugirt har- 
monisch ist, wie oben verlangt wurde; die dritte gibt durch ihr 
Verschwinden die Bedingung, unter welcher die beiden Systeme 
harmonisch conjugjrter Elemente zu den Elenaenten jedes Systems 
in Bezug auf die jedesmaligen beiden andern zu einander har- 
monisch sind; und die letzte gibt die Bedingung, unter welcher 
die beiden Paare der Elemente der Hesse'schen Covarianten beider 
Formen mit einander ein harmonisches System bilden. 

4) Die Jacobi'scbe Determinante der beiden Hesse'schen 
Covarianten der cubischen Formen ist eine Covariante derselben, 
durch deren Verschwinden das Blementenpaar bestimmt ist, welches 
zu beiden Paaren der Hesse'schen Covarianten harmonisch con- 
jugirt ist, oder deren jedes mit den Elementen der cubischen 
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Pormea selbst Systeme von gieicben fundamentalen Doppelver- 
häitniasen bildet. 

5) Wenn U=0, V=0, W=0 drei cubische Formen 

in Involution sind, und die CoefScienten derselben duroli a, b, c 

bez. beaeiciinet werden, so versubwinden die Determinanten des 

ö«, hy h^ h 

353. Covarianten der biqnadratisclieii Form. In Bezug 
auf ein Quadrupel U^O (§351) gibt es eine lineare, eine 
quadratische und eine cubische Polare, nämlich bez. 

+ (%^i' + ^'hViVi + Sfls^ii/g' + a^Vi'^y^ = 0, 

(«0^1 + <hyi)h^ + K<hyi ■+- (^sVsW^s + K^hVi + «si's)^!«/ 
+ Kj/i + a^ViW = 0. 
Die Discriminante der quadratischen Polare ist auch die 
der cubischen Polare und zugleich die Hesse'sche Covariante 
der bi quadratischen Form 

H~{a^a^ — a^^)yt*' + 2{a^as — cha^)pi% 

Sie ist endlich auch die Hesse'sche Covariante der ersten 
Polare von ü, beseiehnet daher nicht vmr die Do^eldemente der 
ersten oder der zweiten Polare von U, sondern ömcÄ di^eniffen 
Memente, die mit den drei JElementen dieser Polare je eine 
Grippe von gleichen ftmdamentdlen Doppdverhälinissen bilden. 
Die Jacobfsclie Covariante T von TT nnd H (§ 349) gibt 
in entwickelter Form 
(«o^g— 3«o%(ia+2ö!i*)!/i^+{ao^a4+2cf(,ajfflj— 9au%^+6%X)^iV3 

+ (löaiO^a^— öapOgCf^ — lO^i «8^)2/1 ^2*+ {9%% — «o«/— 2«i«.j»4 

— 6ä^(^%^8^ + (3«3«3«* — «i***^ — 2aB'')!/g= = 
wid 'bestimmt jene sechs Elemente, in welchen ein Element der 
ersten Polare eines Elements in Besug auf das Quadni^el selbst 
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mü einem Elemente der etsiea Polare dessdben Elements in 
Bezug <mf das System der Hesse'schem Covariante derselben sur 
sarnntenfalU; nach (7fw Vorigen TnkM jedes von ihnen mit den 
Elementen der (mtm Polate eme harmonische Qr'uppe. 

Far «, ^ flj = leduciren sich die Invarianten und Co- 
varianten rler biquaiiiatisehen Form und diese selbst auf 

Man findet aus diesen reducirten Formen die allgemein gültige 
Relation 

Aber für diese reducjrte Form von JJ und N ergibt sich, 
dafs sie in Faetoren von der Form J^i^— fJ/a^^O, yj^~vy^^=^0 
zerlegbar sind, während zugleich die Covariante T drei Paai-e 
Vi ^s ^= ^1 Vx — ^y^^ =^ ^' Vi^ + ^Vs^ = ^ repräsentirt. Dies 
gibt den Satz: Die vier Elemente einer OquadiraMschen Form 
und d>enso die ihrer Hesse'sdien Covmiante bestimmen drei In- 
volutionen, mid die drei Paare ihrer Doppelelemmte — welche 
für beide dieselben T = sind — sind in solcher gegenseitiger 
Besiekung, dafs jedes von ihnen fwr die Involution der beiden 
andern das Paw der Doppelelemente ist. 

Mit den zwei Invarianten J^y J^ und den zwei Covarianten 
H, T ist die Invariantentheorie der biquadratischen Form im 
Sinne von § 351 erledigt tJberliaupt aber ist der Nachweis er- 
bracht worden,'^) dafs 'jede bmaie Form ein endliches Formen- 
system besitzt: Alle Invarianten und Covariartten einer Form (oder 
simulta/ner Formen) sind ah, ganze Functionen einer endlichen 
AnsaM von solchen, mit numeiischin Coefßcienten, darstellbar. 
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Neunzehntes Kapitel. 

Invariantentheorie der Kegelschnitte. 

354. Invarianten ternärer Formen. Die Begi-iffe und Be- 
nennungön des yorigen Kapitels lassen sich unmittelbar auf 
das Gebiet der temären Formen und iiomogenen Gleiebungen 
übertragen. Die termre lineare Substitution x^ == ^ccit, x^, 
deren Modul A nielit Null ist, drückt einerseits die all- 
gemeine Coordinatentransformation, anderseits die colüneare 
Zuordnung ebener Gebilde aus (§ 89). Transfonniren wir 
eine oder gleichzeitig mehrere gegebene temäre Formen linear, 
so kann eine gleich Null gesetzte Coef&eientenfunction J (a) 
nur dann eine projectiTisehe Eigenschaft des Gebildes oder 
der Gebilde ausdrücken, wenn dieselbe Function der trans- 
formirton Coefflcienten J(ß') gleichzeitig verschwindet. Als- 
dann zeigt sich, dafs dies Invarianten, d.h. wieder Functionen 
der Coefficienten einer oder mehrerer Formen sind, welche 
sich bei linearer Transformation derselben nur um eine Potenz, 
des Substitutionsmoduls als Factor ändern 

J(ft') = A'--/(fl) oder J(a% V, ") = A' Jia, }>,..). 

SoU insbesondere ein gegebenes Foi nien'^ystein, das von 
h Constanten abhängt, in ein anderes System \on Formen 
derselben Grade transformirt werden können, so mufs die 
Zahl der nötigen Bedingungen kleiner als die der verfügbaren 
Constanten der Substitution sein. Also muls entweder /; ^ 8 
sein oder i Coefficientenrelationen bestehen so da£s /; — i^S 
wird. Die Relationen haben wiederum nachweisbar In- 
Tarianteneharakter und sind überdies Ton dei Substitution 
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völlig unabhängig (r = 0). Demnacli besitzt das Formen- 
System mindestens k — 8 absolute Invarianten, eine Form 
«•^'Ordnung also deren «^^ 8. Unter den temären all- 
gemeinen Farmen iesitsen (a/afser den linearen) nu/r die qmdra- 
tiscJwn Qc ^ 5) Jceine absolute^ also nicht mehr cds eine gewöhn- 
liche Invariante (§ 339). 

Man pflegt den Namen Invarianten vorzugsweise auf die 
allgemeinen linearen Umforniungen za beziehen. Jedoch kann 
man offenbar auch relative Invarianten bilden, die nur gegen- 
über Substitutionen specielleren Charakters die Invarianten- 
eigenschaft besitzen. Alle Eigenschaften, welche sieh nur 
bei Umformungen durch Affinität (§ 99) erhalten, werden 
durch Nullsetzung von Coefficientenfunctionen ausgedrückt, 
welche sich nur bei Substitutionen mit a^^ ^= a^a ^ um 
eine Potenz von KaaCKuffgä — Kiaßgi) ändern. So ist z.B. der 
Parallelismus von Geraden a^ = 0, b^ ^ 0, die Gattung 
des Kegelschnittes S^O (§145) eine affine Eigenschaft; 
daher sind a^fej — a^b^ and «uO^j — a^^^ Afß,nitäts- oder 
ParalldiMva/rianten. Wir erkennen somit, dafs diese eigent- 
lich nur Invarianten binärer Foimen sind, weil die un- 
endlich ferne Gerade ^3 = in sich selbst x^' = trans- 
formirt wird. 

Eine noch specieUere Untergruppe der linearen Sub- 
stitutionen bilden die Ahnliehkeitstransformationen, also die 
orthogonalen Substitutionen. Auf die ihnen entsprechenden 
metrischen oder Orthogonalinvarianten wird später besonders 
einzugehen sein (§ 379). 

Aus der allgemeinen Invarianten theorie der temären 
Formen heben wir hier nm- die Grundzüge derjenigen der 
quadratischen Formen heraus. 

355. Diaoriminante. Eine quadratische Form S besitzt 
nur eine Invariante, nämlich ihre Discriminante ^ (früher 0), 
Diese ist invariant, da ihr Verschwinden eine projectivische 
BecUngung, das Zerfallen iu ein Licienpaar ausdrückt. In der 
That sind alle nicht-zerfallenden Kegelschnitte unter einander 
collinear. 
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Den Invariantencliarakter der Discriminaute z/ erkennen 
wir rein analytisch, indem 

^' = A^ ■ z/ 
ist, wenn A' dieselbe Determinante der Coeffieienten (1,-^ der 
transformirten Form S' ist, wie J der %, Man hat nämlich 
zuerst 



^'lai "^S! "^3 



«11, «11, "1. 




«.1, »>!, »>. 


— 


«!1, »SI, ».8 





Oll. «13. «13 i 
«Sl- «SS- ««sl 



für a^j. = Ci^ja;^ -f" '^■iifiis ~l~ *^3ä'^t3 ^J^*^ sodann 






'"ii ? "^ai ! '''31 



für fflji'= ßiiilii+ %i«3i + '*3*«3i- Durch die Determinanten- 
raultiplieation erhält man so 

.1 ^ \k H ^ Ih^ mx "im ^ Ih mi Im 



Ibe, wie für den Coeffieienten x^x^ in der 
Ent Wickelung 

;,m i,m * T^ 

Letztere können wir auch durch Benutzung der sym- 
bolischen Methode ersetzen, wonach S^a^ ist, falls das 
Product der Symbole a^ nnd a^ den Coeffieienten a^^ nur ver- 
tritt. Denn die Symbole o,^ werden invers transformirt, wie 
die Variabein x„ also ist 

o/ «;-(£«,, »J(2;«..aj. 

Offmbwr begründet derselbe Beweisgcmg die Inva/rianiendgenschaft 
der analog gebildeten Biscriminante fvjr quadratische Formen von 
beliebig vielen Variabein. 

Die Bedingung ^ ^ wurde in § 324 als diejenige 
erhalten, welche ausdrückt, dafs die Polaren von willkürlichen 
Punkten in Bezug auf S ^ durch einen Punkt gehen. Nun 
ist die Büschelhildung dreier Geraden (i^ = 0, ö^^O, c^ = 
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«ine projectiviaelie Eigenschaft; also ist die Coeffieienten- 
determintmte dreier linearer Formen eine Simultaninvariante 
Wirklich ist 









= A. b,, 



(^, Cg 



Die Discriminante ändert sieh dagegen um das Modulqnadrat, 
weil die Determinante der transfomirten Coeffieienten niclifc 
einfach die Resultante der transformirten Ableitungen ist, 
sondern diejenige der Ableitungen der transformirten Form; 
letztere sind lineare Äggregrate der ersteren und zwar beweist 
man nach § 342 aligemein: Die ÄUdiung&n. einer Form von 
hdiäjig vielen Yariahdn werden confy-agredimt zu letziet-en irans- 
formirt (§ 88). 

356. Harmonische Invarianten. Aus der Discriminante 
entspringen aiich die Simultaninvarianten zweier tmd dreier 
Kegelschnitte, wie in § 340 für Elementenpaare. Wir bilden 
die Discriminante eines Kegelschaittbiischela S^ -\- kS^ ^ 
oder (symliolisch) a/ -f- hbj = 0, d. b. wir ersetzen die 



Coefficienten «j^ durch «(_; -\ 

j «11 + ^^11? «12 

I «31 + ^^aif '^33 
Die Entwickeluns diese: 



fcöjj. lind erhalten so 
h ^&ia, »iB + ^*js 

|- kb22} <h3 "f" ^^33 
f- ^K, «BS + ^^33 

in Je cubischen Function liefert 
nlich als constantes Glied die Discriminante z/^ 
von Sj ^ imd als Goefflcienten von k^ die Discriminante 
^a von ^3 = 0. Bezeichnen wir die Reihen %, a^, a^^ von 
z/, als die 1., 2., 3., h^^, b^^, h^^ von z/g als die 1/, %', 3,', 
so können wir die Goefflcienten ©^ von Ti und ©^ von k'^ als 
Summen von je drei Determinanten schreiben 
@i=|r,2,3|+| 1^',3 l+l 1,2,3'!, ®3=1 1X,3'|+1 1',2,3'|+| l',2',3 [. 
Explicite ist also die Entwicklung der ersten 



@, = 



hi> (hl, <hi 



%i. K 



a2i t <^s I 



1 



- A,A, + A„b„ + Ä„t„ + 2^„S, 



agj. ffljäj ''as 1 
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wenn die Ä^^ wiederum als die zu a^^ adjungirten Elemente 

gelten (§ 163). Da anch A^^ = -^ iat, so geht 0j aua <^j 

nach dem Taylor'sehen Satze so hervor, wie wenn nach der 
Aus drucks weise des g 347 die Polare von z/j für das Wert- 
system bfj gebildet wird. Aus ©^ folgt 0^ durch Vertanschung 
von ffj^, b.j, Afj mit 6;^, a^j, Bfj bez. 

Das Verschwinden der Discriminante des Büschels ^*^) 

deflnirt die Parameter /;', k", fc'" der drei in ihm enthaltenen 
Linienpaare (§ 270). Durch Elimination Ton h mittelst der 
Gleichung S^-{-JcS^^O erhält man die Gleichimg dieser drei 
lAnienpaare geradezu in der Form sechster Ordnung 
^,S/ — @,SjS/ + @,8^'S^ — ^a V = 0. 

Nun sind aber die drei Wuraeln der eubischen Glei- 
chungen von Collineationen des Büschels %mab]iäi%gig , d. h. 
geht durch Transformation 8^,8^ in S,', S^' bez. über, so sind 
auch für jeden Wert von h die Kegelschnitte S^ -j- kS^ = 0, 
S^ -\~ hS/ = coUinear. Wenn also unter den Coefficienten 
der eubischen Gleichung zwei nui duich den vuiüeteuden Factor 
A^ geändert werden SiO müssen auch die beiden andern dieselbe 
Änderung erfahien Somit ist ©^ ^A^ ©i,©« =_i'-@s und 
@^, @^ sind zwei Stmultannivanat)tendi}Foimen \ S^odoKeyel- 
scfmiUe S^^O, S^^O (nicht aber Invarianten des Büschels"). 

B. Man soll den Oit des &chnittpnul.tes deijenigen Nor- 
malen eines Kegelschnittes finden welche m den li^nden einer 
durch den Punkt ct\ß gehenden 'aehne eiiichtet weiden 

Sei iSi ^ \~4-i — 1=0 die Weichun^ lei ( urve, so 

sind nach § 192 die rufepunkte dei duri,h einen gegebenen Punkt 
af 1 1/' gehenden Naimalen m den Schmttpuntttn von Ä^ = 
mit der Hyperbel 8g ^2 (c^xp -\- h^y'x — a^x'y) = 0- Man 
bildet dann nach dem Texte die Gleichung der sechs Verbiadungs- 
geraden dieser Fufepunkte, und druckt aus, dafs diese Gleichung 
durch die Coordinaten a \ ß erfüllt werde. Im gegenwärtigen 
Falle ist 

j^ = — -^- , 0^ = 0, ©a = — (a^x^ + öV'^ — c*), 
j = — '2a^h^G^x'/: 



y Google 



Die Invarianten, des Kegelsclmittpaacea. (345 

die Gleichung des Ortes also wird 

+ 2(fflV+feV— c*)(«»Pa;+öV-c^«ß) g + fi- l) =0, 

und er ist daher im allgemeinen eine Ourve dritter OrAnvmg. 

Pur ft = oder |5 = 0, d.h. wenn der Puntt in einer 
der Axen liegt, reduoirt sich der Ort auf einen Kegelschnitt-^ die 
iDCzägliche Ase ist dann seihst ein Teil des Ortes. Der Ort 
reduoirt sich auch auf einen Kegelschnitt, wena der gegebene 
Puntt unendlich entfernt ist, d. h. wenn der Schnittpunkt der 
Normalen in Punkten ku hestimmen ist, die in den Enden paralleler 
Sehnen liegen. 

357. Da Aaa Büschel nur eine, voa h abhängige, In- 
variante bat, 80 liegt der Sehlufs nahe, dafs daa Curvenpaar 
S^^O, Äg ^ keine Invarianten hat, die sich nicht auf 
^j, J^, @i, @j zurüekfiiliren liefsen. In der That beweist aber 
die Invarianientheorie, dafs alle Invarianten des Kegelschnitt- 
paares rationale Fimctionm von ^,, z/g, 0^, &2 '"■^' nume- 
rischen Coeffidenten sind. 

Offenbar sind umgekehrt mir solche rationale Functionen 
der vier Gröfsen, welche sie homogen enthalten, Invarianten. 
Denn nur solcbe ändern sicli um eine Potenz des Moduls, 
da ^j, ^3, &i, @2 sich ganz gleichartig ändern. Femer mufs 
jede Iwoariante in dm Coeffieienten jeder einzelnen Grundform 
homogen sein, wahrend J^, ®,, ©g, ^^ in denen von S^ vom 
dritten, zweiten, ersten, nullten Grade bez. sind. Diese beiden 
Anforderungen erleichtern die Aufstellung des Invarianten- 
ausdrucks einer projectiviscliGn Beziehung der beiden Kegel- 
schnitte, denn eine leichte Überlegung zeigt, dafs eine ganze 
Function von bestimmten Graden in den a^j und b^ nur eine 
endliehe Anzahl von Producten jener vier fundamentalen In- 
varianten enthalten kann. 

Diese Gradverhältnisse in den Coeffieienten werden un- 
IcenntUcJi, wenn wir für Formen mit numeriaeben Coeffieienten 
die Invarianten bilden, bleiben aber stets zu berücksichtigen. 
Für specieUe Beziehungen der Kegelschnitte zum Coordinaten- 
svstera reduciren sich die vier Invarianten auf einfachere 
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Ausdrücke, Geiade diese erleichtern es oft sehr, gegebenen- 
falls homogene Relationen zwischen den Invarianten, d. h. 
projeetivische Beziehungen zu eikennen. Eine jede solche 
Relation gilt dann, iktei analytischen Natur gemäfs, nicht 
nur ffir die specielle Abhängigkeit vom Coordinatensystem, 
sondern für jede Goordmatenwahl 

Im allgemeinen besitzen zwei Kegelschnitte ein gemein- 
sames Polardreieck und können in den Normal-Gleichungs- 
formen angenommen werden (§ 314) 

Si = Za.iX,^ = 0, S^ = Ex? = 0. 
Alsdann sind die vier Invarianten 

©3 ^ %j + «33 -(- %3, ^2^1 

einfach die elemenfcarsymmetrischen Functionen der a^y Als 
die Parameter der Linienpaare folgen also ■ — a,j, ~ a^^y 
— «aa (§ 356). 

B. l) Wenn S^ = wie im Text vorausgesetzt wird, aber 
Sj ^ die allgemeine Gleichung repräsentirt; so ist 

©i^Cwäs'^ss— «23^)+(«a3«ii— «3i^+(»ii«3a— «is'')==Ai+^s3+-^3si 

®2 = «11 +«23 +«38- 

2) Für zwei Kreise, welche dargestellt sind durch 

«,= «>+ s»-^ft"-0, «, = (»;-.)■+ (s-|S)"-ft=-0 

ist Jr—t'< 01— «'+?'-2ft''-&', 8,— .■+(i"-s,'-2f,', 
J^^ — ^. Ist daher d die Entfernung der Centra beider Kreise 
von einander, so repräsentirt ä^ -|- ftSj ^ Gerade für die Werte 
von Tc, die wir aus 

fi" + (2ei' + ?,'-■<')* + («," + H,'- 'f) *■ + »''■' - 

erhalten. Da nun wie bekannt S^ — Äj = die Eadioalase und 
die unendlicb ferne Gerade darstellt, so ist — 1 eine Wurzel 
dieser Gleichung, und dieselbe ist durch (?c -|- l) teilbar; der 
Quotient ist ^.^ -\- (p^^ + p^^ — ä^^h -\- ^^^P = 0. 

3) Wean S^ = ^ + 1", ~ 1 = 0, 
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so ist 4--^,, 8, - Jj, (.> + (!•- o" — S' — (.>), 

e>-::+f4-i-f-(ii+p), 4--«'- 

4) Für die Parabel S^^^^ — imx = und S^ = als 
die aUgemeine Gleiclmng' des Kreises wie vorher ist 

^j=— 4«»*, 01=— 4m(a4-i»), 0g=|3^— 4«i«— e^ J^= -qK 

5) Berechae die Invarianten für zwei Kegelsekaitte , die 
demselben Dreieck bez. ein- und lungeselirieben sind. Für 

S^ ^E («1^%^ — SajOgSCaa^u) -j- etc. = 0, 

ist ^i = - — 4%^ß3^(%^, 0^= ia^(i^a^{a^a^^' -\- ci^a^^ + a^Oj^'), 

358. Taotinvariante. Wenn von den vier Sclmittpirnkten 
A, B, C, D der Kegelsclmitte zwei, Ä und B, bIcIl decken, 
so ist offenbar das Linienpaar AC, BD mit dem Paar BC, 
AD identisch, und die eubische Gleichnng 

^^ _j_ @^k + @^h^ + ^^h^ = 
mufs ein Paar gleiche Wurzeln besitzen. Man findet die 
Bedingung dafür im Verschwinden der Discriminante der 
cubisehen Gleichung (§ 350) von der Form 
4(@i^ — 3z/i@s)(@/ — 3^3®J = (@i©2 —d^^zl^y oder 
®i^®/+i8^iz/3@i@g— 27^1^2* — 4z/i0/— 4^3 ®i*=0. 
Dies ist die mvarkinte Bedingung der Berührung zwischen den 



Man bevreist in der Theorie der Gleichungen, dafs die 
linke Seite derselben, die sog. Tactinvariante, zu dem Product 
der Quadrate der Differenzen der Wurzeln proportional ist, 
vpelehe die Gleichung in h besitzt: wenn sie positiv ist, so 
sind diese Wurzeln sämmtHch reell, wenn sie negativ ist, so 
sind zwei von ihnen complex. Im letztem Falle aehneiden 
sich (vgl. § 271) die beiden Kegelschnitte in zwei reellen 
und zwei imaginären Punkten, im ersten Falle schneiden sie 
einander entweder in vier reellen oder in vier imaginären 
Punkten. Diese beiden letzteren Fälle unterscheiden sich 
nicht durch ein einfaches Kennzeichen. ^^^ 
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"Wenn die drei Schnittpunkte Ä, B, zusammem-üoken 
oder die Kegelschnitte einander osculiren, so sind die Ljnien- 
paare AB, CD; BO, AD; CA, BD identisch. Also muCs 
die hnke Seite der cubischen Gleichung ein vollständiger 
Cubus sein und das erfordert nach § 350, dafs die drei ein- 
geklammerten Gröfsen der Tactinvariante gleichzeitig ver- 
schwinden. Die Invcmantertbedinffiingen der Oseidaticm sind 
daher (vgl. Vorles. Art. 377,8) 

3z/i : @i = ®, : @3 = @a : ZJ^. 
Die Bedingung der Doppelberühnmg ist anderer Art und 
vrird später erhalten (§§368, 371,5). 

B 1) Man soll mch dm Methode des Textes die Bedingung 
finden, unter der zwei Kreise sich berühren. 

Damit die reducute Scklu^gleiehung § 357,3), gleiche Wurzeln 
hat, eihalt man p^" + Pa" — rf* = + 2p^pg oder (J ^ p, it ?äi 
wie es geomeinsoli offenbai ist 

2) DiP Berukningsbedmgungeii für zwei Kegelschnitte mit 
dreighedrigen Gleichungen 

a) öjs4^3+%K3a'g-|-'*i2'i^a=0''*) y'*i'%4"y''s'^~i"y''^3'^~'^ 

e) o^x^ -|- a^x^^ -f- a^x^ =^ 
lauten ftlr Berührung zwischen a) und b), b) und c), c) und a) resp. 

(«.««.>+Ki<)i+(%«s')*=ö,£j-l*+(^y-i-("9*^o, 

Sie können natürlich am einfachsten erhalten werden durch 
Identification der Gleichungen der Tangenten in einem Punkte 
(§§312, 315 f. und 357,6). 

3) Man bestimme den Ort des Centrums für einen Kreis 
von. consl<mlem Budius, udclie} '.kts einen gegebenen KegelschmU 
lerührt. 

Dazu setzen wir in die Gleichung des Textes (Discrimiuante = 0) 
die Werte von J^, J^, 0,, 0^ ein welche in §357,3) und 4) 
gegeben wurden, und beiä-achten sodann a]ß als die laufenden 
Coordinaten. Der Ort ist im allgemeinen eine Curve acJiter Ord- 
mmg, im Falle der Parabel eine Curve sechster Ordnung Dieselbe 
Curve erhält man als den Oit der Endpunkte, wenn mau auf 
allen Normalen der Curve von dieser aus eine eonstante Lange 
gleich p abträgt. Man nennt sie die ParaUelciwvf des Ktgelr 
Schnittes. Sie hat mit dem Kegeliihrntt selbst die nümlirhe 
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Evolute (§ 264). Ihre Gleii^ining liefeit auch ilie Bestunmung 
der normalen Entfernungen, welche von einem beliehigen Punkte 
ans zum Kegelschnitt gemessen weiden In voller Entwickelung 
ist sie für die Parabel y^ ^=imr 

-j-Smx^-j-Bm^x^—32m^x+iem*]Q^—{y''—imxy{tl^-\-(x>~my]=0; 
imd für die Ellipse ^ + |i-= 1, wenn man c^ = «* — b^ setrf, 

c'q^ - 2c^^'{c\a^ + b') + (a'—2b')x' + (2«^ — b^y} 
+ <i* { c*(((*+4o^&^+&*)- 2cXa^~-a%^+3b*)x^+ 2c^(3a*— a^ö^+ft*)*** 
+ (a*- Ga%^+ 6&*)a;*+ (6a*— fl^ö^+ &*>* + (6«*— 10a^&H6&*)a;V^ } 
+ pä| — 2aä6V(a^+Ö') + 2ftV(3a*~aä6^+&*)3;*~2aV{a*— a^6* 
+ 3&*)>'— 6^(6«*— 10a'&'+66*)3i*— «^(6«*— lOa^ö^+eö*)/ 
+ {4a« — 6«*&ä„6aä6*+ 4 6«)icy -}- 2 &ä {«^ — 2 ö') ic« 
— 2(a*— a^&^+ 3ö*)a*;*2— 2{3a*— «^6ä-|-6*)aiy +2aä(ö^— 2a')i/« | 
+ (b'x^-\- aY- a^yUcc - cy + f] {(x -f c)^ +j/^} = 0. 

Damach ist der Ort eines Punktes, für welchen die Summe 
der Quadrate seiner normalen Abstände von der Ellipse hez. 
Parabel gegeben ist (N), ein Kegelschnitt daj-geatellt durch 

(ß^ — 2&^)a^^ + (2a^ — b')f + ß* — ö* = JV 
boz. x^ -\- ^y^ -j- %m{x — m) =^ N. 

Auch hei diesem Orte haben die Falle a^ = b^, a^ = — b\ 
2ö^ = 2e^ = a^ (die speeielle Ellipse von § 201,3) Interesse. 

Wenn wir die Bedingung bilden, unter weicher die Gleichung 
in p^ gleiche Wuraela hat, so erhalten wir das Product aus den 
linken Seiten der Gleichungen der Äsen und der unendlich fernen 
Geraden in den Cubus der linken Seite der Gleichimg der Evolute. 
Für p = finden wir die Curve selbst doppelt gezählt, und ihre 
Brennpunkte, nämlich 

{(x — cy + ,']{(p + c}' + ,'] — te, j' + (j;-.»)' = 
d. h. im ersten Falle die vier Verbiadungsgeraden je eines reellen 
und eines imaginären Brennpunktes der Ellipse, welche Tangenten 
und zugleich Nullgerade sind. Der Toraussetzung a ^ b ent- 
spricht als Parallelcurve des Kreises ein Paar von concentrisohen 
Kreisen 

'' + </•- {<• + (.)■- 

und die vier Geraden (x^ -j- i/'-'y = 0, welche die Tangenten des 



y Google 



\IX Invariaatentlieorie der Kegelschnitte. 358, 
m^ seinem ( entrum oder seine doppelt gezählten abso- 



luter 

Endlich lekrt die allgemeine Form der Gleichung im Teste^^') 
(§ 275), dafa die Paiallelcurve von den Gnjven vierter Ordnung 
®j^ ^SJj^&^^O, ©3^ — 3^201 = (a\ß laufende Coordi- 
naten) ia den Punkten beröhrt wird, in welchen sie die Gurve 
vierter Ordnung #j 0g — 9^i^g = schneidet, d.h. in den Punkten, 
■welche zu den Puntten der Krümmungshalbmesser q gehören. 

4) Bestimmimg der Krümmunffskreise q des KegdscknUtes. 
Setzen wir ia die Bedingungen der Osculation im Texte 

dieselben Werte ein wie in 3), so bestimmen zwei derselben die 
vier Krümmungsraitrtelpnnkte « 1 13 au dem gegebenen Erümmungs- 
radius g. Man erhält sie aus ©1 = 3(^/1^4)*, ©2 = 3(^1^3^^ 
als die Schnittpunkte von 

x^-\-p^ — ^«* — ^^ — e^ ^ — ä{ah^)^ und 

b^x^ -\- aY — «*Ö* — eH«^ + *^) 3(aÖe)^ (vgl. 3). 

Für die Parabel findet man die zwei Schnittpunkte von 
4m(a: + iw) == 3 (4m^^)*, y^ — imx — p^ = 3 (2»tp^)i 

5) Gletchvng der Evolute der Ellipse. 

Man hat die Bedingung auszudrüeken, unter der die Cnrven 
Sj = 0, Sa = in § 356 B. sich berühren. Für ®i = redu- 
cirt sieh aber die Bedingung der Existenz gleicher Wurzeln in 
^^4- 0^6+ ©3P+ ^2Ä;'= auf 27^^^//+ 40/ = 0, d.h. 
die Gleichung der Evolute ist (vgl. § 240) 

(fflV+ öV— c*)» + 27a^öVa:y = 0. 

6) GMchwng der Evökde der Parabel. 

WeU S^=y^ — 4mx, ^ ^ 3iBjr + 2 (2m» — x') y — imp, 
z/j = — im\ 0, = 0, 02 = — im{2m — x'), J^^imy 
ist, so igt die Gleichung der Evolute 27»»^^ = 4(iC — 2»»)^ 
Es ist zu bemerken, daTs die Schnittpunkte von S^ ^ 0, Ä^ = 
nicht nar die Fufspunkte der drei Normalen liefern, welche von 
einem beliebigen Punkte ausgehen (§ 221), soudem auch den 
unendlich fernen Punkt der Ase */ ^ 0. Die sechs Sehnen zwischen 
■diesen Schnittpunkten sind also die Seiten des Dreiecks der Pufe- 
punkte und die drei Parallelen zur Ase durch diese Punkte. 
Damm ist die in § 356 B. angewendete Metliode für die Lösung 
des entsprechenden Problems bei der Parabel nicht die einfachste; 
man erhalt zwar die Gleichung (§229,9), aber multiplicirt mit 
dem Factor 

4»»(2m«/ + t/'a; — 2m«/') — y'^. 
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Der Kegelschnitt und das Linienpaar. 651 

S59. KegelBchnitt und Iiinienpaar. Wenn von den beiden 
Kegelschnitten S^ = 0, iS^ .= der zweite in ein Liuienpaar 
degenerirt, so ist i^g = 0, und wir dürfen den Kegelschnitt 
jSg = durcli x^Xs = und das Büschel daher durch 
jS^ -|- 2kx^Xg = dargestellt ansehen. Die Discriminante des 
Büschels findet man, indem man in z/^ für a^^ die Summe 
(%g-|-ft) snbstituirt, in der Form z/^-]-2Ä(%g%3 — <^is^ss)~'^ss^^^- 
Es ist also 

®s ^ — ö^asj ®i = 2(«^g(i^3 — %s«33) = -d^s, 
d.h. @2 verschwindet zugleich mit ag^ und ©^ für a^^a^^ — «is«ä8 
oder j4jg = 0; jenes bedingt, dafs der Punkt x^=^Xg = in 
der Curve S^ ^ liegt, dieses, dafs die beiden Greraden 
37^=0, 3^2=0 in Bezug auf Si=0 conjugirt sind. {§ 155,i.) 

Nun gilt aber diese Invariantenrelation auch bei all- 
gemeiner Coordinatenwahl. Also ergibt sich: Wm.n Äg = 
em Linimpaa/r darsteüt {^J^ ^0), so repräsentwt @^^0 die 
Sedingung, unter welcher der Sdmittpwtüit der beiden Geraden 
m derr Curve 8,^0 liegt; ©, ^ aber die Bedingung, unter 
welcher diese leiden Geraden in Semg auf Sj = harmonische 
Polaren sind. Sehreibt man in den Gleichungen Linien- 
coordinaten als Variable, so gilt: Wenn 272 = zwei Punkte 
darstellt (z/g = 0), so repr'äsentirt @g = die Bedingung, 
unter welcher ihre Verbindungslinie eine Tangente von 
2''j ^ ist, und @^ = die Bedingung, unter welcher beide 
Punkte in Beziehung auf I.\ ^ harmonische Pole sind. 

In den Beziehungen des Kegelschnittes zu dem Linieu- 
paar kann derselbe offenbar vollständig durch das vom 
Doppelpunkt x' \ y des letzteren an ihn gehende Tangenten- 
paar vertreten werden. Zur analytischen Prüfung führen 
wir die Öleichung des Tangentenpaares aus a;^ = ai^ = ein 
(§ 156) 

Dann ist dasselbe harmonisch zu 3:^3:3 ^0, wenn A^^ = ^, 
imd eine Doppellinie, wenn A^^A^^ — A^^ = ^^ ■ a^^ == 0. 
Somit sind im Grunde genommen die Simultaninvarianien 
@i, bez. ©2 eines Kegehchmttp^ und eines Linienpaares einfach 

SBlmon-Fioaior, anal, Ceoni d Kngelsohn e Aufl. 42 
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(,f}2 XIX. invanantentheorie der Kegels ob nitte. 3ü0. 

die binäre harmonisehe Invariante 0^, bes. die Diserimincmte J 
des LmieMj)aares und des mit ihm concenMschen Tangenten- 
paares. 

Die Discriminante der Gleiebung J^ -\- &^'k-\- ®^k^ = 
gibt dnrcli ihi- Verschwinden nach § 358 die Bedingung 
4:^^&2 = ®i^, damit eine der Geraden des Linienpaares 
Sj ^ den Kegelschnitt S^^O berührt. lu dem oben ge- 
wählten Coordinatenaystem bestätigt man dies leicht, da dann 

360, Wenn inabesondere S^ ein vollständiges Quadrat ist, 
so kann man das Büschel transformiren zu S^ -\- lix^ = 0. 
Die Discriminante desselben ist dann ^^ -{- hA^^, also ist 
0j = jijj = die Bedingung der Beruhigung des Kegel- 
schnittes S-i^O mit der Geraden S^ = 0. Dies weist auf 
einen Zusammenhang dieser Invariante ©^ mit der Tangential- 
form Ton 5, hin. 

Wir können direet die Gleichung der Tangenten des 
Kegelschnittes Sj = in seinen Schnittpunkten mit der Ge- 
raden 1^ ^ bestimmen. Dieselben bilden unter den den 
Kegelschnitt jSj =; in diesen Punkten doppelt berührenden 
Kegelschnitten S^ -\~ k^J = denjenigen, welcher in ein 
Linienpaar degenerirt. Man hat in diesem Falle nicht nur 
^2 = 0, sondern es verschwinden auch alle Unterdetenni- 
nanten von z/^, also ist nach § 356 auch ©^ =0. Man findet 
so für die cubische Gleichung zJ^ -\- ®-Jr, = 0; d. h. auf'aer 
der doppelt ku zählenden Wurzel h = oo, die der Geraden 
1^ = selbst entspricht, liefert sie nur einen Wert von k, 
der eben die fragliehen Tangenten bestimmen mufs. Nun 
hat man aber fc^j, = l^^j, also &, 

d. h. ®i ist mü dem Polynom 27, (?er Tangentialgleichung des 
Kegelschnittes 8^ = identisch (§ 322). Aus ^^ -f- ftZ^ = 
ergibt sich daher die Gleichung des Taugentenpaares 

Wenn ^^ = den Kegelschnitt (S^ = berührt, so fäUt 
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das Tangen tenpaai mit iliesei Geraden selbst zusimmen und 
die bezüglithe Bedingung i^t eben @j = oder 2?j = 0. 
Wei n die I speciell dmcli die Seitenlangen l des Funda- 
mental dreiecks eisetzt werden so liefeit die eihaltene Glei- 
ühnng die Bfstimnmnii der Abyniptofen des duich die all- 
gemeine homogene Gleichung in tri metriu eben Coordmaten 



B 1) Pur Sl^' = 51°' = ih Gleichungen \f n fünf 
festen Eegelacbnitteii ist es immei in unendluli vielen \rteB 
möglich, fünf Constanten fcj, 1(^, ... so zu bestimmen, dafs die 
Summe 

entweder em vollstd.ndige3 Quidiat i^, oder das Prsduct Yon 
zwei Imeaiea Factoien MN wt Man soll zeigen, (ia/"s die Ge 
rade i ^ einen /Cife« Ktgehchm/t V^O uitihtdlt, und dajb 
die G-eraden JHf^O, N=0 m Bezug auf denselben einander 
conjugirt sind 

Wir können F^O so bestimmen, dafs die Invaiiante #j 
für V und jeden det fünf Keg'el'*clinitte Yersthwindet , weil dies 
für Ä^j al? die Coefflcxenten der Gleichung von V m Linien 
coordinaten durch tunf Glei hungen von der Form bedingt wird 

^,i%i"''+^Ä'HA8«its''*+2^S3%3'"+2A,,%WH-2A2V=0, 

die 2xa Bestimmtmg der Verhältnisse der sechs A^^ der Coeffi- 
eienten der Tangentialgleichung von V, hinreiclien. 

Aus der Erflillung dieser Gleichungen folgt aber zugleich 

d. h. &i verschwindet für V ^ und einen beliebigen Kegel- 
schnitt des Systems ^ftjS'^' = 0, womit der Satz bewiesen ist. 
Wenn die Gerade M ^ gegeben ist, so gebt JV" ^ durch 
einen festen Punlst, nämlich durch den Pol von JH" = in Bezug 
auf 7=0. 

2) Wenn sechs Gerade a^ = 0, . . ., % = Tangenten 
desselben Kegelschnittes sind, so sind die Quadrate ihrer Glei- 
chungen durch eine lineare Relation 

verbunden, ^^^ Dies ist ein specieller Fall des vorigen, ergibt 
sich aber direct, wie folgt, 

4-2 ' 
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Man schreibt die sechs Bedingungen nach § 163 für die 
Beriihrung der sechs Geraden mit dem Kegelschnitt und eliminirt 
die uiiheliannten Coefflcienten Af, seiner Gleichung; die Bedingung 
des Satzes ist das Verschwinden der Determinante aus den sechs 
Zeilen (i = 1, , 6) 

ii''^\ ls*''S l3''''^ ^i^%'-% k'-%^% li*''lä''' 
und dies ist auch die Bedingung, unter welcher die sechs Quadrate 
der ^i''^a!j -|- ^^^x^ -\- !}''*% durch eine lineare Relation ver- 
hunden sind. 

3) Wenn nur ider Kegelschnitte S^» = 0,.., S« = ge- 
gehen sind, und T = so hestimint werden soll, dafs die Re- 
lation 0j ^ für ihn «nd jeden der viei- erfüllt wird, so "bleiht 
einer der Coefßoienten Ä^^ unbestimmt, aher alle andern können 
durch ihu ausgedrückt werden. Also ist die Gleichung von V in 
Liniencoordinaten von der Form ^j^ -}- l^g = 0, d. h. der Kegel- 
schnitt berührt vier feste Gerade Wir zeicren später direct 
(§377 & hl f ") 1 t d t t VI Art ) t mmt 

wd knn df ^Ä> + A«(' + ASi +;S =Oein 
UtdigOdittld tiJH:=0 11 dlich 

f (Idk k yif dfdj Auf 1 ine 

1 t mmt d Im t f g g 1 < d M= 

diLtt btnm dri;^>4- dFnn 

J-fA t N h 1) t Y=f d 0-t 1 PI 11=0 in 

B t 1 =( (V 1 § 31 ^ 

it i B d utung d Bltnn O=0mlü=0. 
Auch im Falle der allgemeinen Kegelschnitte S^ ^ 0, Sg ^ 
liegt es nun nahe, das Verschwinden einer ihrer Simultan- 
invarianten auf binäre harmoniaclie Relationen zurückzuführen. 
Den Weg dazu bietet die Betrachtung der Tangentenpaare 
aus einem Punkte oder der Schnittpunkfcpaare in einer Geraden. 

Nehmen wir irgend einen Punkt Ä^ von S^ ^=0 als 
a^i = % = und aeine Polare in Bezug auf yS^ =^ als a^g = 0, 
so bedingt dies ^38 = 0, «ib = (^aa ^ '-' '^^^ -^n ^ '^b'*bbi 
A^2 = «g^Ojj, jlgg = A^^ = 0, A^^ = — «aäfflia. Also ist dann 
der Wert der Invariante 

und dieser ist Null nur, wenn die binäre Invariante @ = 
ist (§ 340), falls nämlich, der gewählte Fundamentalpujikt 
keiner der Schnittpunkte der Curven ist ((Tg^ > 0). Daher be- 
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stellt — und zwar offenbar auch noch für die Schnittpunkte 
gültig — der Satz: Wemi ®^=0 ist, i,o schneidet die Polare 
eines jeden Punktes von t% = in Bpzwi auf >% == beide 
Kegelschnitie Mrmonisch. Bei &^ = gilt dasselbe für die 
Polaren der Punkte von S^ = bezugheh jSj = 

Heifsen die Schnittpunkte der Polare von Ag mit S^^O 
A^ und Ä^; so ist A^Ä^Ag ein Polardreieck in Bezug auf 
S^ = 0, falls ®^ = ist. Zu jedem Puokt von S^ = 
existirfc ein solches Polardreieck, d. h. es gibt uneodiieh viele 
solche, sobald eines existirt. Umgekehrt hat die ImXMiante ©^ 
den Wert Null, wenn ein Polardreieck von Sj = in S^ = 
eingeschrieben ist. Denn die beiden Grleichnngen haben dann 
die Formen 

%j^/-)"«as^^ + <'33''^3^^ö, b^^x^x^ + b^iX^x^ -j- \^x^x^ = 
und bei ffläj = %i ^= »12 = 0, 6j^ = i^^ = fc^j^ = 
Tersdi windet ©j. 

Das Verschwind^i der Simultamnvaria/nte ©^ ist notwendig 
und hinreichend, damit wiendlich viele Pdl(wdr€ie<^ von iS^ = 
in 8g ^Q eingesehrieben werden können. 

Der dualistisch entsprechende Satz lautet : Bas Ver- 
schwinden der Simtdtaninvaritmte @j ist notwendig und hin- 
reichend, damit unendlich viele Polwdreiecke von S^^O um 
Sj ^ umgeschrieben werden können. In der That kann man 
die ganze Entwickelung dualistisch interpretiren, wenn man 
statt x^, a^p bfj setzt l^, A^j, B^^. Alsdann geht aber zugleich 
Afp Bjy über in AcSf^, Aö^^., also UA^^b^j in /^Za^^S^p d. h. 
©1 in A ■ ©ä und ebenso ©3 in A ■ ©1, ein wohl zu be- 
achtender Wechsel. In der That verificirt man sofort, dafs 
©^ ^ ist, wenn A^^ == A^^ = A^^ = und b^^ == f»,, = ?Jjj = 
oder _^g = B^i = £^3=0 ist. 

Somit kann die Bedeutung der Bedingung ©j =■- 0, ebenso 
©2 ^ 0, in doppelter Weise ausgesprochen werden, wie in 
dem Satze liegt; Wenn ein erster Kegelschnitt einem Polar- 
dreieck eines zweiten eingeschrieben werden kann, so kann auch 
der smeite einem Pola/rdrmeck des ersten umgeschrieben w^den. 
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656 XIX. Invarianteiltheorie der Kegelselinitte. 361. 



Maa pflegt Kegelschnitte toh dieser Eigenschaft } 
Kegelschnitte''-^^) zu nennen, und unteraeheidet Kegelschnitte, 
welche einem d.h. eigentlich unendlich vielen Polardreieeken 
desselben andern harmonisch tim- oder eitiffeschriebert sind. 
Diejenige Simultaninvariante, welche fiir harmonische Kegel- 
schnitte verschwindet, enthält die Coefficienten der Punkt- 
co ordinatengleichung des umgeschriebeneu und die Coeffi- 
cienten der Liniencoordinatengleichung des eir^eschriebenen 
Kegelschnittes. 

B, l) Nennen wir daä Perspectivoentrum zweier polat- 
cou-jugirten Dreiecke das polare Centrum eines jeden der Dreiecke 
in Bezug auf den Kegelschnitt (§§ 118; 312, s) und die Perspectiv- 
axe die polare Äxe, so bedingt die Relation 8^ ^ 0, dafs das 
in Bezug auf S^ = genommene polare Cmtrum eines dem Kegel- 
schnitt S^ = eingeschriebenen Dreiecks auf Sg =» Uegt, tmd 
dafs die in Bezug auf Sg = gmom»nene polare Äxe eines dem 
Kegelschnitt 5^ =™ itmgeschriebenen Dreiecks 8^ = berührt. 

Denn x^ie^x^ = und das polare Dreieck 

»11^1 + «12% + «1S% = 0. (hi^i + «Säi^ + «23*^8 = *^' 



haben ein Perspectivcentrcm , dessen Coordinaten die reoiproken 
Werte you ä^^., A^^, ji^ sind. Substituirt man sie in die (Jlei- 
chung von Sj = (6^^ ^ \^ = ögg = 0), so erhält man 

2^3(.j5 + 2^ib3j + 2^jj6jj = oder 0^ = 0. 

Den zweiten Teil des Satzes beweist man in analoger Weise. 

2) Wenn gleiehaeitig 64 ^ und 0^ = ist, so ist das 
Doppel Verhältnis der vier Schnittpunkte der Kegelschnitte auf 
beiden äquiauharmoniseh (§ 371, 3). 

3) Zwei Tripal harmoaischer Polo in Beaug auf einen Kegel- 
schnitt Sj ^^ liegen auf einem zu ihm harmoniächen Kegel- 
schnitt. (§312,2.) Die Polaren berühren einen andern. 

Denken wir einen Kegalsohnitt durch die Ecken des einen 
Dreiecks und durch zwei das andern gelegt, welches als Fanda- 
mentaldreieck gewählt werde, so folgt 

0g = oder «11 + «sta + «33 = 

aus der Voraussetzung, dafs er deai ersten Dreieck umgeschrieben 
sei (§ 357, 1). Da zwei Ecken des Fnndamenfcaldreiecks dem 
Kegelschnitt angehören, so ist a,j ^ 0, «33=0, und man er- 
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Harmonische KegelscIinittK eines gegebenen. fiö7 

kennt somit, Aafs auoli «g^ = ist. Ebenso beweist man den 
i^weiten Teil des Satzes. 

362, Harmonische Kegelschjiitte. Die Simultamn Vari- 
anten sind nach ihrer allgemeinen Form symmetrische Summen 
der Prodncte der Coefficienten der Gileichung des einen Kegel- 
schnittes in Pnnktcoordinaten in die gleichnamigen Coeffi- 
cienten der Gleichung des andern Kegelschnittes in Linien- 

coordmaten, nämheh ®j^ = SÄ.jhij=' Aj^b^^-\-2A^^b2i-\ . 

Das Verschwinden einer solchen Invariante ist also entwedei' 
eine lineare Bedingung für den einen Kegelschnitt als Ort oder 
für den andern als Enveloppe, je nach der ßeihe von Coeffl- 
cienten, welche man als gegeben ansieht. Offenbar kann man 
so jede lineare Relation zwischen den Coefficienten einer Orts- 
oder Enveloppengleichung sowohl mit ©^ als mit ©^ identi- 
ficireu, indem man die sechs gegebenen Coefficienten als die- 
jenigen einer gegebenen Enveloppen- oder Ortsgleichung 
anffafst. 

Die allgemeine lineare Bedingung für einen Kegelschnitt 
bedeutet geometrisch, daß er zu dnem gegebenen Kegelschnitt 
h4wmonisA ist. Dieser durch die numerischen Coefficienten 
der Bedingung gegebene Kegelsehnitt kann natürlich von ganz 
specieller Art sein, also z. B. ein Punktepaar (auch Doppel- 
punkt) oder ein Linienpaar (auch DoppeUinie). In diesen 
Besonderheiten sind die in § 336 interpretirten linearen Be- 
stimmungen enthalten. Bilden wir nämlich die Bedingung-, 
dafs zwei gegebene Punkte y^, g^ in Bezug auf S^ ^ con- 
jugirte Pole seien, so besteht für die \j die Gleichung des 
§ 320; also folgt die nach 0^ = harmonische Enveloppe 
2/1 = aus 

y^i~^ Vi^i~ ysh'~ Vf-h + Vi,^^" Vs^^i +'?/i^3~yi^s + yth' 

und dies sind dieselben Bedingungen, welche ausdrücken, dafs 
^ = mit I ■ Ij = identisch ist. Also ist dann jS^ = 
dem aus den beiden Polen gebildeten Kegelschnitt 27^ = 
harmonisch umgeschrieben, wie auch geometrisch evident ist. 
Das Punktepaar ?/,, s^ kann sich auf einen doppelt zählenden 
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Punkt reduciren, durch welchen der Kegelschnitt einfach hin- 
durchgeht. 

Sind für eine Enveloppe 2! zweiten Grades r -j- 1 lineare 
Bedingungen gegeben (r -|- 1 < 5), so siud alle ihnen ge- 
nügendeu Kegelschnitte r -{- 1 gegebenen Kegelschnitten 
^ij--^r+i harmonisch eingeaohriebeu. Dieselbe Eigeuschaft 
hat 2; dann in Bezug auf aJle Gurren des punetueU-linearen 
Gebildes r"'' Stufe 

X,S,^ [^ A,+i 8,^1 = (§ 283). 

Umgekehrt bilden alle jene Enveloppen ein fangen tial- 
liueares Gebilde (4 — r)**' Stufe, dessen Gleichung, wenn 
^^(i)j. . .£(&-'■) die Polynome der Gleichungen linear unab- 
hängiger Enveloppen desselben sind, lautet 

ft£l') + ..^ + ^,_,»'-')_0. 
Alsdann sind die Orter Sj, . . . S^^i den Enveloppen 
2i''^',.. , .Z/'*"*"', also allen Enveloppen ihres Gebildes har- 
monisch umgeschrieben. Somit sind aUe 
Ortsgebildes r"^ Stvfe Jimmonisch gu aü 
Envehppengebildes s"'' Stufe, wo r -\- s ^ 4 ist. Die ersten 
sind den letzten harmonisch umgeschi-ieben, die letzten den 
ersten harmonisch eingeschrieben, wenn dies für jeden 
von ^ + 1 ersten und s -|- 1 zweiten, linear unabhängigen 
Kegelschnitten der Fall ist. Solehe harmonische Systeme 
werden wir später amtravanoMte lineare Geibüde nennen (§ 366). 

So bilden also alle Kegelschnitte, welche Polardreieeken 
eines gegebenen ein- bez. umgeschrieben werden können, ein 
Enveloppen- bez, Ortsgebilde vierter Stufe. Die conjugirten 
Pole bez. Polaren der gegebenen Curve bilden die degenerirten 
harmonischen Curven. Die harmonischen Enveloppen zu 
einem Büschel bilden ein Gewebe, die harmonischen Orter 
zu einer Schaar eui Netz, und umgekehrt. 

B. 1) In einem Büschel S' + ifcS" = gibt es immer einen 
und nur eineu Kegelschnitt, der ein Tripel karmonischer Pole 
in BezTig auf einen beliebigen Kegelschnitt S = enthält. 

Für 0j', ®j" als die Werte der Invariante 0j von S' und 
S, bez, S" und S ist die Gleichung desselben 
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0/S" + &"S' = 0. 
Denn es ist für den Kegelschnitt k die Invariiinte 0^ mit S 

= («ji' + Äöii'OAi H = ®i' + '^^u"' 

2} Wenn zwei Kegelschnitte S' = 0, S" = je ein Tripel 
haimonischer Pole von S^O enthalten, so liegen auf jedem 
Kegelschnitt des durch sie hestimmten Büschels sololie Tripel- 
iJenn ans 0^' = 0, S^" ^ folgt das Verschwinden der In- 
vaiiante 0^ für die Kegelschnitte S = und S' -f- kS" = 0, 
weil diese sich aus jenen linear zusammensetzt 

0^=^ij(a,/+ hoi^") H h 2 A3(%a'+ft%a") = &i+k&". 

(Vgl. § 361, 1 , s,) Eeciprok: Wenn zwei Kegelschnitte von Tripeln 
harmonischer Polaren eines festen Kegelschaitt«s berührt werden, 
so gilt dies für alle Kegelschnitte ihrer Schaar; etc. 

S) Man soll einen Kegelschnitt bestimmen , weicher drei 
gegebene Punkte A, £, C und je ein Tripel harmonischer Pole 
des Kegelschnittes K^ und des Kegelschnittes K^ enthalt. 

Sind A^BjCj^, Ä^B^Cs, die polaren Dreiecke m ASC in 
Bezug auf diese Kegelschnitte, so sind die polaren Centra AA^, 
BB^, CC^ und AA^, BB^, CC^ (§ 361, i) des Dreiecks ABC 
in ihnen zwei Punkte des gesuchten Kegelschnittes, der somit 
durch fünf Punkte bestimmt ist. 

In folge dessen bilden die Kegelschnitte, welche der Be- 
j genügen, je ein Tripel harmonischer Pole für zwei ge- 
) Kegelschnitte zu enthalten, ein Gebilde dritter Stufe von 



4) Man cöustruire den Kegelschnitt, welcher zwei gegebene 
Punkte A, B und je ein Tripel harmonischer Pole für drei feste 
Kegelschnitte Äj, .B^, K^ enthält. 

Wenn (7,, C^, C^ die Pole von AB m Bezug auf E-^,K^,K^ 
sind und eine Gerade aus A von den Polen P^, 1\, Pj in P den 
geanchten Kegelschnitt zum zweiten mal trifft, so liegen nach 
§ 361, l) die drei Punkte PC^, JBP^; P(7g, SP,; PC^, BP, mit 
A, B uud P auf dem gesuchten Kegelschnitt, so dafs die Büschel 
(P'AGj^CiO^) und (B ■ ÄP^^P^P^) projectivisch sind. Da hier- 
nach P auf dem durch Ä, C^, Cj, Cj gehenden Kegelschnitt liegt, 
für den das Doppelverhältnis dieser vier Punkte gleich dem von 
(B-AP^P^P^) ist, so ist P linear bestimmt und man hat sechs 
Punkte des gesuchten Kegelschnittes. 

5) Man bestimme den Kegelschnitt durch einen Punkt A 
und je ein Tripel harmonischer Pole in Bezug auf vier gegebene 
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Kegelschnitte S^, Sg, Sj, Sj. Wir zialien dazu durch A zwei 
Gerade, die in Bezug auf keinen der vier Kegelschnitte 5j 
conjugirt sind und denken F, Q als die Punkte wo sie den 
gesuchten Kegelschnitt S 7,um zweiten mal schneiden; seieu 
Pj, Pj, Pg, P4 und resp. Öi? - ■ ft ^^^ Pols dieser Geraden 
AP, AQ ia Bezug auf die Sj, . . S^, so liefert das Dreieck AFQ 
als 8 eingeschrieben die Doppelverhältnisgleichheit (_P- AQ^ Q^ Q^ Q^ 
== {Q ■ APj^P^PgP^), nach der man P und Q durch folgendes 
Verfahren bestimmen kana. Man wähle in AP einen Pimkt X 
als eine Lage von P und bestimme in AQ die entsprechende 
Lage r von Q durch die Gleichungen (Y^ ■ A P^ P^ P^) = 
(X-AQ^Q,Q^), (T^-ÄP^P^P^ = {X-AQ,Q,Q^); wenn X 
varürt, so beschreiben die zwei so erhaltenen Lagen von Y pro- 
jectivische Reihen 3 und 4 und Ton ihren Doppelpunkten ist der 
eine der Schnitt von AQ und Pj^P2i der andere Doppelpunkt, die 
wahre Lage von Q, kann daher linear bestimmt werden — die 
correspondirende Lage von X ist der Punkt P. Damit sind sieben 
Punkte VOE S gefunden, nämlich zu A, P, Q noch die vier Punkte 
PQif QPf für i = 1, . . 4. Diese linearen Oonstructionen sind 
das Aequivalent für die Auflösung der fünf linearen Gleichungen, 
deren eine der reelle Punkt A liefert, während die andern vier 
die 0, = sind. 

6) Die Bestimmung des Kegelschnittes S, der Tripel har- 
monischer Pole in Bezug auf fünf gegebene Kegelschnitte S\, . . .8^ 
enthält, veranlafst zu folgenden Überlegungen: Da kein reelles 
Peripherie-Element von S bekannt ist, so können Punktepaare 
derselben auf beliebigen Geraden nur durch die zugehörigen Pol- 
iuTolutionen bestimmt und durch Oonstructionen zweiten Grades 
erhalten werden, also auch nicht mit der Sicherheit der Eealität. 
Die zu S in einer Geraden l gehörigen Polinvolution kann aber 
nach 2) linear bestimmt werden aus den Schnitten voa l mit 
je zweien der Kegelschnitte, die dem Quadrupel Sg, Sg, S^, S^ 
und resp. dem Quadrupel Sj, Sj, S^, S^ harmonisch umgeschrieben 
sind, weil diese je ein Büschel bilden, so daTs durch jeden Punkt 
A von l einer von ihnen geht. Das gemeinsame Paar dieser 
beiden Polinvolutionen gibt die Doppelpunkte der PoUnvolution 
von S und damit wird die Lösung quadratisch. {Vergl. die Theorie 
des Polarsystems in § 400 f.) 

7) Weil Punktepaare und Linienpaare degenerii-t« Kegelschnitte 
sind nach der Polarität von § 323, so treten zu den vorigen 
als specielle Fälle die Aufgaben, deren allgemeinste lautet: Man 
eonsti-uire den Kegelschnitt, der fünf gegebene Strecken resp. 
fCInf gegebene Winkel durch seine ihren Geraden augehSrigen 
Punkte resp, seine durch ihre Scheitel gehenden Tangenten bar- 
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moniscli teilt, (Vergl. den Test). Das Problem 6) umfafst auck 
die specialisirtcn vorhergelieitdeii. 

363. Harmonische Kreise zu einem Kegelschnitt sind 
Ton besonderem Interease. Setzen wir rechtwinklige Coordi- 
naten x \ y und S = als die gegebene Curve voraas, so ist 
die Tangentialgleichung des Kreises Yom Centrum a l ß und 
vom Radius p (§ 110) 

(ß£ + ,3^ + l)^-pHr + ^^) = 0. 
Also ist für (S = und den Kreis die Invariante ©j = 

BeKeichnefc man das Substitutionsresultat von a | /3 in S mit S^, 
so ist die Bedingung für die dem Kegdschnitt hamwnisch an- 
geschriebenen Kreise 

So-(«n + «.Op' = 0' 

Somit gibt es m jedem Punlct als Cenirum einen unsigin 
der Cwrve harmonisch eingeschriebenen Kreis. Die saramtlLclien 
Kreise bilden also ein Netz (§ 128). So ergibt sxch das Sitb- 
sUtuHomresultat eines Coordinatenpaares 'x\y in ein Folynont 
gweiten Grades als proportional mi/m Eadirnsquadrat des zum 
Cen^m x \ y gehörigen, 8 = harmonisch eingeschriebenen 
Kreises. (Vergl. § 192, SchluTs.) 

Bilden wir ebenso die zweite Invariante fui £ = und 
die Ncirmalform der Kreisgleichung, äo li&iert sm die BedmgiAiig 
für die dem Kegelschnitt harmonisch umgesch) lebenert Kreise 

A, + Aä + ^8=^ ~ 2^3« — 2As^ß = 0. 

Diese Bedingung zeigt (§ 122), dafs diese Kreise ebenfalls 
ein Netz bilden und zwar mit dem Orthogonalkreise 

AbC^' + f) - 2^3^ - ^AsV + Ai 4- Aä = 0- 

Dies werden wir aber jm folgenden Kapitel als die Gleichung 
des Hauptfereises {§ 181, 5) des Kegelschnittes i'^ erkennen. 
Also sittd alle Kreise, welche Polardreiecken eines Kegelschnittes 
umgeschrieben sind, orthogonal gmn Hauptlereise < 
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Diesen Sätzen gibt man einen scheinbar veTScMedenen 
Ansdinck, indem man bedenkt, dafs nun (§118) die Kreise 
des ersten bez. zweiten Netzes, auch Pohtrdreiecke besitzen, 
welchen der gegebene Kegelschnitt um- bez, einge schrieben 
ist. Der Ereismittelpunkt ist aber stets Höhensehnittpuntt 
in diesen Dreiecken. Daher sind die harmonisch eingeschrie- 
benen Kreise der gleichseitigen Hjperbel («j^ -|- a^^ ■= 0) für 
Curvenpunkte, und die harmonisch umgeschriebenen Kreise 
der Parabel (Ä^^ = 0) für Punkte ihrer Directrix unbestimmt, 
für alle andern Punkte aber unendlich gi'ofs (§§ 179, s; 229, i). 

B. l) Das Quadrat der Länge der Tangenten, welche vom 
Centrum eines Kegelschnittes an den einem seiner Polardreieeke 
mnge schrieb cnen Kreis geben, ist. constant und gleich der Summe 
der Quadrate der Halbaxen.^^") 

Dies ist die geometrische Interpretation der speciellen Form 
der Kelation 0^ = 0, wie sie in § 3ö7, 4) gefunden ward, nämlich 
••' + ß'-Q'-a' + b'. 

2) Das Centrum des Kreises, welcher die Seiten eines Polar- 
dreiecks einer gleichseitigen Hyperbel berührt, liegt in der Curve. 
Die Relation 0g = in § 357, a) beweist dies für B^ = — a^. 

3) Wenn das Rechteck unter den Segmenten der Höhen 
des einem Kegelschnitte umgeschriebenen Dreiecks constant und 
gleich p* ist, so ist der Ort des Höbenschnittpunktes der Kreis 

i' + »'-«' + »• + <■■■ 

Denn ®^ = (§ 357, s) ist die Bedingung, unter weleber 
ein Tripel harmonischer Polaren in Bezug auf den Kreis den 
Kegelschnitt S^^ ^ berührt. Wenn man in diesem Beispiel 
^2 __ Q voraussetzt, so erhält man den Hauptkreis. 

4) Wemi das Eecbteck unter den Segmenten der Höben 
für ein in den Kegelschnitt S^ = eingeschriebenes Dreieck 
constant und gleich ^^ ist, so ist der Ort des Höbenschnitt- 
punktes der mit S^ = coasiale imd ähnliche Kegelschnitt^") 
S^ =Q^i^-\- p\ — aus ©a = 0. 

5) Man soll den Ort des Höhenschnittpunktes für ein Dreieck 
finden, welches einem Kegelschnitt eingeschrieben und zugleich 
einem andern Kegelschnitt umgeschrieben ist.'^^ 

Wenn man das Oentrum des leteten Kegelschnittes zum 
Coordinatenanfangspunkt wählt und die Werte von p^ einander 
gleich setzt, die sich aus 3) und 4) ergeben, so ist für a, b' 
als die Äsen des Kegelschnittes Ä = 0, in welchen das Dreieck 
eingeschrieben ist, die Gleichung des Ort«s 
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{x' -\-y^ — a' — h') {a' + b'') =■■ a'H'^S. 
Der Ort ist daher ein Kegels ohnitt, dessen A^ea denen von Ä ^ 
parallel sind, tmd der mit S^O zugleich ein Kreis wird, 

6) Das Oentnim eines Kreises, der einem Polardreieck einer 
Parabel umgesehrieben ist, liegt in der Directrix, 

Der Höhenschnitt eines Dreiecks, welches einer Parabel um- 
geschrieben ist, liegt in der Directris. 

Der Beweis fflr beide Sätze liegt in der Relation 0j = 
in § 357, 4). . 

7) Pur den eingeschriebenen Kreis eines Polardreiecks der 
Parabel ist die vom Fufspujikt seiaer Mittelpunkts Ordinate in 
der Axe an ihn zu legends' Tangente der bezi^lichen Parabel- 
ordinate gleich. 

Der Beweis liegt in der Eelation 0j = i 

8) Wenn der Radius des einem Polardreieck t 
eiagesohriehenen Kreises gegeben ist, so ist der Ort si 
eine Parabel von gleichem Parameter mit di 

9) Der Ort dei- Mittelpunkte der den Kege 
Büschels harmonisch eingeschriebenen Kreise ist die 
Hyperbel des Büschels (§ 272, a). 

Denn sind S' = 0, S" = zwei Kegelschnitte, so ist « | «/ 
das Centrum eines Kreises vom Eadiusquadrat 
s- ^ S" 

«11 + «32 "Ü + "BS 

10) Die den Kegelschnitten einer Schaar harmoHisch um- 
geschriebenen Kreise bilden ein Büschel, dessen RadieaJase die 
Directris der Parabel der Scbaar ist {§ 262). 

Die Hauptkreise der Kegelschnitte bilden daber das conjugirte 
Bttachel (§ 127), 

364. Es ist im allgemeinen nickt möglich, dem einen von 
ewei beliebigen Kegelschnitten ein Dreieck einsusckreiben, welches 
zugleich dem andern wngeschriehen ist. Wenn aber zwischen 
beiden Kegelschnitten eine gewisse Relation stattfindet, so 
können unendlich viele solche Dreiecke gefunden werden. 

Denn ist ein solches Dreieck möglich, und ist es zum 
Pundamentaldreieck gewählt, so sind die Gleichungen beider 
Kegelschnitte auf die einfachen Formen 

Si ^ X-i^ + %^ + ^3* — ^^s^$ — 2x^Zi — 2x^(c^ = 0, 
Sj ^ 2a^ga^x^ -f- ^a^iX^iC^ + 2a^2'^A = ^ 
redueirhar (vgl. § 357, 6) und wir erhalten für ihre Invarianten 
die Werte 
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^1 = — 4, ^3 = Scfggöj^ajg, @j = 4 («23 -)- «gj + %2), 

Zwischen diesen besteht aber die Relation^'') 

eine Öleicliung von der Art, von welcher im § 357 erörtert 
wurde, dafs sie durch eine Veräademng der Coordinaten- 
bezieliuog ungestört bleibt. Also mufs dieselbe Relation 
unter den Coefficienten der Gleichungen beider Kegelschnitte 
immer stattfinden, wenn es überhaupt möglich sein soll, sie 
in die vorher angenommenen einfachen Formen zu trans- 
formiren. Sie ist so die analytische Bedingung der geforder- 
ten geometrischen Beziehung. 

In der Tliat gehört umgekehrt, unter Voraussetzung dieser 
Relation aiieh die dritte Ecke eines dem Kegelschnitt S^ = 
umgeschriebenen Dreiecks dem Kegelschnitt Sg = an, wenn 
seine zwei ersten Ecken auf ihm liegen. Denn ergänzen 
wir obiges Polynom 8^ zu Sg + ''B8^6^ ^^ S^^* ®3 ühei in 
@g — -ttisöas; aber die frühere Relation ist mit der jetzt er- 
forderlichen &^^ = 4:^i(®2 — "'is^sb) ^^^ verträglieh, wenn 
«53 = ist. 

Man kann auch Invariantenrelatiouen benutzen, um die 
Kegelschnitte auf einfachere öleiehungsformen zu bringen. So 
folgt z. B., dafs Kegelschnitte von der durch ®^&.^ = J^J^ 
ausgedrückten Beziehung allgemein auf 

V + */ + ^3^ = 0, X^^ — X^^ + cx^^ = 
reducirt werden können. 

Damit überhaupt ein Curvenpaar S^ = 0, S^ = in ein 
anderes yS'^'=0, Sg'= transformirt werden könne, müssen 
nach unserer Abzahlung swei absolute ImimioMtefi hez. gleich 
sein. Die einfachsten sind die Quotienten 

Nur von den Werten derselben müssen also Doppelyerhältnis- 
werte abMngen, wie z. B, die der Schnittpunktpaare in den 
Seiten des gemeinsamen Polardreiecks, von denen wirklieh 
nur zwei unabhängig sind. 
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B. l) Man Tjestimme die Bedingung für diejenige Lage von 
zwei Kreisen, bei welcher dem einen ein Dreieck eingesclirieben 
werden feann, das zugleich, dem andern umgeschrieben ist. Fflr 
d* — p^^ — 5g^ ^ e^ ist nach § 357, a) die fragliche Bedingung 

also <^^ ^ Pa^ i 2pip3, 

der wohlbekannte Ausdruck, welchen bereits Erder für die Ent- 
femung zwischen dem Centrum des einem Dreieck umgeschriebenen 
und dem eines ihm eingeschriebenen Kreises gegeben hat; speeiell 
P5 ^ 2pi für eoneentrisehe Lage. 

Der Ort der Höhenaebnittpunlcte aller solcher Dreiecke ist 
ein Kreis, der den Übersohufs des Radius TOm umgeschriebenen 
Kreis über den Durchmesser des eingesohriobenen zum Radius hat. 

2) Für einen Mittelpunktskegelschnitt steht der um einen 
Brennpunkt mit der Hauptase als Radius beschriebene Kreis zu 
ihm in der Relation des Testes — gemäfs den Gleichungen 
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so wird Sj -|- k^S^ = durch ü"; = berühi-t und die Invari- 
anten sind 

Jj = — (2 + ^<%8 4" fta«si + ^s^ia)^ ' — ^^h^^'hti'hi^ii' 

©3 = — (% -f «31 + a^^y — 2 (^ + *a + 'is) «23 «31 «IS. 

und sie erfüllen die verlangte Relation 
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365. Covarianten, Contravarianten, Z^iachenformen., 
Die Definition der Covarianten in § 342 ist auch auf ternäre 
Formen anwendbar. Bildet man aus der allgemeinen Gleichung 
■einer Curve oder den Gleichongen der Curven eines Systems 
die Gleichung C ^ eines Ortes, der mir Curve oder zu dem 
System eine durch lineare Tramsformation (Verwandtschaft) un- 
zerstörbare geseismäfsige Seziekwng hat, so ist C ^0 eiwe co- 
varicmte Curve m der oder den Gegehenett. Die Gleichung der 
in einer gegebenen CoUineation C = entsprechenden Curve 
C'^ wird sowohl erhalten, indem wir die Gleichung C = 
selbst transformiren, als auch, indem wir die gegebene Glei- 
chung oder das gegebene Gl eichungs System transformiren und 
nun dieselbe Function C mit den traneformirten Coefflcienten 
bilden. Die beiden so entstehenden Polynome sind alsdann 
nur um eine Potenz des Transformationsmoduis als l^'actor 
verschieden, denn es ist 

C {a, x) = A"" ■ C (a, x). 

Eine quadratische Form S besitzt lidne von c ■ S ver- 
schiedene Covariante, dagegen besitzeu zwei oder drei quadra- 
tische Formen simultane Covarianten. 

Im temären Gebiet gehören zu den drei Variabeln x^ drei 
contragre diente Variabele |^. Wenn eine gegebene coUineare 
Punktverwandtsehaft dui-oh die Substitution x^ = ^ccn^x^! de- 
finirt ist, so wird die Strahlenverwandtschaft gleichzeitig durch 
A 1; = ^^iiii auagedi-üekt. Bei gleichzeitiger Anwendung 
beider Substitutionen besteht dann die Identität 

li^i + lä^ + is^a ^=^ ^i'^i' + h'^2 + ^s'^a'- 
Demnach kann man Invarianten eines aus Curven und Ge- 
raden I;, fji, . . bestehenden Systems als homogene Functionen 
der contragredienten Variabeln auffassen. Wenn wir eine 
solche Invariante K (a, h, ^) aus den Coefficienten des trans- 
formirten Formensystems bilden K (a', ft', |'), so ist auch 
K (a, &, D = A^ ■ K («; 6', g). 

Man nennt solche Fonnen contragre dienter Variabeln, 
welche die Invarianteneigen seh aft haben, BugehSrige Formen 
■oder Gontravarianten'-^) der gegebenen Formen oder des ge- 
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g^>«i«n Systems Eme zu Ofe^w»"»« fo«(mi«[M««fe OfwWe 
tst nne Emeloppe detm Glnehung eme pro^cluMst^e BeMtm 
evKer hewe^ßichen Geraden zn. dem Syst^i-m amdfti^t Denn 
■dKwelbe Fnnetmn der hanbformuteu Coetüeienten des STstem's 
-wird bis auf emea constanten Factor auek erhalt«ii, weim 
man m der urspninglichen Contravanante die Variabeln selbst 
mveis tiansfjnmit bie gleicht dann einer CoTaiiaate, a«r 
•dafs müht die mspulnglichen, s indem die ti anaform irten 
Snbstitutionen auf ihre Vanabela anzuwenden smd*') 

Ihrei geometrischen Bedeutung nach smd die Bioprocal 
formen Conbaßonantp-» der urspruT^ltdmi Fyrmeii also Orts 
gleichung und Tangentialgleichung smd conti avanant Die 
übrigen Conti avarianten stehen zai TangflutialgkichuHg in 
demselben ^ eihaltnis wie die Covariauten zur Ortsgleiehung 
Eme einzelne quadiatische Gleichung S = hat l.tme andere 
Contiavanante ala die Tangentialgleichung S^ Z: 4. 45,5^ = 0, 
wobei die Identität besteht £ -^ A^ ^ 

Endlich kennen für das aus Curven und Geraden ge- 
bildete System wiederum CoYarianten gebildet werden, welche 
somit nicht nur die Ooeffleienten der Gleichungen jener, aon- 
dem auch die Coordinaten i^ dieser aufser den laufenden 
Coordinaten x^ enthalten. Solche Functionen v@n beiderlei 
Variabein nennt man Zwischenformen, wenn sie Invarianten- 
eigensdiaft besitzen, d. h. ihren Wert nicht oder nur durch 
Hinzutritt eines constanten Factors ändern, wenn man die 
eine Reihe der Variabeln durch die ursprüngliche, die andere 
Reihe aber durch die transponirte Substitution transformirt. 
Also sind z. B. alle ProduCte ron CoTariänten und Contra- 
Varianten Zwisohenformen 

Die Foim £j oder x^, weiche dieser Definition entspricht, 
heilst diP identische Ziitfchenform Eine ^adratiscke Form 
besitzt nm solche ZwisfAenformen, wdc%Pbich^t<^anze Functionen 
von 6 £ z/ und %^ darstellen lassen Diese vier invarianten 



*) Min kann daher iie Variai ein i auch duroh die Ableitungen 
nach den gleich benannten 3 ersetzen um ins dei Contratariante eine 
neae CovanAnte witsteten zu lassen (S Sü'') 
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Formen bilden also das volIständigB System der qiiadriiti sehen 
Form im friilieren Sinne. 

366. Contravariauter Kegelschnitt $ zu zwei gegebenen. 
Nach dem vorstehenden knüpft die Bildung der simultan- 
invarianten Formen zu zwei gegebenen an die Tangentiai- 
form an. Diese wird von irgend eiaeni Kegelschnitt des 
Büschels S, + /cSg = gebildet, indem man in 



-Z.S 



_0 



(§ 322) 



I., 



k, i,. 

für die Coefficienten a^j die Summen ttj^ + hi^^ substituirt. 
Die Determinante läfst sich nach der binomischen Zusammen- 
setzong von drei Reihen ihrer Elemente in sieben andere 
Determinanten als Summanden zerlegen, von denen die erste 
keine der Verticalreihen i enthält und so mit — I\ identisch 
ist, drei weitere je eine Verticalreihe der b und damit den 
Factor k enthalten, die drei letzten je zwei Verticalreihen 
der & und damit den Factor k^. Die Summe dieser letzteren 
erweist sieh als die mit — I^^ ganz gleich gebildete Determi- 
nante der h und ist also durch — 2^ zu bezeichnen. Daher 
ist das Substitntionsreaultat, d. h. die Tangential gleichimg 
des Kegelschnittes h durch 

dargestellt, wenn wir durch <& die negative Summe der drei 
Partialdeterminanten mit dem Factor k bezeichnen. So ist 



»11, «u, «1., ii 




"u, 'u, »u> El 




«u; «1!, 'u, £l 


„.— K, %, %> fe 
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«81, f>^, «SS, Is 
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«Jl. «.1. *.., S. 
«.1, «.., '.., E, 

i,, i,, 0,0 
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+ 2 Ki,, + 
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,6.,-2»„6.,)fe 
o„6„-o,A,)fe5. 
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r Kegelschnitte, 669 



Nun besteht, die Invarianteneigenscliaffc dieser Tangential- 
form für jeden beliebigen Parameter k, also besitzen die drei 
Goefficienten 2J^, 0, Z'^ dieselbe schon. Somit ist eine 
sifmdtane Goniravaricmte des Formenpaares S^, S^, und © = 
dn contravariamter Kegelschnitt. 

367. Covarianter Kegelsehrntt F zu zwei gegebenen. 
Genau dualistisch verfahrend, geht man von der Gleichung 
der Kegelschnitte einer Scbaar S^ -\- hS^ ^ zu ihrer Glei- 
chung in Pnnktcoordinaten über (§ 324). Dieselbe lautet 

mit ganz derselben Entwickelung wie vorhin, nur dafs statt 
der a^j^, b^/^, Xi die A^^, JS^^, |^ stehen. Daher ist das con- 
stante Glied -^^S^ statt 2^, der Factor von kf^^S^ statt ig, 
und der Coefflcient F von k 

F~(A^^B^, + ^33^3 — 2A^„B^^) x^' 

+ (A^3B^i+Ai^B^^-2As^B^;)x^^+{A^iB^^+A^sB^i-2A^^B^^)i»^^ 

+ 2 (Ais^ig + -iaAs — Ai-ßss — Aä-Bu) ^^B 

+ 2 Usi-^S3 + As^i — As^si — ^si-^aa) «s^i 

+ 2 {A,,B^, + A,,B,, - A,,B,, — \,B,,) x^x,. 

Weil nun diu linke Seite der Gleichung 

^iSi + AF + Fz/a^a = 
die Invariauteneigensehaft unabhängig von h besitzt, so ist 
F eine svtmdtane Covariante des Formenpaares S^, S^ und 
i*' = ein covarianter Kegelschnitt. Die projectivi sehen Be- 
ziehungen der beiden Kegelschnitte *^0 und F=0 werden 
völlig dualistisch sein. 

Ist das Kegel sehnittpaar auf das gemeinsame Polar- 
dreieek bezogen 

so ist, wegen ^j; = a^idi^a^n ■ %, B^^ = ^^h^^b^^ : l^ 
die Gleichung des covarianten Kegelschnittes 
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670 XIS, Invarianten theori« der Kegelschnitte, S68, 

F~: %i&ii («29653 + «ss'^a)*i^ + '^üK^ip'ssKi + '»11^33)3^^ 
und die GleiiAimg des «onfcraTarianten K^elschnittes 

J>!cse heiden Keqd'fcbrDfie Jiaben bomit mit den fegebenen dasselbe 
• Polard) eieck 



B Zur Verbindung mit 15 362 zei^e n an die E hüj,!. t 
der 8a,1:ze 

a) "^ enn der Kegelschnitt Sj dem S harmonisch umges hneben 
ist so umhüileu die 'le ten der m \ 1 pgcnlen Poltnpel den 
Kegelsehnitt von S und Sj den auüh d e Tiei Tangenten von 
S und t)^ m ihifn zwei '-•chnittjumkten berihren 

h) Wenn S^ dem 5 harmoawch eingeschrieben ist so hegen 
die Ecken d-ei S^ Leröhrenden Polartripel a it der LoYaninte F 
von S ml S zisammen mit den BeiuLt m^ifpinkten lei (k mein 
Samen Tangenten von S und bj 

31^ S Gleichungen der gemeinBamen Elemente Die la 
k zmn zweiten Grade ansteigende Tangential glpichung 1p s 
Büschels gestattet unmittelbar die tcleichung der Enveioppe 
dieser Kegelschnitte zu bilden Fiagt man wann die beiden 
eine Gerade | faeiuhienden Kegelschnitte des Büschels au 
aammenfallen so w id lie Bedingung duich das \eischwmden 
der Discnmmante jener Tangen tiaig'leichung ausgedruckt als 

Dies ist die Gleichung der vier Gnm^nnMe des SuscheU in 
lÄmencoordinaten, da keine andere Enveloppe des Büschels 
eiiatirt. 

<lanz analog findet man die Enveloppe der Kegelschnitte 
einer Schaai- aus jäj^S^ -\- kF -\- J^S^ == als 

F' — 4J^d^S^S, -= 0. 
Dies ist edso die Gleichung der vier gemeinsamen Tangenten der 
Scham. Die beiden Quadrupel von dem Kegelsclmittpaar ge- 
meinsamen Elementen sind zu S^, S^ oder S^, S^ eovariant. 

Hieraus ergeben sich hinreichende Bestimmungsatücke 
der KegelsehniUe F =0 und # = 0. Denn die Gleichung 
i^^ — 4^i^ÄtS^ = bezeichnet nach ihrer Form (§275) 
einen Ort, welcher die Kegelschnitte ,S, = 0, 5^ =>= in den 
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Die ganeiniftiuen Eiemeate zweier Kegelschaitte. 671 

Punkten berührt, in denen F=0 sie schneidet. Daher liegen 
die aeht Bmäinmgspanlde zweier Keg.dsebnitle, mit ihren ^nmn- 
sameia Tmigenkn emf dem covmianten KegelschniU F ^ des 
Paares (§ 325, 3). Ganz dieselbe Überlegung bezieht sich 
anf die Gleichung 0^ — ^i^^Zj = 0. Äho h&üJiren äte add 
Tangenten gweier KegdschniMe in ihren SehmUpunkten den contror- 
variantxn Kegekeknitt = des Pumes.^"^) 

Wenn sich die Kegels ehnitfie Sj_^0 and S^ ^f) be- 
rühren, so berührt auch F=0 sie in ihrem Berührungs- 
punM, w«il die Taagente dort ihnöi gemeinsam ist, 3ah^ 
herührt die Covariamte F== su Megeischiitten, welche in 
DogßeiBemÄrwM^e» stehm, diese m den heiäen Beri^rw^steMen, 
gehört also ihrem Büschel &a\ man erhalt auch zn den Ksgel- 
Bchnitten a^gaig^ + SOj^^idf^ = 0, Ä^giCg* -f- St^jiCjS^ = für 
F einen Ausdruck von derselben Form. Genau dasselbe gilt 
hinsichtlich 0=^0. 

Sind a^^ und 6^ die CoefScienten von S^ = 0, S^^ 
aod schreiben wir für die von F in § 367 /^j, so folgt aus 
S^ -j- /eSg ^ -F das Versehwiadtm alier Determinanten des 

"lll ^S! '^St '^3' ^SJ %? 

\i, K> K> hi, h» K 

fii> Im fssr- tist /is» ha 
Oder mehr geometrisch und ui Invarianten gedacht: Für den 
Paieaaieter Ji, für welchen S^ -f~ ^^^^a = ^ die Doppelfeerührungs- 
aehne darstellt, muls die Reciproealform ^^-[-'''^ + ^^■^ = 
identisch verschwinden. Da aber jene Dopjielgeiade xwd 
Linienpaare im Büschel vertritt, so mufs k eine Doppelwnrzel 
der Gleichung ^j + k®i -f- k^&^ + k^'J^ = oder eine ge- 
meinsame Wurzel ihrer Ableitungen 

©j + 2ka, -f U^J^ = 0, 3z/i + 2fc@j -f- k^&^ = 
sein.. Gleichzeitig gilt das selbe für die dualistiaeli enV 
Effrechendea Gleiehiiwgen. Demnach ist. dk Se^ngmtß der 
J}epp^berührmtg die durch Elimination vtm k atis der T«Br 
gentKclgleiehung und den Ableitungea der Diseriminante ent- 
springende identische Relation 



y Google 



672 XIX, luvatiantentlieorie der KegelscbDitte, 



= 0, oder iSz^j, 2z/j®3, ©^ 



Is^i, 2@^, ©^ 
{ @i , 2@g, Sz/g 

für die Reciproken, aufser der schon in § 358 gefundenen 
Invariantenbedingung der Berühraag. 

B. 1) Welches ist die Gleichung der gemeinschaftlichen Tan- 
genten der Kegelschnitte, bezogen auf das gemeinsame Polar- 
dreieek? Mit dem F des Textes wird die fragliche Gleichung 

I "u''ii («23^33 4- «ss^aa) %^ + ihsha KbV + «n^ss) ^^ 

In lineare Factoren anfgelöst, gibt sie die Gleichung der Tan- 
genten durch alle Zeichencomhinatioiien in 



% y%öii (Ogaöga + (hihs)±^y<hih3(.<*siK + «11 ^aa) + " = 0. 

2) Man bestirame die gemeinschaftlichen Tangenten von zwei 
Kegelschnitten, welche demselben Dreieek umgeschrieben sind. 

Der Kegelschnitt F ^ 0, welcher ihre acht Berükrun gapunkte 
enthält, ist in diesem Falle ausgedrückt durch 

(«IS ^8— nis''ia)^*j^+ ■ ■ + (%ii(''BS + aa3''iä)(«isÖ83+«S3^i3)^3^B+ " '= 0. 

3) Wenn Sg ^ ein Linienpaar repräsentirt, so ist J" = 
der Ausdruck des von ihrem Schnittpunkte aus an den Kegel- 
schnitt Äj = gehenden Tangentenpaares. 

i) Die Sedmgwig der Hyper-Osculation der Kegelschnitte 
S, =^ 0, Äj ^ wird durch analoge Betrachtungen darin ge- 
funden, dafs die Ooefficienteii der Doppelproportion des § 358 
genügen und anfserdem 

©2^^ — 2®^0 4- 34X2 = 0, a^aZ'j — 2&^0 -\- &iS^ = 
zu Identitäten machen. 

369. Binärer Ursprung von F und ^. Eine Gerade 
der Enveloppe ^ = 0, bez. ein Punkt des Ortes 7^ = 0, mufa 
nach der DefiBition zu dem Paar der Kegelsclmitte S^ = 0, 
iSj = eine projecfcivisehe Beziehung haben. Diese kann nur 
in einer projectivi sehen Eigenschaft ihrer beiden Schnitt- 
ponktepaare mit der ßeraden, bez. ihrer beiden Tangenten- 
paare mit dem Punkte gesucht werden. Also mü^en die 
teimren Formen S und F durch eine gewisse Übertragung 
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HaimcniBtiie EigPnsdiafteii Act Contra- lind Covatiante. 673 

aus InvanantcneigeiibL haften von zwei binären quadratischen 
Formen zu eihalteu sein 

Wenn man zw]=(Lhen dei Gleichung der Geraden und 
der ali^emeinen Glen hung de^ Kegelschnittes S^^ ^ die 
Variable jr^ eliminirt, so erhalt man für die Schnittpunkte 
die Gleichung 

4- Kaie' — Soaals^s + «asia")^" = 0, 
und eine ganz gleicbgebildete Gleichung mit den Coeffleienten 
b an Stelle der a ergibt sich für die Schnittpunkte der Ge- 
raden mit dem zweiten Kegelschnitt. Sollen diese zwei Ponkte- 
paare ein harmonisches System bilden, so müssen die Coeffi- 
cienten beider Gleichungen die harmonische Invai-iante (§ 340) 
verschwinden machen. Man hat so die Bedingung 

(»,,$.' - 2o„l,|. + «..l,-) (S„y - 2h„l,t, + s„s,') 
+ ftj,' - 2S„5J, -I- S„fe») («ai,' - 2a,M> + o„|,>) - 
2(»„l,'-»»S,S.-«.al.l.+»«l,l)(»ufe'~»,.IJ.-*,.fe«.+S.,6,y 
d. h. durch Entwickelung und Rcduction genau ^ = 0. Somit 
ist der KegeUchmtt ^ ^0 äie Enieloppi alhr der Geraden, 
welche zwei gegebene Kegelschmtte \ = 0, 62 = '^ *»' harmo- 
nischen Punkt^Hiarm schneiden 

Mit dualistischer Interpretation beweist man ebenso (vgl. 
§ 34 1 , 2) : Der Kegelschnitt F =0 ist der Ort aller der Punkte, 
am wdchen am die Kegelschnitte jS, ^ 0, ^ = harmonische 
Tangeniettpaa/re gehen. 

Alle Kegelschnitte, deren Gleichungen lineare Aggregate 
von Ä„ Sg, F bez. von i'j, S^, O sind, sind covariant bez. con- 
travariant zu den gegebenen. Aber auch die Umkehrung gut: 
Die Ortsgldchv/ng jedes mit S^^O, S^^Q covarianten Kegel- 
schnittes ist eine lineare Function von S^, S^ und F. Die 
F^nveloppengleichung jedes contramhHanten Kegelschnittes ist eine 
lineare Function von ü^, £5 und S. 

Dabei bilden covariante und contravariante Kegelschnitte 
nicht verschiedene Systeme, sondern jeder nicht-gerfallende in- 
variante Kegelschnitt ist als Tangentengebilde contrava/riartt, d. h. 
die Tangentialform jedes in S^, Sg, F linearen Aggregates 
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ist in £11 ^j, * Hnear, und mngekelirl. So i^t z, B. OS = 0, 
als Ort betrachtet, ein zu S^ = 0, S^ = eovariaater Kegel- 
seiiüitt. Nun entspriagt aus der entwickelten Form <5 (§ 367) 
unter Bezug auf da» gemeiüsame Polardreieck die Gleichung 
in Fmiktcocirdinaten: 

Biese kann man ia der That umformen in 

(\,a^,a^ + ■ ■) (&n^i' + ■ ■) + («ii^as&sa + - -) («11^1' + ■ ■) 

— {«11 &u (oss&aa + »33*35)^1^+ ■ ■} = ö, 
so, dais die Eeciprocalform von = lautet 

Die Beispiele zeigen zahlreiche Anwendungen desselben Prin- 
cips, weitere folgen im XXI, Kapitel. 

B. 1) Vierg^mpimMe-KegdschnUt des Yievecks. Die Doppel- 
punkte der djei InTolutioneE aa\ SC\ hV, CA^ ec', AB in den 
DjagöBaleu eines Vierecks aba'h' und die vier Paare von PunkteK, 
welche in den Seiten mit den ihnen angehörjgen Gruppen abc, 
a'bc', dVc-, ah'o' Systeme von gleichen fundamentalen Doppel- 
verhältnissen bilden (§ 345, i), liegen auf demselben Kegelschnitt. 
Werdeo drei Seiten 
^ /■"' ^ _ des Viereeka als Fimda- 

j(^ ,/ / mentalliEien genommen, 

y'jy y\/ mid hat die vierte die 

y" //,-' -i?^ Gleichung a, ^ 0, so dafs 

^ .^-.—.^ ^ die Diagonalen sindjSQ sind 

durch a:jaij(aj3'j-|- 033^)^0 
die drei Punkte einer Viereekseite und diu-ch deren Hesse'scbe 
Determinante (§ 348) 

a^x^ -\- a^Q^iK^x^ + a^x^ = 

die beide? Punkte bestimmt, die mit ihnen gleiche fundamentale 
Doppelverhältniase bestimmen. Diese nnd die beiden analogen Paare 

lieg«» »u>f dem Kegelschnitt 
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oder Vi^ + V-* + i^s" = 

für die drei Diagonalen als I\itidamentalliiiierL Aach die vierte 
Seite schneidet iLn m zwei Puntteii dei bezeiclineten Art Die 
Diagonale a^Xj -(- «o^j = gibt als faieiehuiig ihrei fethnitt 
punkte mit ihm (»^i -|- «3 »"j* = d h die D '>ppelpunkte 
der ant ihr bestimmten Icvolutioa (Vgl § 34o ) Fm ein reeUea 
Viereck ist unser Kegelschnitt imagm&i er ist übrigens iei seihe 
der m § 317 n betrachtet wurde 

2) Mau drücke die Gleichung des vongen Kegelschn ttes als 
Covanajite des Systems von zwei Kegelschnitten aw Wenn die 
beiden Kegelschnitte auf das gemeinsame System harmonischer 
Pole bezugen smd und (^a-j + Cg g -|- c^a.^ = eine ihrei ge 
mein dmen lingonten ist so md c^ 1 ih '^ ■'•a ih '^»■^a ^ ^ ^^ 
Tier Tai ge ten und dei fraglichp Kegels Hnitt hat die (, leichung 

c,V/ + c *V + '•3 h^ = ^ 
Für die i abei gelten die Bedmgungen 
«aa^as'^i^ + ett^ = ?, ö^jq + eto = Ü d h Cj c (.3 

Haben dann St = 0, S^ = 0, f = diesell 
wie im Text, so sei iS^ -{- /iS^ -{- v F = Q die Gleichung u 
Kegelschnittes; dann ergeben sich die Kelationen 

XOj, + (^&ii + ^«11 ^11 («82^33 + "aa^as) = 'hihi i'hs^ss '~ 'hshi) 
mit zwei cyklisch gleichgebildeten. Multiplieirt man diese Be- 
lationen bez. mit 0^2^31 '%%ii "a^'sa "^"^ addirt die Producte, 
so eirhält man 

3A%i%2«j3 + fi(&iiH33agg + 6tc.) + 2i/«jiaäaa3g(»i, 633633 -4- etc.)=ö, 
wo alle Glieder Invarianten sind. Also gilt aDgemein die Relation 
3i^t+(t0,+2i'^^0ä=O und ehenso ieg-|-2(izfj+2t/^30t=O, 

so dafs für die allgemeine Gleichung des Viei-aehnp unkte -Kegel- 
schnitts die Parameterwerte folgen; 

3) Das dem vorigen dual entsprechende Problem liefert eine» 
eovariauten Kegelscdmitt "F ^ 0, mit 

und von iateressaaten Eigenschaften in Bezug auf das Büschel 
aus «1, Sa-^S") 
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4) Die Bedingung, unter welcher der Kegeischuitt jF = 
in. ein Linienpaar degenerirt, ist (&;; ^ l) 

«11 «SS «38 {(«ÜB + «aa) («SS + «ii) («ii + «sa)! = oder 
«ii«aa«33 { («u + «aa -foss) i'hs'^ss + «s8«i:+«u«ss)— «ij«sä«3s ) = f 
oder (vgl § 368, 8) ^j^s(®j®b — A^a) = 0- 

0j^0g = ^^^j isi öMcA die Bedingimg, writer welcher 0^0 
serfäUt, d. 1j. unter welcher alle Geraden, welche von den beiden 
Kegais chnittea harmonisch geteilt werden, durch einen oder den 
andern von zwei festen Punkten gehea. Diese Bedingung wird 
z. B. erfüllt für zwei Kreise, welche sieh rechtwinklig schneiden, 
und in der That wird in diesem Falle jeder Durchmesser des 
einen Kreises durch den andern harmonisch geteilt, und der Ort 
der Punkte, deren Tangenten ein harmonisches Büschel bilden, 
reducirt sieh auf zwei Gerade. Ort und Enveloppe reduciren 
sieh auf analoge Weise für 

<J'-2(,,> + f,'). 

5) Die Gleichung der vier Tangenten zu Sj ^ in den 
Schnittpunkten mit S^ = ist 

(©iSj — J^S^y = iJj_Si(&^S^ — F). 

6) Ein Dreieck ist einem gegebenen Kegelschnitt umge- 
schrieben, und zwei seiner Ecken bewegen sich in festen Geraden 
1^ = 0, 11^ = 0; Ort der dritten Ecke. 

In § 307,1 wurde gefunden, dafs, falls Xj^Xg ~- x^^^ = 0, 
ax^ — a^g = 0, bXi — aig = gegeben sind, 
(a-\-byXiXg = 4«6iCj^ oder {a + 6/(3^^ — %'*'8) = (« — 6)^^* 
die Gleichung des Ortes ist. Die rechte Seite dieser Gleichung 
ist aber das Quadrat der Polare des Schnittpunktes der Geraden 
1 Bezug auf den Kegelschnitt, welches im Falle der allgemeinen 
1 P = 



(«ii%+«is^s+«is'«8)(ia»Is-i8^ä)+(«is*i+'^s^+'^3%)(sB'!i— ^1%) 

ist; und a -\~ b ^ ist die Bedingung, unter welcher die Ge- 
raden in Bezug auf denselben conjugirt sind; sie ist im all- 
gemeinen Falle durch 0^ zu ersetzen, wenn 

01 = ^uSi% + An^ni + ^3^3% + Ab i^s% + %l8) 
+ A, (^3% + V^i) + Aä fe% + ViQ- 
Die specielle Gleichung des Ortes ist also zu ersetzen durch 
die allgemeine @^^S^ + ^^P^ = 0. 
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7) Man soll die Enveloppe der Basis eines Dreiecks be- 
stimmen, weiches dem Kegelschnitt Äj^ = eingesehriehen ist, 
und yon dessen Seiten zwei den Kegelschnitt S^ = berühren. 

Wird das Dreieck in einer seiner Lagen als Fimdamental- 
dreieok genommen, sind daher die Gleichungen der Kegelschnitte 

Si = 2 (a^gX^Xs + aa,x^x^ -\- a^^x^x^) = 0, 
S, = x^^ + a:/ + Xg^ — 2x^X^ — 2xsXi — 2 (l + ^cüiO^^a = 0^ 
wo x^^O, ie^ = die durch Sj = berührten Seiten. heKeichnen, 
so wird der Kegelschnitt kSj^ -)- Äj = durch die Seite % =^ 
berührt. Nach den Werten der Invarianten des Falles erkennt 
man dies als die Gleichung eines festen Kegelschnittes. Denn wegen 
Jj^ = 2agja3i%3, ®j ^ — («23 + <^i ~l~ "la)^ — ^ftajjaj^oi^g, 

®a = 2 ^s + %i + «is) (2 + ^«is)' ^s = - (2 + ka,,y 
ist ©2^ — 4©j4 = ihJ^Js^ imd die Gleichung hS^ + 5^ == 
geht daher über in (0/ — iöi^g) S, + 44483 = 0, die 
Gleichung eines festen Kegelschnittes, den die dritte Seite des 
Dreiecks berührt. Für 0g*='4®^4 berührt die dritte Seite 
denselben Kegelschnitt S^ = 0, wie die zwei ersten. (§ 364.) 

8) Man soll den Ort für die Spitze eines Dreiecks finden, 
dessen drei Seiten einen Kegelschnitt Sj ^ berühren, während 
zwei seiner Ecken einem andern Kegelschnitt S^ = angehören. 

Um die Aufgabe zu lösen, bilden wir die Gleichung des 

s Yon S^ = aus dem Punkte x^, sodann die 

der Geraden, welche die Schnittpunkte derselben mit 

= verbinden, endlich die Bedingung, dafs eine dieser Ge- 
raden, die die Basis des fraglichen Dreiecks sein mufs, den Kegel- 
schnitt S^^O berühre. Ist dann P^ die Gleichung der Polare 
von Xf in Bezug auf Ä, == und S^' das Resultat der Substitution 
von a:/inSj, so ist die Gleichung des Tangentenpaares SjS/ — 1^=0. 
Die Bedingung, unter welcher S^S^' — -I^ -\- 18^ = ein Linien- 
paar repräsentirt, liefert zur Bestimmung der Schnittsehnen dieses 
Tangentenpaares mit dem Kegelschnitt die Belatiou 

i^4 + kF' + 4^1' Sa' = 0. 
Um sodann die Bedingung zu finden, unter welcher eine dieser 
Sehnen den Kegelschnitt Sj^ ^ berührt, bilden wir nach § 358 
die Disoriminante von fiS^ + {Sj_S^ — J« + iSg) -- und steUen 
die Bedingung auf, unter welcher sie in fi gleiche Wurzeln hat; 
jene Discriminantengleichung ist 

ft^4 + ft(24Si'+i0i)+|4Si'=-fl(eiSi'+4Äs')+i^02)=O, 
und die Bedingung der Existenz gleicher Wurzeln gibt 
1 (4 4 0^ — 0^*) + 4 4^Sa' = 0. 
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Die Substitution des entsprecheaden Wertes von \ in 
A^4 + kF' + 45/«;,'== 
gibt die Gleichung des fragliclien Ortes in der Form 

Sie reducirt sich wirklich für l^®^ =: 0^^ auf Sj = 0,*''') 

9) Man soll den Ort der Spitze eines Dreiecks bestimmen, 
YOn dessea Seiten zwei dei Kegelschnitt S^ = beiühien wahrend 
die dritte den andern Kegelschnitt a6j^ -|- Sog = leruhit und 
die beiden Basiaecken sich m 6 = bewegen 

Man findet nach der Methode des letzte» Beispiel« dafs der 
Ort der eine oder der andere YOn den Kegelsehaitten ist, welehe 
die vier gememachattlichen Tingenten von Sj ^ \ = Q be- 
nilien '^le sind durch die Cleichung dllgestellt 

wenn. i. i ^us der (jleichung bestimmt wiri 

10) Man soll den Oit dei freien Ecke eines Polygons be- 
stimnien, dessen -lammtbche Seiten den Kegelschnitt Ä^ *= be- 
riihi-eii, wählend seine Ecken las auf eme m S^ = liegen. 

Diese Aufgabe leducirt sich auf die letatvorhergehende; denn 
die Yerbindungslinie zweier Ecien des Polygons, die der freien 
Ecke benachbart sind, berührt einen Kegelscbartt von der Gleichung 
aSi -\- &iSg = 0. Wenn X', fi'; X", ft"; l'", ji" die den Polygonen ¥On 
(« — l), n und («-^-1) Seiten entejireeh enden Werte siad, so ist 

In dem Ealle des Dreiecks ist 

im Falle des Vierecks wird 

r=.(©iä— 4J^©ä)^ (t'*=84JsJ84i'44-#i(0/ — 4^10^*)} 
und aus diesen ergehen sicfe Schritt für Schritt die Werte für 
jedes andere Polygon. ^'^ 

11) Für zwei Kegelschnitte Sj == 0, S^ = ist der Ort des 
Punktes, wo eine Tangente des ersten die Polare ihres Berührunga- 
punktes in Bezug auf den zweiten sehneidet, die Curve von der 

die die Schnittpunkte von S\ mit Sj und F enthält. 

12) Die drei Paare von Geraden, welche die Ecken eines 
Dreiecks mit den Schnittpunkten seiner Gegenseiten mit einem 
Kegelschnitt verhiadea, bilden zwei Gruppen von drei Geraden 
durch einen Punkt, wenn man hat 
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Beräliriing van Kegels clmitten, die emeo doppelt berühren, 679 

3TÖ, BeraiiraiigstiedingimgBiu Die proJBctivische Ver- 
allgmtemerung -der Beziehungen gwisohm Kreisen findet sich 
in dem Znaammenhang der Eegelachnitte, ■welche mit einem 
festen Kegelschniti in doppelter BeriUmiag stehen. Ber ana- 
lytischen Behandlung dieser Probleme in Beispielen liegen 
gewisse Covariaatenrelationen zu Grunde. 

Man 8oU die Bedü^uiig aufstellen, unter weldier die Ge- 
ra^ ^ 'dm Kee/dsckniU S + (Vi^t + %*» + »Ja^s)* '='^ berüM. 
Di© zugeordnete Form liefert diesdbe durch die Subatitution 
von «(.j + *jj7Jt für ß(t als 

»il -f '^l^ J ^2 + ^1^2> «19 + ViVs< k \ 

«Sl + 13%. »SS + %%; % + %' , ^3 ! 
Il . S. . ^3 ; { 

sie zerfällt in Parti aldeterminanten, deren erste — S selbst ist; 
die drei, welche je zwei Reihen der ijjT^j enthalten, ver- 
schwinden identisch, weil zwei proportionale Verticalreihen 
in sie eintreten, und die drei, in die nur eine Reihe tj-ij^ 
eintritt, geben durch Entwickelung ein Aggregat von G-liedem, 
welches sieh von dem Polynom — S nur dadurch unterscheidet, 
dafs füi- die x^ die Differenzen (^^■rjj — l^ij^) in sie eintreten. 
Also ist die Tangentialgleichung des Systems 

Dieselbe kann in anderer Form geschrieben werden, wenn 
man die dualistische zur Relation des § 326 

SS' — F'^C 
zu der Umformimg benutzt, also 

siJ' — n^^^^r, wo 

Man erkennt nach § 320 in dem Subtrahenden das Quadrat 
der als Polare H zu i>eKeichneiiden Function, durch deren 
Verschwinden bedingt ist, dafs die beiden Geraden |, und tj^ 
in Bezug auf den Kegelschnitt S ^ harmonische Polaren sind. 
So kann, wenn Z!' durch die Substitution von ij^ in 2J entsteht, die 
oben gewonnene Bedingung in der Form geschrieben werden 
(^ + £')£= n\ 



yGoosle 



G80 XIX. InTariaiitentheorio der Kegels oinitte. 370. 



b Gleichung kann endlich in eine für gewisse An- 
wendungen hequeme neue Form dadurch gebracht werden^ 
dafs man statt der Coordinaten 1; der Geraden die Goordi- 
naten ihres in Bezug auf den Kegelschnitt i? = genommenen 
Pols einführt und die Bedingung bildet, unter welcher die 
als die Polare P' = YOn a;/ gegebene Gerade den Kegel- 
schnitt S + P"^ = berührt. Die Polare von x^' berührt 
S ^0, wenn x^ in der Curve liegt, und wirklich, wenn wir 
in £ für die |; die halben Ableitungen Sj, S^, Sg, d, h. die 
Coefficienten der x^, x^, Xg bez. in der Gleichung der Polare,. 
substituiren, so erhalten wir das Product ^S'*). Es sind 
femer zwei Gerade in Bezug auf den Kegelschnitt 5 = 
harmonische Polaren, wenn ihre Pole in Bezug auf ihn har- 
monische Pole sind; nnd in der That liefert die der Torigen 
gleiche Substitution für die Sj in 77 das Product /}R, wenn 
R das Resultat der Substition der Coordinaten des einen der 
Punkte xl, x" in die Gleichung der Polare des andern be- 
zeichnet. In Folge alles dessen wird die Bedingung, unter 
welcher die Gerade P' = den Kegelschnitt S + P"* = 
berührt, in der Form erhalten 

(1 + S") S' = Bl 
Man kann schliefsiich zur Bildung der Bedingwng weiter- 
gehen, unter welchm- die beiden Kegelschnitte 

s + (^1*1 + ^ji^s + %^s)' = 0, s + {%A + ^x^ + ^x,y = 

eincmder herükren. Denn diese Kegelschnitte berühren ein- 
ander, wenn eine der gemeinschaftlichen Sehnen t;^ + L ^ "^ 
einen der Kegelschnitte berührt; man erhält daher die ge- 
suchte Bedingung, indem man in der Bedingung 

(J -\- S')S= 77* 
für die |j die ij; + ti substituirt. Man erhält 

{J + S-) {S' + 277 + S") = (2;' + 77)3 
und bringt dies auf die mehr symmetrische Form 

(j + s^)(j + s^-{j + n)'. 



*) Wir ticmei'lten, dafs man damit die Form einer Detenninaate 
für die allgemeine homogene Gleichung des Kegelechnittea gewonnen hat. 
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Mao bildet ebenso aus der Bedingung (1 -|- S") S' = B^ 
die Bedingung der Berührung der Kegelschnitte S -\- P'^ = 0, 
S + P"3 = in der Form 

(1 + S')(l + S") = (l±i^)^- 

B. l) Man soll einen S=0 doppelt berührenden Kegelschnitt 
Ä -j- -f^ = so bestimmen, dafs er zugleich die Kegelschnitte 

S + P'ä = 0, Ä + F"^ = 0, S + JP'"^ = 
berührt, die selbst mit S = in doppelter Berührung sind."") 

Denken wir den Punkt x^ als den Pol der Sehne der Be- 
rührung zwischen S =3 und S -|- i^ = 0, so gelten die Eelationen 

(1 + s) (1 + s-) - (1 + Pf, (1 + s) (1 + s") - (1 + PT 
(i + s)(i + s-)-(i + p-T. 

in welchen S', S", S'" bekannte Constanten sind und S, P', F", F'" 
die Coordinaten des g-esuchten Punktes a^, enthalten. Sei 
1 + 5 = P, 1 -1- S' = fc'^ 1 + fi" = WS 1 + S'" = ft'"^ 
so ist fcfc' = 1 + P; fcifc" = 1 + P", M" = 1 + F'". 
Dabei ist zu bemerken, dafs P', P", F'" je mit doppeltem Zeichen 
zu achreiben wären, und dafs in Folge der Quadratwuraelziehung 
auch die fc', ft", ft'" doppelte Zeichen erhalten; daher zeigen diese 
ZeicbeuTerschiedenheiten die Existenz von xweiunddreifsig Auf- 
lösungen des Problems an. 

Die letztge schrieb ensn Gleichungen geben 

fc (fc' — r) = p' — p", }i (r — r') = f" — f"' 

und somit durch Elimination von "k 

P' (r — r') + P" {U" — V) + P"' (A' — *■') = , 
die Gleichung einer Geraden, in welcher der in Bezug auf S ^ 
genommene Pol der Berührungssehae des gesuchten Kegelsobnlttes 
liegen mufs. Durcb die Werte P' = P" =. P'" wird die Glei- 
chung erfüllt, d. h. der durch diese Eelationen gegebene Punkt, 
eines der Eadicalcentra (§ 121) der Kegelschnitte 

S + P's = 0, 8 Ar P"' = 0, 8-\- F""' = 0, 
liegt in ihr. (Vgl. § 279.) Auch die Relationen 
P' : ft' = p" ; h" = F'" : W 

erfüUen die Gleichung und haben folgende geometrische Be- 
deutung: Die Gleichungen von Ä + P'* = 0, S + P"^ = in 
Tangen tialeoordinaten sind bez. 

(1 -\-s')£ — ^y, (1 + s") s — Ji^.', 
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„aa™h kK+J-i'jtÜl + JA - + W' + i. '^- _ 

■werden daher Schnittpunkte der gemeinscliaftlicheii Tangenten tob 
S + J'' = 0, S + F"^ = dargestellt. Die Goordinaten dieser 
Punkte sind jy + p, oder die Polaren derselben in Bezug auf 
Ä = haben die Gleichungen -^^ + -^^ = 0. Daraus folgt, dafs 
J' : &' = F" : fe" = i*"' : fc"' den in Bezug auf 5' = genom- 
menen Pol einer Axe der Äbnlichkeit der drei gegebenen 
Kegelschnitte bezeichnet. Man hat also den Satz: Der Pol der 
^«SMCÄfe« B^üJmmgsselms Hegt in em^ der 0-eradm, teeiehe etoes 
der vier Baäicalom^a mii dem i» Bezug auf S = gmommmm 
Pol einer der vier AknUchkeitsaxen verbinden. Dies ist die all- 
gemeine Form des in § 133 gegebenen Satzes. 

Zur V«rvollstündigung der Auflösung suchen wir aucb die Go- 
ordinaten des Punktes zu bestiininen, in welchem S -f- P^ === 
und S + P'* = sich beröhreu. Da dieser Punkt ein Gentrum 
der Ähnlichkeit der beiden Kegelschnitte ist, so sind seine Go- 
ordinaten y — ^ und wir müssen "^f + f ^Z für ^j i" die Glei- 
chuBgen Aft' = 1 -^- P', etc. substituiren, wodun^ wir erhaiten 

ft;fe'=i + p' + *s', kk"^i+p"-\-^B, ftr'=i+p'"+Jie', 

wenn wir durch -R, M' die Keaultate andeuten, die aus der Sub- 
stitution von a;/', ar/" bez. in die Gleichung der Polare von x^ 
Dann ist 



und durch Elimination von k erhalten wir in der Poiin 

^K-l"(^--f)l+^"l*"-?-('--f)l 



-S1-» 



die Gleichung einer Geraden, welche den gesuchten Berührungs- 
punkt entlmlt. Dieselbe verbindet ein Eadicalcentrum mit dem- 
jenigen Punkte, in welchem P', P", P'" bez. zu 

K—y, h"—§, ^'"—Y °^"' '" ^' ^'^" — ^^ TiK"—R- 
proportional sind. Wenn wir aber die Gleichungen der Polaren 
der drei Äbnlichkeitcentra einer Ähnlichkeitsase in Bezug auf den 
Kegelschnitt S -\- P'^ = bilden, wie oben, so erhalten wir 
(Ä'fc" — fi) P' = P", {h'k'" — B") P' = P"', etc. Also verbindet 
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die Linie, welche wir zu construiren wünschen, eines der vier 
Eadicalceatra niit dem Pole, welcher einer der vier Ahnlichkeits- 
axen in Bezug auf den Kegelachuitt S -}- P'^ -= entspricht. 
Aus Sätzen, welche unter den Anwendungen der Methode der 
Teciproken Polaren in einem folgenden Kapitel (§396 f.) gegeben 
werden sollen, läM sich dieselbe Construction auch ganz ebenso 
geometrisch ableiten, wie es im § 133 für das Problem des 
Äpollonius geschehen ist. Die sechzehn Geraden, welche man so 
erhält, schneiden den Kegelschnitt S -|- P'^ ^ in den zweiund- 
dreifsig Punkten, in welchen ihn die verschiedenen den Bedin- 
gungen des Problems geaägenden Kegelschaitte berühren. 

2) Zu einer zweiten Lösung des Problems führt die Ent- 
wickelung einer identischen Relation, welche die Invarianten von vier 
Kegelschnitten verbindet, die alle einen Kegelschnitt doppelt be- 
rühren und zugleich alle von einem solchen Kegelschnitt berührt 
werden 
"Wenn S^x^" + a^j^ -[- iCj^ = ist und 

sind, so ist die Bedingung, unter welcher die Kegelschnitte 

S — iW2 = und S — L<^>^ = 
einander berühren, für 

s<i) _ o,m + „,(«> <,,(«', s"> — «,w + <.,w + o,w 

BM _ o,(i)a,<'> + o,(»<i,(>l + Ojl'l«,« 

(1 — SW) (1 ~ «<■)) — (1 — «'">)". 

"Wir werden nun auf die beiden Gruppen von Elementen mit 
sechs torizontalen und nur fünf verticalen ßeiken 

1,0 ,0 ,0 ,0 



, 1/(1 ~S<=)) 



0, ,0 ,0 ,1 



1/(1—*')) -1, «,!"■ ».'", <%'". 1/(1— S<") 



,V{i-s 



die Regel für die Multiplication der Determinanten anwenden, so 
dafs wir (vgl. §140, 1,3) ein verschwindendes Produet erhalten, 
und setzen zur kurzen Darstellung desselben 

1/(1 — Mil)y(l — 51^) — (1 — il<"l) = (12), etc. 

Dadurch erhalten wir die identische RelaMon 
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,1,1,1,1,1 

y(l_^i)), , (12), (13), (14), (15) 
y(l~S^% (12), , (23), (24), (25) _ 
1/(1—^»)), (13), (23), , (34), (35) 
1/(1— yS(*)), (14), (24), (34), , (45) 
y(l — ßl^)), (15), (25), (35), (45), 
äie die Irwariamtm von fünf EegelscknÜten verbindet, welche sämmtlich 
mit einem mid demselben KegelsGlmiäS=~0 in. doj^eUer Benihrmtg smd. 
Wenn aber der Kegelschnitt (5) die vier übrigen Kegel- 
Bohnitte berührt, so verschwinden die (15), . . . (45) siJiTntntkeh, 
and wir finden, dafs die Xnvananten von vier KegetschniÜtn, 
welehe den nämUchm KegelschmM doppelt berühren imd selbst aUe 
von miem imd ämtselbm füMfi&i jmm a/uf^ doppelt herü^renäen 
Kegelschnitt S berührt werden, die Bedingung erfüllen 

, (12), (18), (14) 

(12), , (23), (24) 

(13), (23), , (34) " 

(14), (24), (34), i 

oder y|(12)(34)| + y|(l3)(24)) + y{(l4)(23))-0. 

3) Mit Hilfe der Relation von 2) ergibt sich eine Lösung 
des FrobleiHS von der Bestimmung des Kegelschnittes, welcher 
drei gegebene Kegelschnitte berührt, und, so wie jeder von diesen, 
selbst einen festea Kegelschnitt doppelt berührt, welche voll- 
ständig der zweiten Auflösung des Problems vom Berührungs- 
kreis zu drei Kreisen entspricht, die wir in § 140 gegeben haben. 
Wenn die Discrioiinaiite eines Kegelschnittes verschwindet, 
so ist S= 1, und die Bedingung seiner Berührung mit einem 
der andern Kegelschnitte reducirt sich, auf It = 1. 

Für Uf als Coordinaten eines Punktes von S ■ — i^^ oder von 



(Tgl. § 160) 



^ (,..«, + v., + a 



= 



,.+..», + .. ». 



a:- _o 



^^ -J- a,s^ H 

beaeichnet offenbar 

V + Vn -, 1 y;Tqrv + V , 

einen Kegelschnitt, dessen Discriminante verscbvrindet, und welcher 
S — X,^ = berührt. Wenn daher drei Kegelschnitte 

gegeben sind, und m, einen Punkt bezeichnet, der dem berührenden, 
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Die Et Weiterungen des Feuerbach' sehen Satzes. 685 

Kegelschnitt angehört, und weDn der Kegelschnitt Yon der vorher 
geschriebenen Gleiclning als vierter Kegelschnitt genommen wird, 
so sind die Functionen (14), (24), (34) bez. 

1_A ,_A i„^ 

Ys Ys ys 

und die Coordinaten der Punkte des Eeriihrungskegelschnittes der 
drei gegebenen genügen daher der Gleichung '^*^) 

y[(23) ft/S - ij] ± 1/[(31) (1/S - i,)] 

+l/[(l2)(^'s~i,)l-o. 

4) Die vier Kegelschnitte, welche mit einem gegebenen 
Kegelschnitt S = eine doppelte Berütiung haben und durch 
drei gegebene Punkte gehen, werden sämmtlicli von vier andern 
Kegelschnitten berülirt, die selbst mit S^O eine doppelte Be- 
rührung haben. "^ 

S^Xj^-^-x^^-^-Xg^ — 23;3%cosq)j— SiEga^iCosg^g — 2 ^a;^ 00393=^0, 

so sind die vier gedachten Kegelschnitte durch Ä ^ (% + % zh '^3) ^ 
dargestellt, und diese werden alle durch 

S ^ [x^ cos (ip2 —~fii)-\~x^ cos (gjj — qji) -j- iüj cos (ipj — fi)]^ 
und die drei andern Kegelschnitte berührt, die man hieraus durch 
die bez. Zeichenwechsel von ip^, ip^, 913 erhält. 

5) Die vier von den Fundamentallinien aij^ ^ 0, ^ ^ 0, 
3^ ^ berührten Kegelschnitte, welche den Kegelschnitt S ^ 
doppelt berühren, werden durch vier andere Kegelschnitte berührt, 
welche gleichfalls 8^0 doppelt berühren. Jene sind für 

f = i^ (Vi + »'s + <Ps) ^^^'^^ 

5= {i^ sin (t// — qij) + a^ sin (i(; — <pg) + x^ sin (^ — ^b) P 
und die drei andern Gleichungen dargestellt, welche durch die 
Zeichen Wechsel bei (p^ , q>^, ip^ bez. aus dieser entstehen ; einer 
der berührenden Kegelschnitte ist daher 



§^ | ai sin| g. , sin^q), . 3!, sin^ y, sinj^i . a^ Bin-^y, sin^y, 1 3 
1 sin^cp, ' Bin^tp, ">" im\<f^ ] ' 

und man erhält die übrigen durch Veränderung des Vorzeichens 
bei x^ und gleichzeitigen Übergang vom Sinus Kum Cosinus bei 
q>^ und gjg , etc. 

6) Die Bedingung, unter welcher drei Kegelschnitte 5^ = 0, 
8j = 0, Sj = mit demselben vierten Kegelschnitt eine doppelte 
Berührung haben, wird gebildet, indem man 1, fi, v zwischen den 
drei Gleichungen eliminirt, welche ausdrucken, dafs 
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in Linienpaare zerfallen, d. k. zwischen 

und den gleichgebildeten übrigen. 

371 Trauaformation zu Normal-CMelohungen. Eine An- 
wendung von iundamentaler Bedeutung bat die Invarianten- 
tteorie an± die Bestimmung des geraeinaamen Polardreiecks 
zweier Kegelschnitte Denn die Beziehung derselben zu den 
Curveu ist derart, dafs das Tripel seiner Seiten an diesen 
covariant sein mufs Infolge dessen mufs die Coordinalen- 
trcmsformaüon a., = Sa^^X)^', welche zwei KegelsehnUte auf ihr 
gemeinsames Pölaidreieck hegieht od&- swei quadraüsche Formen 
gleichseitig auf die Normalform reducirt, mit Hufe der Invarianten 
des Paares ausführbar sein.^^") 

Wir setzen die Gleichungen der Kegelschnitte S^ ^ 0, 
jSj = in den allgemeinen Formen voraus und denken sie 
durch die linearen Substitutionen in die jener Beziehung ent- 
sprechende Form 

A,ic,'^ + i^xp + i-^x^ = 0, V* -\- xP + xP = 
übergeführt, wobei wir gewisse Constanten i.mplieite in den x^ 
Torauasetzen. Die Aufgabe der Ermittelung der Werte der 
Substitutionscoeffieienten (^.^^ und der ^^ ist völlig bestimmt, 
denn den zwölf unbekannten entsprechen nach den Identitäten 
der transformirten und der ursprünglichen Formen zwölf Be- 
iglei chuugen. 

Die Untersuchung der Discriminante ^ und der Tangeu- 
tialform £ des Systems S^ — AÄ^ = führt zur Bestimmung 
sämratlicher Unbekannten; jene ist 






^^^—X®^+l^&^—i?J^^f{}.) ; 



die Discriminante des transformirten Systems ist notwendig 

l^ — k, , 
A'-/"(i)= , X^ — l, ={l^-~X)(X^ — X)(X^—X). 
, 2-^1 
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68T 



S^ — X^ + k^S^^- 



Also liefert die cubische Gleichung /'(A) = 0, wie auch aus 
§ 356 Schluls hervoi^eht, die Werte von X, welche die Coeffi- 
cienten in der transformirten Form sind. 

Bildet man femer die Taagentialform (§ 3G6) 

AÖj^, «33— ''^Sä' «8B — -^^JB) ^ä i' 

so geht dieselbe durch die traosponirte Substitution in die 
Tangentialform des transformirten Systems über 
»1 — 1, , , S,' 
, l, — l, , I,' 
, , A, — ;., I,' 

s; , 1; , &■ , 



AV(i). 



— — ft — i)(J, — l)(»s — J)| 

Denken wir dann die Werte ^^,1^,1.^, die sich aus der c 
Gleichung der Discriminante ergeben haben, in diese Glei- 
chung nach einander substituirt, so erhalten wir das System 
AXJ,) . (A, - »,) (J, — i,)l,", 

&>('>) — - (A. — y ft — *>)&'", 
AV(j,) - - (i, - i.)(A, - y I,". 

Nun zeigt die Vergleichung der beiden Änsdrtlcke von f{X), 
dafa der Coefficient von A^ in dem einen ( — IfJ^^^j ™ 
andern (—1)^ ist; somit ist ^^l\?=l, d.h, die Bestimmung 
von A^ gegeben. Damit bestimmen die vorigen drei Glei- 
chungen die Werte der ^. 

Die Substitutionen x^ = Ha-^^x^, |/ = ^ciij,% machen die 
vorigen Gleichungen zu 

tp{l^) = — ^s (h—^K){K — h) { «11 li + «31^2 + «31 5b } '- etc. 
Denkt man (p(}-i) durch ^^ und das Product der Differenzen 
der X^ dividirt und den Quotienten nach Potenzen der |,. ge- 
ordnet, so liefert die Vergleichung der Ooefficienten ent- 
sprechender Potenzen von ^^ auf beiden Seiten die zur Be- 
stimmung der «;j hinreichende Anzahl von Gleichungen. Das 
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Product der Differenzen der k, mit welchem zu dividiren war, 
ist aber wegen 

AYW- (»,-!) (■!,-») (»,-!) 
derselbe Ausdruck, welchen man erhält, indem man /\^f(X) 
zuerst nach A diffearentiirt und dann für jene Werte A^, i^, l^ 
bez. einsetzt, d. h. A^f(li) oder f(i.i) : ^a, etc. Die vorigen 
BestimmuDgsgleichungen für die «^j nehmen also die Bnd- 
geatalt an 

-^js(»„S. + «„?, + «„!,)', 
-^-(.„l. + «»«. + «..«>;•) 

oder in vollständig entwickelter Gestalt in den Tangentiai- 
fonnen ausgedrückt 

Die Substitutiouscoeffieienten selbst erhält man endlich 
wie folgt: Man findet aus den Relationen 2^j'=A^2?i, 
Sg'^A^2^, #' = A^'P und erhält aus ihnen die |/ in 
Function der |; oder |j' = ^^.(|j, §g, gg) und somit 

Durch die successiven Substitutionen 

6,-1, 1,-0, S,-0; S,-0, 1,-1, 1,-0; 1,-0, 1,-0, l.-l 

folgen dann die Werte 

aii = il'i(i, 0, 0); a^^ = ip.(0, 1, 0); «3; = ^/'i(0, 0, 1), 
und daher für unser Problem 



t/2, (1. 0, 0)- 


1.0(1, 0, 0) + J.^*£j (1, 0. 0) 


V m 


,/2;,(0, 1,0)- 


1,*(0, 1, 0) + i^'£,(0, 1, 0) 


V r(\) 


_-, /2, (0, 0, 1) - 


i,*(0, 0, 1) + 1/2^(0, 0, 1) 



*) Diese Entwiekeluagen lassen sioli ohne Veränderung auf qua- 
dratiflche Formen von n Veränderlichen ausdehnen. 
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Axenbeatimmuug, Trane form atioBsbeiBpiel. 689 

Die Bestimmung des Polardreieeka wird vereinfachb, weun 
«ine seiner Ecken, also auch die Gegenseite von vomhereiu 
schon bekannt iat. Die beiden andern Seiten des Dreieoks 
sind zu ermitteln als das emsige Tom eonjugirter Polaren, 
welches die beiden Kegelsehnitte an jenem Pol gemeinsam Jiaben. 

Ein HauptbeJspiel für dieses Problem bieten eoneentriaehe 
Kegelschnitte, deren gemeinsames' Paar conjngii-ter Durch= 
messer gesucht wird. Ist dann insbesondere einer der Kegel- 
schnitte ein Kreis, so ist das geforderte Durehmesserpaar 
rectangoUir, d. h. man kommt auf die AxenbesUmmung [der 
Ceniralcurven'^) zurück und erkennt tSj^^ -\- a^^, «n^a^ — «u^ 
als Kegelsehnitts-IwoarioMten der Beziehung auf rechtwinklige 
Systeme um den Mittelpunht (§§ 166—168). Die Änsführuug 
dieses öedankena in B. 9) zeigt die blofs binäre öestaltung 
der Theorie des Textes. 

B, l) TTormalformea der Gleichungen 
Si^9^i* — 3^a^ — ice^^— Sx^w^ — lOaJg;);^ — Gx^x^ = 0, 
Äg~5a!^ä -f- SKj^ -f- 2k/ -f- ix^Xg — 2x^Xi + 2 x^x^ =0, 

Man erhält fllr die Ooefflcienten A^^, jIjj etc. der Tangential- 
gleichungea der Kegelschnitte die Werte 

A^^ = _4,^sa = — 61,^3 -36;^3s=51,^ai= — 3,^1^: 

5,1=2, ^28= 9, £33= 14; B.,^-- 11, -»31=5, 5,3 

für die Invarianten ^,= — 45, ^^=1, ®, = — 49, Öj = - 
also fllr die cuhische Gleichungi 

f(i) = —l'' — 3A^-l- 491 — 45 =0 
ond für ihre Wuraeln i, ^5, i^^=l, 1, = — 9; also für die 
redueirten Gleichungen 

6ii\'^ -|- x^'^ — 9Xg'^ = 0, ^'^ -|- «a'^ -j- Xs'^ = 0. 

Es erübrigt die Bestimmnag der Snbstitutionscoefficienten. 

Man erhalt f (l^) =— 56, f [k^) = 40, ^(^3) =~ 1*0; 
9(ii) = 56|/+ 224 ^3^+22413^— 448 la§s-f-224|3l,— 224|ila, 
V{-13) = — 401/ - 40^/ + 80|,|j, 

^(Aj)= 1401/+ 560|a=+ 12601/— 1680|2lg+ 840|e^,— 560^,^2, 
also jene aegativen Quotienteo voa q> (l^ und f (l^ be^. gleich 
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690 SIX. InTariantentlieorie der Kegelschnitte 371, 

ii' + 41." + 46.' - 8&S, + 4|,li -iU„ i,' + h'~ äSil.. 

S,' + 41/ + 91," - 125,1, + H,ii - 4f,£,, 
SO dass die Bestimmungsgleichimgeii der Coefficienten werden 

imd diese selbst a^^ = 1, itjj ^ 0, «,3 ^ 1; 
t^, = — 2, «,a = l, «38==- 2; '^31 = 2, «32 = - 1. «s==3. 
Die Detenaiaante der Substitution ist== 1, wie der Wert von 
^j es bedingt. (Vergl. §373,5). 

2) Man soll für den Kegelschnitt kS^ + lÄ^ = das Doppel- 
Terbältnis der Yier Punkte bestimmen, welcbe den Kegelschnitten 
S^ = und Sg = gemeinschaftlich sind (§ 361, 2)."*) 

Wir denken den Scheitelpunkt des Büschels in einem dieser 
gemeinschaftlichen Punkte, so dafs dasselbe von der Tangente 
des Kegelschnittes in ihm und den Strahlen nach den drei übrigen 
gebildet wird; dafs die Doppel Verhältnisse desselben also mit denen 
der vier Wurzeln der in p ; e hi quadratischen Gleichung 
(^1^*+ &iQ^a + ©apa^ + z(jij')(kp — iö) = 
identisch sind; und wir bestimmen die letztem nach einer linearen 
Transformation als bei welcher sie ungeändert bleiben. 

Wir flihren die folgenden Bezeichnungen ein: Die Discrimi- 
nante des Büschels «^4 + k^X&^ + «i^e^ + A*^;, sei G(k,X) 
oder ö; dazu die Hess e'sche bez. Ja«obi'sche I^inetion (vgl, § 348) 

1 (0(?8ä(«,1) 8Gdm^)\_^, ,, 
"6|g^"~~31 SÄ ^g^f— '^^'*'^^ 

Dann substituiren wir i und v nach den Belationen 



und ( 

e>(.,i)e(p,«)(,f-A.)-|.»+iif (»,!)..'+ «(,,1)«=)«. 

Bedeutet dann.(T- — av) einen linearen Factor 9 der Klammer- 
gröfse rechts, so hat man 



y Google 



Doppelveriiältnis der Grundpunkte im Büschel. 691 

und es müssea die absoluten Invarianten der laeideu biquadratischen 
Formen rechts und links gleichwertig sein; man erhält somit für 
d gleich ta^ ; Mg, als das fraglicte Doppelverhaltnis der Beziehung 
(vgl § 351) 

H' (x,X) ^ (l — d-\-dY 

Q'i«,l)~{l + dy{2 — d}'{1^2dr' 

oder ll\x,X)(l+dyi2-dy(l^2dy-{^Q\«,X)(l — d^dy=0 

als Ausdruck der Abhängigkeit zwischen d und dem Parameter- 
Terhaltnis k:1. Es gibt also sechs Kegelschnitte im Süsdiel, in 
welchen seme vier GnmdpunMe ein gegebenes Boppelverhältnis d 
haben; dual entsprechend ebenso in einer Seh aar von Kegel- 



3) Der Pestsetzung Q{k, l) = entsprechen die drei Kegel- 
schnitte des Büschels, für welche das Doppel Verhältnis der Grund- 
puntte harmonisch ist. Dieselben sind dem gemeinsamen Polar- 
drejeck in der Weise zugeordnet, dafs die Doppelstrahleu der 
Involution aus dem G-eradenpaar des Büschels und dem Diagonalen- 
paar des Pols die Tangenten eines solchen Kegelschnittes in 
Punkten der Polare oder dritten Diagonale sLnd. Der besonderen 
Wahl n(K, 1)^0 entsprechen zwei Kegelschnitte des Büschels, 
für welche das Doppelverhältnis der Grundpunkte gleich einer 
imaginären Cubikwurzel aus der negativen Einheit, d. h. äguian- 
harmonisch ist. (Vgl. § 345, 1.) Sie sind zugleich diejenigeuj 
deren zwei einfachste Simultan-Invarianten verschwinden und fllr 
die F «nd <S zusammenfallen (§369,3) in einen Kegelschnitt, 
der von den drei harmonischen Kegelschnitten des Büschels doppelt 
berührt wird. 

4) Welches ist der geometrische Ort der Punkte, von denen 
aus an die Ellipse h^x^ -{- a^y^ — a^b'^ == vier Normalen von 
gegebenem Doppel Verhältnis gehen? 

Man erhält seine Gleichung, indem man das Doppel Verhältnis 
der biquadrati sehen Form, 

bildet, in welcher A^, &,, etc. die Bedeutungen aus § 356 B. 
haben (vgl. auch § 358,4). Insbesondere ergibt sich 

a'x^ + b^y' — c* = 
für den Ort der Punkte, von denen vier Normalen von gleichen 
fundamentalen Doppel Verhältnissen ausgehen, 

5) Bedingimg der doppelten SerÜhnmg von swei Eegelscimitien. 
Im Falle der Berührung der beiden Kegelschnitte werden 

die Ausdrücke ^(X) : /"(A^) für die Doppelwurzel (§ 358) der 
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cubisolieii Gleiclmng unendlich grofs, d. h. es eigibt sich kein 
Dreieck der gemeinsamen harmonischen Pole. Für eine doppelte 
Berühning wird dasselbe unbestimmt, weil ip (J.) fm die Doppel- 
wurzel i für beide Kegelschnitte den Wert Null haben mtuTs 
Dies heifst geometrisch: die Sehne der Berüliniiig und ibr Pol 
sind Seite und Gegeaecke für alle Dreiecks jener Art, und die 
beiden andern Ecken liegen in der Sehne als ein Paar von con- 
jugirten Punkten; und es heifst analytisch, dafs ausser der Deter- 
minante f (i) auch deren sämmtliche Unterdoterminanten ver- 
sehwinden. Also ist zugleich 

«11 — ^ V. «lä — ^''lai «13 — ^^3 
Chi — ^*äi' "aa — ^h-i' %i — ^^sä 
«81 — ^''sit «33 "^ ^^ea^ "38 ~ '■''sa 

(CI^S — Xbin) (Ojj — ifegs) = {%3 — A&J8)^ 
(«BS — U33) {«u - ^^l) = («31 — ^hif' 

(oj^ — Ib^i) (fljg — J.Ö33) = (%j — l^^y, also 

(«11— il!>ii)'-(«i2— ^ia)i(''i8~^^is)K«si— ^8i)K«aä— ^&ä2):(«a3— ^M- 

Die Elemente der Determinante verhalten sich somit, wie die 
Quadrate und Producte von drei GrGfsen a^, a^, «3, oder man hat 

a,j — i6j3=»waj^aa, % — 3.6 g^m« «g (j^ — AÖ^ =m i^o^ 

Die Substitution dieser '^ erte in die (rlcicliung ^^ ^ Ü 1 etert a! er 

S,äiiAS,+».K., + «.r, + «, ,)• 

und führt auf die Gleicliu.n£,sfoim des t} 275 zmiick 

Der Berührung zweitei Ordnung entspiechen dtei f,le! he 
Wurzeln und damit die Bedingingen les § 35fi 

Berübrung dritter Oiduung verlangt die Berührung iei Sehne 
der doppelten Berührung mit den Kegelschnitten also das Ver 
schwinden der Tangentialform jedes der KegeUclirntte für dm j 
ihrer Gleichung (§ 368 4) 

6) Man soll die Gleichungen der gemeinsamen Punkte fui 
die durch die allgememen Gleichungen best mmten Kegelschnitte 
Ä, = 0, Sä = m '^chhefshoher Endtorm ingeben "") 

Wir ermitteln die hneare Function dei 'Uiiizeln jTj Xj ig 
durch die ihr äquivalente |j, (§ 3b5) Nun ist aus den tränt 
formirten Formen 
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Die gemeinsamen Elemente zweier Kegelschnitte, 

r/ : Xa' r 3^' = Yx^ — ig : l/Ä~ — A, : Yl^ ~ X^; 
h 



I -|/ (A,-^(^-^,^+^'^) I -1 /(^ - 



■wo noch fdr f (X^ sein Wert (A^ — ^ (''( — ^*) ^s^ gesetzt werden 
kann. Die Fanotion 1^, gibt die Werte von a^ : x^ : s^ für die 
snccessiven Substitutionen |^ ^ 1, ^^ ^ 0, Ig = 0; |, == 0, l^ ^ li 
|j = 0; Si^O, |j = 0, l3 = l unter den Wurzelzeichen. 

7) Man kann die Transformation auch in allgemeinster Form 
an die Covariante anknüpfen, welcke man als zugeordnete Form 
S von ® erhält, während die zugeordneten Formen von 2J^ und 
-£3 wieder S^ und 8^ sind. In der transformirten Form ist 

»■ _ (1, + ^) !,'> + (i, + 1,) i," + (J, + k) b" 

und die entsprechende zugehörige Form (§ 367) 

S--(i,+i,)(i,+i,K"+(i,+i,)(;,+i,K'+(i,+i,)(i.+y<'-o. 

Man hat also wegen A^S^S' die Gleichnngen 

A's—(f,+ii)(h+hK'+ ft+».)(>i+>.)%"+ A+i,) A+»iK'. 



also durch Anfliisung derselben 

(1, — i,)(l, — i,)i,'' — A'S— (1, + y S, — J, (J, + 1,)S,, 
(J, — y (1, — J,) «,-» _ A' S— (1, + 1,) S, — J, (1, + i,) «i , 
(1, — 1,) (J, — 1,) <' — A' S— (1, + 1.) Ä, — 1, ft + 1,) S, . 
Da nach den vorigen Entwickelungen und wie oben ist 

A^^a = 1, ia + Ab = A^ ®s — ^n e*^^., 
so ist (ii~i^)(i; — i,)^,X^=S'+(Ai4 — 0s)(Si — i;Sa), 

Durch eine analoge Schlulsweise wie in der vorigen Aufgabe 
folgen, weil Xi eine lineare Function j3i{%, x^, a^) der Xf wird, 
die Coefficienten der inversen Substitution, d. h. deijenigen, welche 
man durch Auflösung der Substitutionsgieiehungen Xf = 2af^x^ 
erhält. 
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Ali 



. l/^ 


0, 0) + (A.^, — e,)|S,(l, 0, 0) — ijS,(l, 


0)1 


" V 


<»,-I,)(l,-V4" 




V ^^^'°• 


1, 0) + (i.^, — ©j) {fi.(0, 1, 0)-l^S5(0, 1 


11)1 


^' r (»,-v»,-V4' 


. ._!/»(»• 


0, 1) + (1^ Jj — 0,) ( S, (0, 0, 1) - i^S, (0, 


1)1 



8) Die Einfiüinmg der in 6) bemitztea Verhältnisse der x^ 

m die olngen Ausdrucke tur *;, ergibt Aie frleii-liuagen der Ver- 
bindung'geraden dei Schnittpunkte der Eegelsrhmtte 

9) Ttamformatton grüner Ctritt (ägJetchittigen (§ 1G8) 

a/uf das gemeinsckafUiche Paar cot^girter Durchmesser, d. h. in 

Um sie zu vollziehen, tat man dio "Wurzeln X,, Aj der Gleichung 

I«,, — A&,,, a,,. — i.b,.\ 
fU.) ^ =0 oder 

I «jj — ■ ^ ^si I "as — ^ 633 1 

zu bestimmen. Man liat femer 

f(X) = _ {<^^&,, + a^^b,, — 2a,,\, — l(b,,l?,, -b,,')], 
sagen wir ^ — 2(^4 — AC). Sind dann die zu benotaenden 
Substitutionen x^ ^ «n^' + «i2%'i % ^ "ai^i' 4" «s2%'i ^-Iso 
die tracsponirten li'^ «nSi -f- ''sils! Is'=^ "la ^1 + *'2s^2i ^° 
bilden wir 

j«n — ^f*!!. <^a — ^^i2> li 

\ k , gä , 

{ («23 — Aö^a) ^1= - 2 («,2 — A6,,) I, I2 + («11 - ^K)k' I 

und erhalten die nach |j identischen Gleichungen 

Sie liefern unter Einfulinmg der Warzeln ij^, X^, für die Snh- 
stitutionscoefücienten die Werte 
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und «„.„ = TZ-tw' "i'"" 



NormaKormeii bei einerlei Cectrum. 695 

a^t—Khi a_aiä— Mas a «ii— ^ i^u a... ". i~'^ ^ii. 

~2{2=^X^' ''l» ~2(^— V^' *"" ~2(^— l,t7|' "äB ~ 2(4— 1,0)' 
«if — ^i^ij «1, — Zi^n 

— ^— , r,..«. 

zur Bestimmung der Vorzeichen. 

Der Voraus setaung f {}) = eutsprlclit ein Ausnuhmefall ; 
f(i.') ^ hat dann gleiclie Wuraeln, d. h, es ist 

Da die Coordinaten der Selmittpuiikte beider Curven, im al!- 
geineinen Falle, in den Coefficieatea der Transformation durch 

gegeben sind, so fallen für Jj = ig ^^ Sclmittpunkte in uaend- 
liche Entfernung; die beiden Curven smd concmtrische Hyperbeln, 
die eine Asymptote gemein haben. 

Für f ().) ^0 und (p(i,) = als gleichzeitig erfüllt oder 
für das Versehwiaden der Untcrdeterminanten von f{X) sind 

a^j^ ^ löjj, «38 '^ ^^as' ''la "^ ^''is' 
d. h, die Kegelschnitte sind ähnUeh (§ 243). 

Ffir den Fall, dafs öj,%^H = 1 ein Kreis ist, d. i. für 

die BesÜmmwng der Axen des Kegelschnittes 

«ii»^i^ + ^<hi^A + «^2%^ = 1 
hat man (>^ = (.^^ = 1 und &13 = 0, d. h. f(l) = 

(«11 — ^) («äa — i) — «la' = i' — («11 + «ss) ^ + («11 «33 — %a^)> 
eine Gleichung, welche stets reelle Wurzeln hat, weil ihre Disori- 
minante (oj^ — a2^y -j- ia^^ positiv ist; ferner 
rW=2i -(«,, + «,,); 



li . 



also 



..i.' + ..,fe-=l^^^^Si: + 5^r^ 



wo noch für den Nenner bez. ij — X^ oder i^ — l^ zu setzen 
statthaft ist. 

Den Annahmen a^^ = "gai «ij = entspricht die Un- 
bestimmtheit des Problems; dann sind beide Curven Kreise. 
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10) Die Schnittpunkte von zwei eoEcentrisehen J 
liegen in zwei Durcltmessem, welche mit dem Paar der gemein- 
samen conjngirten Durclimesser ein harmonisches Büschel 1 
und die gemeinschaftlichen Tangeaten bilden, i 
deesen Ecken auf diesen Durohmessern liegen. 

Für die gemeinsamen Elemente im Falle der allgemeinen Lage 
gilt der Satz: Jedes der Dreiseite aus gemeinsamen Tangenten 
ist perspectirisch zu jedem Dreieck aus gemeinsamen Punkten. 
Äsen und Cenfcra derselben? 

372. Jacobi'sclie Determinante. Die Invariantentheorie 
der Kegels chuittpaare findet ihren Abscblufs nicht ohne die 
BerÖcksichtiguüg des Systems von drei gleichzeitigen quadra- 
tischen Gleichungen, Die eigentliche Untersuchung derselben 
greift überall in die Theorie der temären cubischen Formen 
hinüber, welche wir hier anssehliefsen müssen. Wir werden 
uns deshalb wesentlich auf die an das Frühere anschliefsenden 
Entwickelnngen beschränken, welche ohne Kenntnis der Lehre 
von den Curven dritter Ordnung bez. Classe erledigt werden 
können. 

Für drei temära quadratische Formen Sj, Sj, Sg kann 
eine Covariante auf demselben Wege gebüdet werden, wie in 
§ 348 für zwei binäre Formen. Es ist dies die JacoMsche Deter- 
minante der partieUen ersten Ableitwngen der drei Formen, also, 
wenn die Differentationen durch obere Indices angedeutet 
werden : 

S/i', Sgfi), S^fi' { 

J = S/ä), Sg(«', Äs^ä) j - 

S^^% SjC*), Ä/") I 

Ihre Invarianteneigenschaft erhellt daraus, dafs bei der Trans- 
formation die Ableitungen S-^^, Sj''', S,!*' die transponirten 
Substitutionen von denen der Variabein x^ erleiden (§ 355). 
Da die Ableitungen die Variabein linear enthalten, stellt 
J = eine covariante Curve dritter Ordnung, die Jacobi'sdie 
Cwrve der drei Kegelschnitte, dar. Biese ist der Ort der Ptmkte, 
deren Folaren in Bezug <mf drei gegebene Kegdschniüe S^, S^, Sg 
sich in einem Punkte schmden; sie ist also eugleick der Ort 
der Schmt^nmkte dies&- Polaren. Denn J ^ entsteht durch 



y Google 



Jacobi'sche Determinante des Kegelschnittnetzes, 697 

die Elimination der Wf aus den Gleichungen der Polaren 
S/^)a:, + S^<-^lx^ + S^^^lxa = 0, etc. Durcii denselben Punkt 
geht aber dann auch die Polare Ton Xf in Bezug auf irgend 
einen Kegelschnitt 

l,S, + l,S, + A.Sa = C§ 283). 

Also hat J = genau dieselbe geometrische Bedeutung für 
irgend drei Kegelschnitte des durch S^, S^, S^ bestimmten 
Kegelschnittnetzes. In der That, bilden wir für die Kegel- 
schnitte von den Parametern A^, k^, X^; il/, Aj, Ag ; AJ', i.^', Aj' 
die Determinante der Ableitungen, so ist dieselbe gleich 1 
multiplicirt mit der Determinante der neun Parameter, 

Fassen wir die drei Kegelschnitte als Bnveloppen, so 
bestimmen sie ein Kegelschnittgewebe 

II, Z, + f^a ^s + f*» ^3 = (§ 283). 

Die Jacobi'sche Determinante dreier Enveloppen dieses Systems 
deflnirt durch ihr Verschwinden eine Curve dritter Classe 

2;iW, 2;,w z;,«! 

i~ z'i« ZJgW j:^« =0, 

E^^\ s^<.% 2:;,(s)j 

die Jacobi'sche Curve der drei Envelqppen, öder des Gewebes. 
Sie ist dualistiaeb die Enveioppe der Geraden, deren Pole in Bemg 
auf die Kegelschnitte des Gewebes im einer Geraden liegen. 

373. Oubische Covariaute des Kegelsclmittpaares. Die 
Einführung der Jacobi'schen Determinante ist schon in der 
Theorie von zwei Kegelschnitten erforderhch. Denn ein Kegel- 
schnittpaar Sj, Sj bestimmt mit seiner quadratischen Covari- 
ante F ein Kegels chnittnetz, wenn auch besonderer Art-, 
dieses besitzt eine eubische Covariante, welche eine neue 
Simultancovariante von S^, Sg ist. Die drei Kegelschnitte 
Si, jSg, F haben aber ein gemeinsames Polardreieck, das schon 
als covariant zu eharakterisiren war (§ 371). 

Die Jacobi'sche Cwve eines Netses mit gemeinsamem Polar- 
dreieck besteht am den drei Seiten desselben. Denn sind S^, S^, S^ 
Summen von je drei Quadraten, so sind ihre partiellen Ab- 
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leitungen S/'*, iS^*'*, Sj''' proportional zu a^j, also ihre Deter- 
minante proportional zu x^- x^- x^, luimlich 

^ = («1 — O («a — »») («3 — «i) ^i^s^s' 
Demnacli bestimmt man analytisch das zu zwei Kegelschnitten 
S'j=0,iS'j=0 gemeinsame Polardreieek auch als die Jacob i's che 
Cnrve J = des speciellen Netzes, welches mit ihnen die 
CoTariante F ^^ bestimmt. 

Insbesondere, wenn die Kegelschnitte sich doppelt be- 
rühren, so verschwindet die Jacobi'sche Oovariante von S^, 
Sa, F identisch (§ 3S8), wie auch für drei Kegelschnitte 8^, 
8^, S^ eines Büschels. 

Nun können wir aber die Gleiciiungen der Dreiecks- 
seiten direct berechnen. Denn nach § 357 können wir mit 
— 0^, — «5,-03 als den Wurzeln von.^j+®i'" + ®3^'^^+-^s^<^'=0 
die gegebenen Gnrvengleichnjigen auf die Formen "bringen: 
gj = X-^^ -\- x^'^ -\- x^^^) Sg ^ a^x^^ -\- a^x^^ -{- a,^x^'^, wo 
?=% («ä -\- a^x^^ + t^gCf^s 4" 'ii}^i^ + '*3{% 4" '^}^3'^- 
Aus diesen drei Gleichungen können sofort a^^'^, x^'^, x^^ als 
Functionen von S^^, S^, F berechnet werden, mmlieh 
(«j — '^j){P'j, — ^i)^i^ = F — aja^S^ ■ — «(Sj. 
Das Produet dieser drei Gleichheiten ergibt links das Quadrat 
der Jacobi'schen Determinante, rechts eine Function der di-ei 
Symbole, deren Coefficienten in den a^, a^, a^ symmetrisch, 
also durch die Inrarianten ^|, ®^, @^, ^^ (% 357) rational 
' daretellbai- sind. Man erhält so eine swisckm den Covarianien 
hestehende Identität. 

+ (01 ®s - 3 ^i^s) SiSa 1 — ^i^a (^aS^^ + z/,S/) 

+ S^S^\ ^j (2z/j @j, — ®;^ Si + z/i (2 z/g @i — ®a^ Sa I . 

Ans den Contrararianten 

^ = ^i' + 1/ + k', ^ = (haA' + %«iS2' + %aal/- 

l- = («, + «,)li^ + (% + <h) Sä' + («1 + «s) h' 

*) Dabei ist vorausgesetzt, dafs die Discriminante von S, Eins ist; 
«onstmuTsS, und S, durch f'iJj^ zuerstdividirtwerden, wofür jedockancli 
■ohne Anwendung Ton S,fSj, nachier F durch ^, dividirt werden kann. 
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geht als die Determinante der Äbleitimgen hervor 
/=(((j — ag)(a3 — aj,)(as~t(i)lilalj. 
Bis Jacobi'scke Ourve eines Gewebes mit gemeinsmnem Folm- 
dreieck besteht ans den drei Eckert desselben. Zwischen diesen 
Tier ContraTarianten besteht eine zur vorigen analoge Identität. 
B. l) Drei Kreise besitzen einen Jacohi'schen Kegelschnitt, 
-welcher seihst ein Kreis und zwar der Ch'thogonalkreis der drei 
Kreise ist (§ 128). Die Gleichung des Orthogonaltreises gibt 
den Satz: Für jeden Punkt des Orthogonalkreises ist die Summe 
der Producte N-uU, welche die Längen der von ihm cmsgehenden 
Tcmgenten der drei Kreise mit den Flächen der Dreiecke bestimmen, 
welche dm Ikmht mr Spitze und die GentraUinie der beiden andern 
Kreise beg. mr Basis haben. 

2) Es ist möglich, vier Kegelschnitte so zu bestimmen, dafs 
sie einen gegebenen Kegelschnitt S = in seinen Schnittpunkten 
mit der Gieraden i = und überdies einen andern Kegelschnitt 
S' ^ berühren. Denn der Schnitt des Jacobi'achen Kegelschnittes 
mit S' ^ bestimmt die Berührungspunkte. 

Wenn insbesondere die gegebenen Kegelschnitte als ein Kegel- 
üohnitt, ein Kreis imd die doppelt zählende unendlich entfernte 
Gerade angenommen werden, so geht die Jacobi'sche Ourve durch 
■die Fufspwnkte der Normalen, welche aus dem Centrum des Kreises 
■om den gegebenem, Kegelschmtt gezogen wetden kömiem 

3) Die Jacobi'sche Curve des Systems a;^' — x^^O,x^ — 3^*=0, 
■Oj ^ oder der Ort der Paukte, deren Polaren m Bezug auf 
die beiden Linienpaare sich in der Geraden a, schneiden, ist 

■d. h. ein dem Fundamental dreieck umgeschriebener Kegelschnitt.^*') 
Er ist auch der Ort der Punkte, deren Polaien m Bezug auf die 
Kegelschnitte des durch (x^^ — ir^^) + /. ii^ — t^) = be- 
stimmten Büschels mit der Geraden «; zusammenfallen Die beiden 
Linienpaare bilden ein Tiereck, für welches das Pundamental- 
dreieek das Diagonaldreieck ist. Die Gerade a^ schneidet die 
sechs Seiten des Vierecks in je einem Punkt, dessen in Bezug 
auf die entsprechenden Ecken harmonisch conjugirter dem Orts- 
kegelsehnitt angehört. Auch gehören zu demselben die Doppel- 
punkte der Involution, welche in der Geraden durch die Gegen- 
seitenpaare des Vierecks, also auch durch das Kegelschnittbüsehel 
erzeugt wird; sie sind die Pole für die die Gerade berührenden 
Kegelschnitte des Büschels. Durch dieselben gehen je vier Kegel- 
schnitte, welche drei Eckpunkte des Vierecks enthalten und diese 
berühren sämititlieh den Ortskegelschnitt, den man als den Neim- 
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oder eigentlich Elf Pi nhte Kegels(^mtt äei Geraden m Beeug avf 
das Viereck odet das Busihel bezeii,linen kann Man ^eigt dies, 
indem man flu die Gleichung emea solchen Kegelschnittes 

nachweist, dals die /weite fechnittsehne mit jenen iln Uiuhtt 
Die entsprechende Bedingung ist 

(«lO* + (a^hf + («3 ''s)* = 0. 
Ein dem Dreiseit x^ -\- x^ = 0, Xj + a:^ == 0, a'^ -|- it:^ = 
eingeschriebener Kegelschnitt als von der Gleiclinngsfomi 

— 2mi{a^ + aij) (iCj + ag) — 2im(a;g + x^ (% + a^) = 

ist aber eben unter dieser Bedingung mit dem der vorigen Glei- 
chung identisch. Ebenso fflr die andern Dreiecke, so daß der 
Mf'Rmkte-KegdschmM aUe die sechsietm Kegdsehnitte berührt, 
welche den vier Dreiecken des Tierecks emgeschrieben sind. 

Wenn die Gerade unendlich fem ist und die Gegenseiten- 
paare des Vierecks rechtwinklig sind, so sind die Doppelpunkte 
der Involution in der Geraden die Kreispunkte; alle Kegelschnitte 
der vorigen Betrachtung sind Kreise, die harmonischen Punkte 
werden zu den Seitenmitten, und man hat das System des Feuer- 
bach'scken Kreises. 

4) Die im Text gegebene Methode, die x^ zu berechnen, 
kann von neuem zur Transformation zweier Kegelschnitte auf ihr 
gemeinsames Polardreieck dienen (§ 371). So findet man die 
gleichzeitigen Normalformen der Gleichungen. Mit Benutzung 
der Covariante if in § 369, 3 erhält man die Identität einfacher 
js = ,j,3 4- 3ii/Zr(S2, — 8,)-\-Q (&\, — Äi)- (J?^- flir die Be- 
zeichnung § 371, 3 und K : i = Sa : — Sj § 356 Schlufs.) 

Der covaiiante Kegelschnitt ifi = wird von jedem der 
drei harmuni'itht^n Kegelschnitte des Büschels (§ 371, s) in einer 
Seite des gemeinsamen Tripels doppelt berührt. 

5) Eedu tion aut die Normalfonuen für 

Man beginnt zweckmäfsig mit der Berechnung der Coefßoi- 

entea der TangentialgJeichungen ^4^^, A^^ ^^°-'i ^^^ ^™^ "~ +i — 1) 

18; — 3, 3, ^ 2 für die erste und — 16, ~- 19, — 9; 21, 

24, — 14 für die zweite. Dann ergeben sich die Invarianten 

Jj = — 9, 0j = — 54, &^ = -— 99, ^2 = — 54, 
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und die Wurzeln der cubisütea Gleichung liefern o^ =^ 1, «^ ^ 2, 

Og ^ 3. Man bereehnet sodann 

J' = — 9 (23x^ — 50xy + iijf^ — 18w + 12y — 4) 

und schreibt endlich 

3^1^+ ^^ H~ a^^ ^ 3x^ ■ — ■ Qxy -} 9j/^ — 2x -{- iy, 
Xj^ + 2x^^ + 3a^^ = 5iK^ — lixy -j- 8f — &x ^ 2 , 

5a:i^+ 8a^^+9a^ä=23a!^ — 50Ä3/ + 44i^^— 18a + 12y — 4; 

diese Gleichungen aber liefern durch die Combinationen 

&8^ + Sa — f , F— 3Sj — 2Sa. 2Si -j- SS^ — F 

bez. die Substitiitionen 

V-(3» + l)', V = (2« — * V- — (" + !/+ !)'■ 
6) Das Inlialtaquadrat des gemeinsamen Polardreiecks von 

zwei Kegelschnitten Ä, = 0, Sg ^ hat für M als den doppelten 

Inhalt des I'undamentaldreieoks der Coordinaten den Invarianten- 

ausdniclf 

mit _r' als Substitutionsresultat der sin A^ als der Coordinaten 
der unendlich fernen Geraden (§ 68) in die ContraTariante I; 
denn im Zähler mufa die Bedingung der Berührung (§ 358) 
beider Kegelschnitte stehen, als für welche der Inhalt ver- 
schwindet, und im Nenner /', weil für eine unendlich ferne Ecke 
des gemeinsamen Polardreiecks sein Inhalt unendlich grofs wird. 

374. Das vollstEiiäige Invariantensystem des Eegel- 
achnlttpaarea besteht nun aus den vier Invarianten ^^, z/j, 
@,, @a (§ 357), den vier Covarianten S^, S^, F, J (§ 367, 
§ 373) und den vier Confcravai-iant9n S^, S^, ®, I {§ 366, 
§ 372) in dem Sinne, dafs sicli jede Invariante, Covariante 
und Contravariante des Paares als eine ganze Function der 
obigen zwölf Formen mit numerischen Coefficienten aus- 
drücken l'afst. 

Zu ihnen treten gemischte oder Zwischenformm (§ 365)^ 
welelie beide Reihen der Coordinaten enthalten und als Co- 
varianten des Systems der beiden Kegelschnitte S^, S^ mit 
der Geraden §j, = angesehen werden kÖimen. So ist die 
Jacobi'scbe Determinante c 
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die linke Seite der Gleichung für den Ort der Punkte, deren 
Polaren in beiden Kegelschnitten sich auf der Geraden sehneiden. 
Für die Normalformen ist 

JV^ I, (oj — ßj) 3^3% + la («3 — %)a;3a;^ + IgC^i — a^)xiX2. 
Man erhält die Eeciproealform N, die die Verbindungslinie 
der Pole von ^ in Bezug auf S^ = und Sg = ausdrückt, 
auf die nämliche Weise aus Z'j und Z^, nämlich für die 
Normalformen 

N = (ii$2^3(<i3 — ((3)3:1 + 0^13 li(%— (jh +a liS li^i— ai)''3 
Der Geraden ^; entsprechen femei zwei begleitende odei 
associirte Gerade K^ = und K^ = von denen die erate 
die Polare in Bezug auf 8^ = von hiem Pol fui S^ = 
und die zweite die Polare in Bezug auf **i = von ihrem 
Pol für Sj = ist. Für die Nornialiorraen sind uie 

K^ = aj^l^Xi-\-a^^2^2~\'^Hi3^il ■Ä2=Ca''3Sl'*l-|-''s''ll3^ +''i^B^3% 

Die Jacobi'sehen Detenninanten vin Ä^ S l,^ und von 
-^21 '^*) ^x ^^^ i^r® Reciprocalformen liefern weitete viei 
Zwischenformen, welche mit den vorigen 7«s vullsturnJ ge 
System^*^) von solchen Formen bilden durch welche mit Hilfe 
der vorher erwähnten Formen alle andern gemischten Formen 
au^edrückt werden können. FürdieNiimalioimeusmdsiebez 
ia^sK — «b)«i + is^iK — «i)«a "l" ^i^a K — «ij '"s 
lalj«!^ («2 — (»3)% + Ssli'*2^(%"~'*i)^a "HSila^'s^C"! — ^"2)^3; 
li«, («2 — "a) ^ ^3 ~f" fe '^ä {**3 — %)%*! ■^Ss'J^s (''i"-'^)^i^j 
Si^ßäK— a3)^^a + ls«s«i(«3— »i)^% + ^3%'^(»i— «s)^ii^a- 
375. Die Jaoobi'aolie Chirve des Netzes ist auch der Ort 
der Boppelpufikie der Linienpaam desselhm. Denn J ^ ist 
auch die Bedingung dafür, dafs der Punkt x^ Doppelpunkt in 
i^S^ + AjS^ + AjSg = sei, d. h. dats die Ableitungen 
K 'S',*'* + h i^'" -t- h ^s-^'' = 0, h S,<^ + Aj Ä^'^' + AsÄgl^ = 0, 
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gleichzeitig verschwinden. Die Covariante i entspricht so 
der binären Covariante der Doppelpunkte einer quadratischen 
Involution (§ 343). 

Punkte A und B der Curve werden einander in Sesug 
auf das Netz dctdiwrdi, paa/rweise zugeordnet, dafs sie in Bemg 
cmf (die Kegdschnitie desselben conjugirte Pole sind. Denn gehen 
die Polaren von A durch B, so schneidet die Verbindunga- 
gerade AB alle Curven ;i,Sj + k^S^ + X3S3 = in Punkte- 
paaren der Involution mit den Doppelpunkten Ä, B. Letztere 
sind alao die Punkte, in welchen Kegelschnitte des Netzes 
die Gerade AB berühren. In einem Netze mit gemeinsamem 
Polardreieek sind daher die Verbindnngsgeraden zugeordneter 
Punkte die Strahlen durch die Ecken desselben (§ 314). 

Jede Verhindungsgerade sugeordneler Punkte A, B geMrt 
einem Imienpaa/re des Netzes an, nämlich demjenigen, dessen 
Doppelpunkt ihr dritter Schnittpunkt C mit der Jacobfschen 
Curve ist Denn A, S, C sind Doppelpunkte von Linien- 
paaren, A und B sind Berührungspunkte der Geraden mit 
allen berührenden Netzcurven, also mufs das Linienpaar vom 
Doppelpunkt C die Gerade AB, um sie in A oder B zu be- 
rühren, als Teil enthalten, während die Paare von den Doppel- 
punkten A bez. B sie nicht enthalten. 

Bie Jacöbi'sche Curve dritter Ordnung kann in eine Gerade 
und einen Kegelschnitt zerfallen. Dies tritt erstens ein, wenn 
die Kegelschnitte des Netzes durch zwei feste Punkte gehen. 
Denn die gemeinsame Sehne sondert sich als ein Teil ab, da die 
Paare ihrer Involution mit den festen Punkten als Doppel- 
punkten conjugirte Pole sind. Auch der Jacöbi'sche Kegelschnitt 
geht durch die festen Punkte, denn da jeder derselben in Bezug 
auf das Netz sich selbst conjugirt ist, so darf eine durch ihn 
gehende Gerade mit der gesammten Jacobi'sehen Curve nur 
noch einen andern Schnittpunkt haben. (§ 373, 1.) 

Dieselbe Degeneration der Curve dritter Ordnung tritt 
ein, wenn das Netz mit einer Doppelgeradeji i^ == aus- 
gestattet ist, indem sich offenbar L als ein Factor von J ab- 
sondert. Wir können also vier Kegelschnitte beschreiben, die 
einen Kegelschnitt S = in seinen Schnittpunkten mit der 
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Geraden i = und Überdies einen Kegelschnitt S^^ ein- 
fach berühren, (§ 373, a,) Die Schnitte des letzten mit dem 
Jaeobi'schen Orte sind die Berührungspunkte. Ist noch eine 
zweite Doppelgerade vorhanden, so zerfäUt endlich auch der 
Kegelschnitt, d. h. die Jacohi'sche Curve besteht aus drei 
Geraden. Dies ist der Fall des Netzes mit gemeinsamem 
Polardreieek, wo in der Tliat die Seiten Doppelgerade suid. 
B. l) Die allgemeine Gleiehung der Jaeobi'schen Curve ist 
(%i«i8'«is") V + («ss^'^sa")*!* + («83 «an' «1 ■.")%" 

~ {(«ll«»a'«lB") + («Il«lä'"3B")l^l% — {{'^3«ll'»l!") 

— ((«üB-'säXs") + ((ha<hs\s^")W^ ~ {(«sa^n'««") 

+ («33«13'«is")1^8''^l — l(«aa"33'%3") + («IIB«13'''j3") 1'^*^ 

— I(«ii«3s'«33") + 2 (%3a,3'«i3")}^i^% = 0; 
darin bezeiehneu (<ti_i<hs '^is"^ ^*ß- Determinanten, welche man aus 
diesen Elementen der positiven Diagonale leicht bildet (vgl. § 86). 

2) Man soU einen Kegelschnitt durch vier feste Punkte so 
bestimmen, dafs er einen gegebenen Kegelschnitt S = berührt 

Wir denken die vier festen Punkte als Schnittpunkte von 
zwei Kegelschnitten S^ = 0, S^ = gegeben und erkennen aus 
der Bedingung des § 358 für die Bei-ührung von zwei Kegel- 
schnitten, indem wir in ihr die Coefficienten der Büschelgleichung 
substituiren, dafs das Problem sechs Lösungen hat; denn die- 
selbe liefert eine Gleichung vom sechsten Grade in h. Die 
Ja^iobi'sche Curve der drei Kegelschnitte bestimmt mit S = 
die sechs Punkte, in welchen dieser von den sechs Kegelschnitten 
berührt wird, die der Aufgabe genügen; denn die Polare des Be- 
rührungspunktes in Bezug auf S^O geht, weil sie auch die Polare 
in Bezug auf einen der Kegelschnitte i^Sj -j- h,S^ = ist, durch 
den Schnittpunkt der Polaren in Bezug auf S^ = 0, Sg = 0. 

3j Die Jacobische oder Hermite'sehe Curve für das s 



l(«ä+i>, + l)'+f(|'+,')+»(«,H-»,1+l)(ail+».'?+l)=0 
ist eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt.^**) 

4) Die Jacohi'sche Curve für einen Kegelschnitt, einen Kreis 
und die doppelt gezählte unendlich ferne Gerade geht durch die 
Fufspunkte der Kormalen des Kegelschnittes aus dem Mittelpunkt 
des Kreises. 

5) Die Jacobi-Hermite'sche Curve von S, £1 (§ 330) und 
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77 für 1/ = A^ii,i,' H h A,,(i,l,' + t^'sa) + ' ' (§ 322) 

liefert die Parabel des § 297, 2, welche die Gerade |;, die Äsen 
des Kegelsclmittes «nd seine Normalen in ihren Schnittpunkten 
mit jener berührt. 

376. Oayley'sche Curve des Ketzes. Zu einem ge- 
gebenen Netze exiatii-t nach § 362 ein hannoniaehea Kegel- 
sehnittgewebe von des Art, dafg jeder Kegelschnitt des ersten 
Polardreiecken der letzten umgesehrieben ist. Die beiden 
Systeme sind eontravariant, da sie dualistisch und projectiriscli 
verbunden sind. Sind S^^ = 0, S^^^ =^ 0, U^^-^ = irgend 
drei das Gewebe bestimmende Kegelschnitte, ao ist ihre 
Jacobi'scbe Enveloppe durch das Vereebwinden der Deter- 
minaaite ihrei Ableitungen gegeben (§ 372). Der Jaeobi'seben 
Curve dualistisch entsprechend, ist diese Curve dritter Classe 
die Enveloppe dir DoppelHnien der dem Gewebe angehorigen 
Punktepaare Fm das gegebene Netz Sj, Sg, S^ ist sie eine 
contravariante Curve und zwar wird sie als die Oayley'sche 
Curve r=0 des Netses bezeichnet.*) 

Die Punktepaare des Gewebes sind als Kegelschnitte, 
welche denen des Netzes harmonisch eingeschrieben sind, 
Paare von in Bezug auf das Netz conjugirten Polen, d. h. 
sie liegen auf der Jaeobi'seben Curve desselben (§ 375). 
Die Cayley'sche Curve des Netges ist die Emekippe der Ver- 
hindungsgeraden der zugeordneten Punkte auf der Jacobi^schen 
Curve. Also ist sie projectiviech definirt als die Enveloppe 
der Geraden, welche die Kegelschnitte des Netzes in Punkte- 
paaren einer Involution schneiden. Ihre Gleichung ergibt 
sich hieraus unmittelbar, indem man aus jeder der drei Glei- 
chungen S^ = 0, 8^ = 0, 8^ = mittelst £^ = eine der 
Variabein z. B. x^ elimioirt und nach § 344 die Determinante 
der Coeffieienten von Xj\ x^x^, x^^ gleich Null setzt, um die 
itivolutorisehe Lage der drei Punktepaare auszudrücken. Die 
Entwickelnng lautet nach Division durch Ig^ 

•) Man hat diese Contravatiante F des Netzes und die Jacobi'sche 
Enveloppe der drei Kegelsolmitte S^, iS,, Sj wohl zu unters cheiden; 
.Sj., Xgp £jj Bind nicht die Tangentialformen von jenen. 
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+ l(«ui>,0.) - 4{<%.S„<i,))l,J,l, - 0. 
Man nennt diese CurTe auch die Sermäe'sche Oitrve des 
Netzes, insofern sie die Envehppe aller Linimpaare desselben ist. 
Ihre Gleichung entsteht somit auch ans der Forderung, dafs; 

oder aus den sechs Coeffieientenrelationen 

2 ft«„ + l,b„ + l,e„) - i,,, + ,,?., 
duxcji Elimination der X^, ^, Xg, %, %, % in Determinantenforni 
, 20,,, 2o,„ 2o„ 
2S.„ 2Su 
Scgg, 2cgi, 2qj 
, I. , 1, 
I. , , I, ' 
i, , ii , 
I Geraden eines Linienpaares sind an der Her- 
mite' sehen Cni-ve in demselben Sinne zugeordnet, wie die 
Punkte auf der Jacobi'schen Curve. 

Ersetzen wir in der letzten Gleichung |;, a^^ etc. durch 
s>f, An etc., 80 erhalten wir den Ort des Punktes, von dem aus 
an die Kegelschnitte des contravarianten Gewebes Tangenten- 
paare einer Involution gehen, d. h. die Caley'sche CuiTe C ^ 
des Kegelschnittgewehes f(,-S(^) + fia-^p) ~t" C's^ii) "^ ^! welche 
offenbar zugleich die Jacobi'sehe Curve J = des ursprüng- 
lichen Netzes ist. 

Zu diesen aus der Jacobi'schen Determinante entspringen- 
den Covarianten und Contravarianten ergeben sich durch die 
Bildung der Reeiproealgleiehung des Netzes nur die früheren 
Co- und Contravariauten der Paare S^, S,; Sg, S^•, S,, Sj, 
denn jene lautet 

Ai*2,'j -}- A/2;g -j- AZ-Ej -|- ;ii,;i3^, 4- ^3-1^*2 -f ^J^^^ = ö- 

Ganz ebenso sind die Covarianten I\, F2, Fg einzuführen. 
Man kann dann wieder (vgl. § 373) mittelst S^, z?^ etc. 
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die oben aagefülirte Definition Ton C = ausdrücken und 
erhält so die allgemeine Helation zwischen den Covaria/nten 
dreier KegelschniUe: 

377. luvarianteu dreier Kegelschnitte. Um Invarianten 
des Curventripels an finden, bilden wir wiederum die Dia- 
crirainante ihres Netzes X^S^ + X^S^ -\~ l^S^^ = 0, Ihre Ent- 
wickelung ist zu schreiben 

+ ^^-Ib®!!» + ^8%®l!n + ^3%®332 + ^ikh®m> 
wo die Coefficienten 0;,^ Ton A^^Xj die früheren Invarianten 
der drei Paare von Kegelschnitten sind. Dagegen entsteht 
dadurch, dafs man in der Discriminante .^, jedes Glied ci^j^ci^2'hs* 
etc. durch eine Summe wie 

«ii^2e'^33 "I" ''u%^BS + f'u'haC-as + Ki^aa'^Be 
+ '^u^iAs + '^n*BsÖ33. etc, 
ersetzt, die nene Simultaninvariante @,gB des Tripels. 

Bilden wir ebenso die Discriminante des durch dieselben 
drei Kegelschnitte bestimmten Gewebes ft^^/^ -}"f*a-^ 4" J^s-^^s = 0, 
80 ist der 0-^^^ entsprechende Coefflcient des Gliedes mit 
ftj^fig eine Invariante ©'^^ vom zweiten Grade in den Coeffi- 
cienfen jedes Kegelschnittes, welche nicht in Function der voran- 
gehenden Invarianten ausgedrückt werden kann. 

Unter den aus den bisherigen zusammengesetzten In- 
varianten befindet sich insbesondere eine, welche zugleich eine 
Invariante der Jacobi'schen Covariante ist. Man erhält sie 
nach dem Princip, dais aus einer Covariante und einer Contra- 
variante von einerlei Grad eine Invariante entsteht, wenn man 
in die eine Differentialsymbole substituirt und mit ihr au der 
andern operirt. (Vgl- § 139 der „Algebra der linearen Sub- 
stitutionen". 2. Aufl.) So entsteht aus der Jacobi'schen Co- 
variante und der Contravariante des § 376 eine Invariante T, 
deren Ausdruck in der Bezeichnung desselben lautet T = 

+ 4 («33 feil Cia) (ögs &3a c,a) + 8 (»u hi <'ii) («as \t ^n) 
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— 8 (Oii&igO («äa^as^is) — 8 (»22^13^38) ('^33^11 ''is) 

wo die Faetoren der Glieder dreireihige Determinanten be- 
zeiclmen. 

Man kann aber diese Invariante T mittelst der vorher 
erwälmten Invariante ©"jgg von der gleichen Ordnung in den 
Coefficienten und der früheren Invarianten darstellen, wie wir 
in den Beispielen zeigen wollen. Zunächst bilden wir noch 
diejenige Invariante des Kegelse Jinittnetzes resp Gewebe^) direct, 
deren Verschwinden ausdrückt, dafa sich untei den Kegel- 
schnitten des Systems doppelt zählende Linien bez Punkte 
befinden. Diese Invariante M erhalten wii, mdfm v,n die 
Bedingung ausdrücken, dafs X^S^ -\- ^^S^ -\~ X^S^ ein voll- 
ständiges Quadrat wird, oder also, dafs seine in den Para- 
metern quadratische ßeciprokalfonn 

identisch verschwinde (§ 323). Bezeichnen wir die Coeffi- 
cienten von ^jlj in den Contravarianten ^^ ^^g CP^^™'* 
Stj^t, fSfi, (Sji bez. so ist das Reaidtat der Elimination der 
sechs Gröfsen i^\ . ., A^^^, . . zwischen den durch d^ Null- 
setzea der Coefficienten der Beeiprokalform entstehenden sechs 
Gleichungen 



Ai 


■^, 


Ai 


Aa 


Ai 


A 


Su 


-B» 


B„ 


B., 


■B.1 


S^ 


c„ 


c» 


c,. 


c., 


c„ 


c. 


a„ 


«« 


a„ 


si„ 


st„ 


st, 


S8„ 


8„ 


9» 


SB,. 


»., 


»1 


K„ 


e„ 


e.. 


e>. 


15.1 


6i 



Demnach charakterisirt die Bedingung M = ein Netz von 
bes&nderer Art. {Doppelberührungsbüschel.) 

Die Determinante ist vom vierten Grade in den Coeffi- 
cienten jedes der drei Kegelschnitte, z. B. des ersten, da sie 
im zweiten Grade in der ersten Reihe und linear in der fünften 
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uac! sechsten erscheinen. Es folgt daraus, dafs in einem, 
linearen Kegel schnittsysteni dritter Stufe 

Tier Doppelgerade auftreten (§ 360, 3); denn die Invariante M 
der Kegelschnitte 

S^ + «Ss =0, Ss = Oj ■5^ = 
liefert eine biqnadratische Gleichung zur Bestimmung von x. 
B. 1) Für die Kegelschnitte 

und 

«11 V H h 2((3s^ats -j- . ■ = 0, 

die daa Netz hestimmen, bilden wir die Bedingung, unter der sie 
einen Punltt gemein haben oder ihre Resultante. Aus den beiden 
ersten ( 



3;/ : 3^^ : a^ä ^ («2 — a^) : (oa — «1) : (% — «3). 
setzen wir = a^: a^ : «g; die Substitution dieser Werte in die 
dritte und die Wegschaffung der Wurzeln liefert 

(•i."«.' + • ■ - 2«„«..«,«. - ■ ■ + 4 (A,.,-, + ■■))■ 

Die linke Seite dieser Glenhung J&t da& Quadrat von T. 
Indem wir die Differenzen der n^ tur üic a einsetzen, kgnnen wir 
T selbst auidmckHU, namlich m der IForra 

{«i(«a2 + «ss) + -^(«85 + «il) + "aC*!! + «23)1 
— 4 («11 + ■ ■} (»l.«2Ö3 + ■ ■} — i (,Ai«i^ + ■ ■) 
- *(Ai -f ■■)(%% + ■■) + 8 IAi«iK + «,) + ■ ■), 
in welcher alle Gruppen Fundameutalinvarianten des Systems sind 
bisauf ^jj »1^+^45302*+ A33(%^ welches gleich ist %ii&iia—&iist 
also ausdrückbar durch die invariante des Testes auä der Dis- 
criminante des Gewebes. Man hat also^"*) 

T = 0^35 — 4 (0^32 013S + ©311 033J + ©Sil ©sga) + 13 0'i23. 

2) In Vierercoordinaten (§ 317) lassen sich die drei Kegel- 
schnitte des Netzes in der Normalform ausdrücken, also z. B. durcb 

Sa ^ BiiCi^ + etc. = 0, Äg = Ci^'' + etc. = 0, 
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und zwar auf unendlioli viele Arten. Denn jede der eben ge- 
sciiriebenen Gleichungen enthält drei Oonstanten explicite und 
jede der linearen Functionen Xf zwei Constanten implieite, so dafs 
siebenzehn Coastaaten zur Disposition sind, während jS^, Sg, S^ 
zusammen nur fönfzehn unabhängige Constanten enthalten. 

Wir suchen nach diesen Voraussetzungen die Bedingung auf, 
unter weleher die drei Kegelschnitte einen gemeinschaftlichen 
Scbnittiiunkfc haben. Indem man die Gleichungen S^^O, S^^O, 
Sg ^ nach a:,^, ca^^, x^, x^ auflöst und die vier Determinanten 
einführt 
A^ = {a^h^c^, Ai = (a^b^e,), Ä,=(a^\c^'), ^ = («361%), 

findet man Xj^, aj^ iCg^, x^^ proportional zu ^Ij, jäj, -dj, Ä^ und 
erhält durch Substitution in «^ + a^ + a^j + a;^ ^ die frag- 
liche Bedingung in der Form 

YÄ, + yj'^ + Yä' + l/I^ = oder 

(A^^ -^ A-^ -\- A,^ -'r Ä^^ — 2A„A^ — 2AgAj^ — 2A^A^— 2A^A^ 
— 2A^A^ — 2A^A^^ = UAiA^A^A^. 

Die linke beite dieser Weiohung ist wieder das Quadrat der 
Invariante I, die lechte Seite die Invaiiante ^A, welche in den 
Coefficienten dei (xleichung jedes Kegelschnittes vom Grade vier ist. 

378, Wenn wir die Discnmmante von 
'li'Si + ^3'Ss + AsÄ3 = 
als in den A,- cubisehe Form betrachten und gemäfs der 
Theorie derselben ihre Invarianten S^ und Tg bilden (vergl. 
„Höhere Curven" 2. AuÜ. § 221 f,), die bez. vora vierten und 
vom sechsten ßrade in den Coeffieienteu sind, so findet man^^") 

fi^=r« — 48M, r6 = 82'(72M— r'). 
Es sind also diese beiden Fonnen in Function der zehn 
Fundamental-Invarianten des Netzes ^.^S^ -(-•- = ausgedrückt; 
M, T, ®'^2a si"^*^ nicht linear durch jene zehn ausdrückbar, 
aber doch in Verbindung mit denselben bestimmt. Wir 
könnten entweder M oder T aus diesen Gleichni^en elimi- 
niren und so Gleichungen bilden, die sie einzeln mit den 
Fundamental-Invarianten verbinden. 

Irgend drei Kegelschnitte können im allgemeinen als die 
Polarkegelschnitte von drei Punkten in Bezug anf eine Curve 
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dritter Ordnung betrachtet, d. h. ihre G-leichimgen können 
gleichzeitig auf die Form 

gebracht werden. Wählen wir die Dar stellang in Vierer- 
coordinaten wie im vorhergehenden Beispiel 2), so erhält die 
Gleiehnng der Curve dritter Ordnung, deren erste Polaren sie 
sind, die Gestalt 

und man erkennt, dafa das Verschwinden der Inyai-iante M, 
welches eines der i; gleich Null fordert, einen Ausnahmefall 
bildet, wo die drei Kegelschnitte nicht aus derselben Curve 
dritter Ordnung ableitbar sind. 

Im allgemeinen Falle erhält man die Gleichung der CuiTe 
dritter Ordnung, indem man die Hesse'sche Covariante von 
der Jacobi'sehen Covariante der drei Kegelschnitte bildet und 
von ihr die mit 2T multiplicirte Jacobi'sche subtrahirt. 

Wenn wir ferner mit den Kegelschnitten an der cnbischen 
Contravariante operiren oder mit ihren Reciproken an der 
Jacobi'sehen Covariante, bo entstehen lineare Coutravarianten 
und Covarianten, welche die Punkte darstellen, denen die 
Kegelschnitte als Polaren für die Curve dritter Ordnung ent- 
sprechen und die Polargeraden dieser Punkte für dieselbe Curve. 
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Zwanzigstes Kapitel. 

Analytische Grundlagen der Metrik. 

379. Metrisclie Eelationen. Die Untersuchungea über 
die allgemeine Gleichung zweiten Grades und über die Theorie 
der Inyarianten und Covarianten in den letzten drei Kapiteln 
haben zur Entwickelni^ der Methode gedient, durch welche 
auf rein analytisclieni Wege geometrische Wahrheiten gefunden 
werden können. Die Eigenschaften der homogenen Formen 
und das Instrument der Determinanten verleihen ihren Er- 
gebnissen jenen Charakter algebraischer Allgemeinheit, der 
vielleicht der unterscheidende Hauptcharakfcer der neueren 
Forschungen genaimt werden darf Was den Kegelschnitt 
im Allgemeinen betrifft, ist so zu erkennen; aber die Eigen- 
thiimlichkeiten jener speciellen Kegelschnitte, welche, wie die 
Parabel, der Kreis, die gleichseitige Hyperbel durch besondere 
metrische Eelationen eharakterisirt sind, treten in dieser Dis- 
cossion wenig hervor. Überhaupt sind die metrischen Ee- 
lationen gegen die allgemein projectivischen zurückgetreten. 
Im Folgenden ist darum zunächst nachuwweis^ wie die vorigen 
Untersuchungen auch sm mdrischm RelaÜonm führen. 

Die homogenen Formeln lassen sieh, wie wir mehrfach 
gesehen haben (§ ii71 Schlufs, § 85 etc.), ohne weiteres durch 
Einführang nicht-homogener OoordLaaten metrisch speciali- 
siren. Nicht ebenso unmittelbar bieten sieh die Äquivalente 
zu gewissen für Gleichimgen in Cartesiseheu Ooordinaten wohl- 
bekannten Functionen bei Anwendung trimetrischer Ooordi- 
naten, Zu ihrer leichten Gewinnung hilft die Theorie der 
Invarianten, sobald es gelingt, die metrischen lielationen in 
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£e0iehungen äer gegebenen Elemente 0um Unendlichfemen, ins- 
besondere SU dm absoluten B,icktu,ngeth ■umsusdsen. Zur Er- 
läuterung der Methode greifen die folgendea Paragrapten auf 
die Theorie der Gattuugskriterieu und Focaleigenschaften zurück. 

SSO.HomogeaeGattungakriterien, lu Carteaischen Coordi- 
naten lautet die Taugentialgleichimg des Paares der absoluten 
Richtungen ^^ -\- yf = 0. Von der Beziehung eines gegebenen 
Kegelschnittes zu diesem specieUen hängt die Gattung des- 
selben ab. Wir betrachten also die Invariautentheorie einer 
Kegelschnittschaar ü^^ -{- S2^ = io. der Absieht, S fttr Z'^ 
und ^^ + vf für ^3 zu setzen, d. b. speciell confoeale Xegel- 
achnitte 2; + & (|= + ij^ = (§ 250) zu untersuchen. 

Die Discriminante der Schaar, nach § 324, Schlufs 

wird speciell für die confoeale Schaar 

J"" + /cz/(ffln + «sO + 'f^'KiOaa - «1/). 
Denn in ^g = |^ -j- if und der Reciprocalform z^ sind alle 
Coefficienten Null bis auf B^^ = B^^ = h^^ = 1; also ist 
z/a = 0, 0j = J.33 = %^aag- — a^^^, ®K = %i + »äa! ^^^ Coeffi- 
cient von h^ iat aber in diesem Specialfall -BuBja-ijs und die 
Zerlegui^ in ^^&^ nicht gültig. Die iteducfcion des Aue- 
drucks auf den zweiten Grad in Ä zeigt an, dals im um- 
geschriebenen Tangentenvierseit das Punktepaar l^ -{- rj^ = 
selbst ein Gegeneckenpaar ist. 

Hier erkennt man in ©^ und @j die Functionen wiedei', 
durch dereu Verschwinden die gleichseitige Hyperbel und die 
Parabel char akter isirt werden (§§ 179, 145). Da sie Invarianten 
sind, so schliefst man, dala für jedes mögliche Coordinaten- 
aystem das Verschwinden der Invarianten @j und ©^ für das 
von einem Kegelschnitt mit den beiden absoluten Riehtungen 
gebildete Curvenpaar die Bedingung gibt, unter welcher jener 
Kegelschnitt bez. eine gleichseitige Syperbel oder eine Farahel 
ist. Wenn die letzte Gleichung gleiche Wuraeln in h besitzt*), 
so zeigt dies an, dafs die absoluten Punkte selbst dem betrachteten 



'■) Sie sind =(<!,, = + «s,'-«„«,J. (Vgl. § 103.) 
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Kegelschnitt angehören, da dann die von ihnen ausgehenden 
Tangenten nur dn zusammenfallendes Paar von Schnittpunkten 
hahen. Die Bedingung («j^ + %j)^ = 4 (ffnOsa — «ig*) oder 
(On — «53)* + 4 «13^ = 0, welche für keine andern reellen Werte 
als %j = Oäj, »13 = erfüllt werden kann, ist daher die 
charakteristische Bedingung für den Kreis (§ 102). 

Nun sagt die Gleichung |^ -[- 13^ = aus, dafs der Ab- 
stand eines beliebigen Punktes von einer Geraden absolutei' 
Richtung unendKch grofs ist; man erhält die äquivalente 
Bedingung in trimetrischen Coordinaten, indem man den 
Nenner in dem Äugdruck des normalen Äbstandes (§ 65) gleich 
Null setzt. Die allgemeine Gleichung der absoluten Richtungen 
in homogenen Dreiliniencoordinaten ist somit (§ 333) Sl ^ 
V + Sb' + V — 2|,^bC08^i — 2|3licos^~2|jjcos^8 = 0, 
und die Eeciprocalform derselben 
(sin Ä)^ -ze: x^ sin J.^ + ■ ■ + '^^^^ sin A^ sin ^3 + ■ ■ ^ 0. 

Indem man für das vom Absoluten mit einem aUgemeinen 
Kegelschnitt gebildete Curvenpaar die Invarianten 0j und 0^ 
bildet, erhält man die homogene Bedingung, unter welcher 
die allgemeine Gleichung eine (jldcfiseiUge Hyperhd darstellt, 
©3 = in der Form 

a,j + «32 4" «jg — 2((ggeos J.^ — 2t(3^cos.i4g — 2%gCOs.i43 ^0; 
weil 1 und cos A^ die Coefficienten der Gleichung der Kreis- 
punkte sind; und die Bedingung, unter welcher die Curve 
eine Farahel ist, @j ^ in der Form 

iAeinAy ^ Ai süi^vli -\- J.2a sia^^a + Ag^ sin^ A^ 
-|-2^3sin^siQj3 + 2J.Bi8injlä8inJ.i + 2.ilj3ain^sin^ = 0, 
nach den Coefficienten der Reciprocalform der Gleichung der 
Kreiapunkte. Endlich unter der Bedingung ®g^ ^ 4 @j, welche 
in verschiedenen Arten in eine Summe von zwei Quadraten 
umgeformt werden kann, geht die Curve, welche die aUgemeine 
Gleichung darstellt, durch das Absolute, durch beide Kreia- 
punkte, wenn sie reell ist. 

Damit ist klar, wie die Kriterien unter Annahme all- 
gemeiner projectiviseher Coordinaten zu bilden sind, sobald 
die Gleichung der absoluten Richtungen bekannt ist. 
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B. l) Eine gleicliseitige Hyperbel stellt die Gleichung 

OäjCOS^j + Oj^fCOsJj + Oj2 oosjlg = 0. 
Sie enthält daher den Höhenpunkt des Dreiecks. (§62,3-) 

IHir %i + a3g + «33 = gibt a^^x-^ -\- a^^x^^ ■\' a^^^^^ ^ ^ 
die gleichseitige Hyperbel. Sie geht durch die Centra der Be- 
rühr ungakreise des Fundamentaldreiecks. 

2) Für den Winkel der aus dem Pol von ^^ an 2? = 
i Tangenten ist, mit i7= als der Bedingung, die |^ 

^ 0,2:— j.a ' 



macht, tan rp ^^^ j 



£=®^=^Tl folgt für den Winkel der Asymptoten tan 9 = 

3) Die Länge der in der Geraden vom Kegelschnitt gefafsten 
Sehne ä ißt für D als Länge des parallelen Halhdurchmessers 
(vgl. §247,6) bestimmt durch 

381. Hauptkreis. Die CoTariante i^=0, gebildet in 
Bezug auf das aus einem Kegelschnitt und zwei Punkten 
bestehende Curvenpaar, bezeichnet den Ort eines Punktes, 
für welchen das Paar seiner Tangenten an den Kegelsclinitt 
zu dem Paar seiner Verbindungslinien mit jenen festen Punkten 
harmonisch conjugirt ist (§ 369). Ist das Punktepaar speciell 
das der absoluten Richtui^en, so bezeichnet F =^0 den Ort 
des Seknittpmktes der Faare recktwtfMiger Tangenten (§ 326,2). 
Alsdann ist nach dem in § 367 gegebenen Werte 

F=Ä,^ {tg,^ + ^t") — ^A^^i — 2^3*2 + Ai + As = 
die aUgemeine Gleichimg des S(mpäcreise3 in Cartesisehen 
Coordinaten. Für A^ = oder «n^aä ^ ''la^i ^- ^- ^^ 
die Parabel, gibt die Covariaiite F = ihre Directrix mit 

2(^9^1 + A3 ^3) = Ai + Aä- 
In trimetrischen Punktco ordinaten findet man die all- 
gemeine Gleichung des Hauptkreises in der Form der Co- 
variante F von 2 und iJ als 

= (^a + ^3 + 2^33 cos A^) 3:/ -f ■ . 
-\- 2(^11 cos J.^ ■ — ^35 — - A^^ cos Ag — J.^g GoaA^jx^Xg -f- ■ ■ 
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Man kann diese Gleichung mittelst der Ableitungen Sf 
auch schreiben 

Dafs sie einen Kreis i-epräeentirt, kann gezeigt werden (vgl. 
§ 332), indem man sie auf die Form bringt 

am A^ sm A^ sm Ag ■ (sm A)^ ■ ! . . ■■ — - «i + ■ ■ 1 

^ {Aiin jY ■ {XsXg^mA^-\-x^x^äinA2--\-x^X2 smA^]- 
Wenn der erste Factor ® rechts verschwindetj so ist (§ 380) 
die Curve eine Parabel, und unsere Gleichung repräsentirt 
ihre Directrix, zusammen mit der unendlich fernen Geraden, 
als einer Linie, die alle Richtungen enthält, also auf sich 
selbst rechtwinklig ist. 

B. 1) Man zeige, dals die Directrix der Parabel (§330,2,4) 

(»1%)* + Ka^)* + (03 %)* = lautot 

aJ^x■^ia.nÄ^ia,nA^-\-a^X2iBllA^ia,uAJ^-\-a^X^t3,ll Ä-^ tan.d2 = 0, 

2) Für beliebige rechtwinklige Coordinateaasen wird der 
Winkel der Tangeaten des Kegelsclmittes S ^ aus x | ?/' (vgl. 



§ 188, a) für J" ^ als Hauptkreis durch tan tp = — ^-^^ — - 
ausgedrückt. Für Dreilinioneoordinaten ist rechts der Factor M 
oder (siii^)j, zuzufügen, 

3) Die Gleichung' 
(Sa^3— S3.ffa)siii.ii+(S3.^— S,Ä3)sin^a+(Si^3 — S,Äj)sinA3=0 , 
in welcher Sj, .. , K^,.. die partiellen Ableitungen der Gieiehung S 
des gegebenen Kegelschnittes und der Gleichung K seines Haupt- 
kreises bezeichnen, drückt das Product der Gleichung der Äsen 
des Kegelschnittes in die Constante (sinjl)^ aus. 

Denn sie ist nach § 373 die Bedingung für die Coordinaten 
eines Punktes, dessen Polaren in Bezug auf diesen Kreis und den 
Kegelschnitt einander parallel sind. 

382. Homogene Brennpunktakriterien. Die Wurzeln 
der Discriminante einer Kegelachnittschaar sind die Para- 
meter ihrer Punktepaare. Also sind die beiden Wurzeln der 
Discriminante der eonfocalen Schaar (vgl, § 380) 

(<(,,»ga — %a^ Ä;^ + z/ ((^,1 + %s) Je ^ J^ == 0*) 
*) Sie hat gleiche Wiirzeln für den Fall des Kreises und wird 
linear für den Fall der Parabel. 
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die Pa/rameier der beiden Paare von Brennptmkten des Kegel- 
sclinittes, der durch eine numerische Gloichung iS=0 in 
Cartesiachen Coordiuateu 'gegeben ist. Wir bestimmen sie, 
indem wir eine der Wurzeln in S -\- ?c (|^ -)- ij^) = substi- 
tuiren, so dafs diese Gleichung in zwei lineare Pactoren zerfällt 

(Ix + ij/ + £/) (s^" + rjy" + SO; 

denn nun sind die Brennpunkte tv' : /\y' : /; ic" : /' | j/" : /', 
Der eine Wert von k gibt die beiden reellen, der andere 
die imaginärm Brennpunkte. Dasselbe Verfahren ist auf 
die Gleichung in trimetriaeben Coordinaten anwendbar (vgl. 
B. 3), sobald wir k aus ^s@iP + ^i^s^ + zf^^ = be- 
rechnen und in 2 -{-IcSl =0 einsetzen. 

Bildet man femer nach der Regel des § 322 die Reci- 
prokalform in Cartesischen Coordinaten, so erhält man die 
allgemeine Ortsffleichung eines mit dem gegebenen confoceäen 
Kegdsdinittes in der Form 

Man erhält aus ihr die Gleichung der Envdoppe des Systems 
(§ 304), d. h. der gemeinschaftlichen Tangenten, als 

{ AsC^' + f) - 2^3^ - ^AzV + Ai + A.}' = 4^Ä- 
Durch Zerlegen derselben in das Factorenpaar 

!(«- «)> + (»-«'I |(« - «'■>• + (y-«'l 

würde man die Brennpunkte a\ß; a,'\ß' ebenfalls erhalten. 

Allgemein entspricht der trimetrischen Gleichung Z'+Äiß—O 
die Gleichung in Punktcoordinaten 

JS-\-k{{A,^-^Ass-\-2Ä,^G0BA^)x,^-\ |-2(^iiCos^i— ^j 

—Ai3 cos^— ^12 GosAs)x2Xi + ■ ■ } + ^M ^i sin.il -j- . . } 2= 0. 
Wenn h einen der aus der verschwindenden Discriminante 
entspringenden Werte erhalt, so liefert die Reciprokalform 
zu £ + ft dl* -|- ■--) ^ das Qimdrat der Gleichung einer 
der Aten des Kegelschnittes}^^) 

B. l) Man bestimme die Brennpunkte von 

2x^ — ^xy + -if — 2a: — 831 -j- 11 = 0. 

Die quadi-atisclie Gleichung in h ist 3Ä^+ 4:k J -\- A^ = , 
jmd ihre Wurzeln sind Ä ^ — A und Ä ^ — ^ ^ mit ^ = — 9. 
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Für den Wert ft = 3 wird 

= 3(| + 2^ + f)(3:+4^ + ?); 
dies liefert, die Brennpuntte l|2; 3|4. Der Wert 9 gibt die 
imaginären Brennpunkte 2 -^ i\ 3 -\- i. 

2) Man bestimme den Brennpunkt einer durch die allgemeine 
Gleichung in Cartesiachen Coordinaten gegebenen Parahel. 

Die c[Kadrati3che Gleichung wird linear, und 

(»1,+«,,) 1 ^■il'+Ai'?'+ 2ABif+3AiSH-2A A I -^(l'+ V) 

ist in Pactoren zerlegbar; dieselben müssen sein 

(«11 + «aa) (2Aa§ + ^Aav) wnd 

2{a.,+a,,)Ä„ ^"T 2 («., + «,,) As ^"'"^' 
Der erste Factor liefert den unendlich fernen Brennpunkt und 
zeigt, dafs die Ase der Curve zu Ä2^x — Aj^^y == parallel ist. 
Der zweite Factor zeigt, dafs die Coeffieienton seiner Glieder in | 
und »2 die Coordinaten des endliehen Brennpunktes sind. 

3) Man bestimme den Brennpunkt einer durch die Gleichung 
in trimetischen Coordinaten gegebenen Parabel, Die Gleichung 
des Brennpunktepaaies ist 

©2^1 = ^jü. 
Die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes sind aus 
§ 322 bekannt als Coordinaten des Pols der unendlich fernen 
Geraden; daher sind die des endlich entfernten Brennpunktes 

e^A,, — ^1 _ 1 0, ^Bs — Jj I 0B^,„~^, 

Ai,»i:o.Ai + A^,iiinJ^+J^^BiäAs ' \ ' ^iBin^j-^-. | ^i^sini;, +-"^" 
(cyklisch). 

4) Man bilde und discutire die Gleichung der Jacohi'sohen 
und der Cayle/schen Curve des speciellen Gewebes XS^ -\- ^S^ 
-|- v (^^ + T]*) = 0. Sie liefern die Eigenschaften der Cm-ve, 
welche die Axen der Kegelschnitte der Sehaar i2?j^ -\- fi^g = 
umhüllen, bez. diejenigen des Ortes ihrer Brennpunkte (§ 313,9). 

5) Man kann die Brennpunkte mit Hilfe des Satzes § 202 
bestimmen, wonach das Eechteck der Entfernungen eines Brenn- 
punktes von zwei parallelen Tangenten constant ist. 

Denn eiae zur IFundanientallinie x^ ^ parallele Gerade 
(§ 68) (A — l^)x^ -\- M= berührt den Kegelschnitt S = für 

(«ss«a3 — O^* + 2 { (oas^ai — «is^bb)^ + («I2«a3 — «ib<%)^ } ^ 
+ («s3«ii— ßi3')^'+(«ii«ä2— «ia')'B'+2C»i8aia— «33«n)'a^»=0, 
und die Substitution des Wertes l = (l, atj — M) : x^ führt sie 
über iu 3_2' - 2 Mx, £,' + iK^ V = 
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für S' als die linke Seite der Bedingung der Berührung dea 
Kegels clmittes mit der unendlich ternfm Geraden und ^', ^^' 
als ihre Unteideterminanten 

— [«ia(«as^a — "ssh) + «äa(«3a'i — «ibO + «ssWs^s — «ss^i)] 
and — (a^^ass — ch/) ^e^- 

Die paralleien Tangenten zu den Fimdamentallinien x^ ^^ 0, 
^j = geben analoge Gleichungen 

Sind dann Xj^, x^' die Wurzeln der ersten, a^', x^ die der zweiten 
und x^, x^" die der dritten unter ihnen, so sind für a^, a^, a^ 
bez. als die entsprechenden Coordinaten des Brennpunictes die 
Differenzen 



die Abstände desselben von den drei Paaren \ aralleler Tangenten. 
Man hat so naGh dem citirten Satze die Gleichheit ürer Producte, 
also die Eelationen 

^1 — (^' + ^1 J ^1 + »1 ^1 = ^/ — Ca + O «ä + '«^^ 

^H^ — {Pi + ^B J a^ + 3-3 %"; 
d.h. die Gleichimgen x^ S^ — 2 Mxj^E^^ -{- M^ 2:,^^ 
= a^ä-S' — 2 Jf^a^s' + üfä^aa' = x^^S^ — 2Mx^S^^ + M^S.^^ 
liefern die Coordinaten der Brennpunkte des Kegelschnittes. Die 
geometrische Bedeutung dieser Gleichungen besteht darin, dafs 
jede den Ort eines Punktes bezeiekaet, für welchen die FuTspunkte 
der Normalen aaf die vier den bezüglichen I'undamentallinien 
parallelen Tangenten des Kegelschnittes in einem Kreise liegen. 

Für die Parabel ist .5^'= 0; man erhält nur eiwew Brennpunkt. 

Der Pundamentalsatz des § 197 über Brennpunkt und Direc- 
trix kann in analoger Weise benutzt werden. Man bildet das 
Quadrat des Abstandes eines Punktes x^ vom Bronnpunkt y^ nach 
§ 71 und ebenso nach § 65 das seines Abstandes von der zu- 
gehörigen Directris y^ und vergleicht die aus jenem Fundamental- 
satze entspringende Eelation desselben mit der allgemeinen homo- 
genen Gleichung zweiten Grades. Man erhält sechs Bedingungen, 
welche mit L = (§ 72) zusammen dje Elimination der Un- 
bekannten gestatten und die Brennpunkte und Directrisen bestimmen. 

6) Für die auf ein Sj^tem harmonischer Pole bezogene 
Parabel %%^ ~|- a^^x^ -\- <hfiX^ = 0, ^ welche 

ist, werden die Bestimmungsgleichungen des Brennpunktes 
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l^s:^ : !g% : ^33:3 = (a^a + «33) : (%3 + «n) : (Oji + i%ä) 
und daher 

Man hat daher den Satz: Der Ort der Biennpunkte lUei Paii 
fceln, welche ein gemeinsohaftlichea Polaidieieck haben ist dei 
durch die Mittelpimkte der Seiten ihres DieiecLs gehenle Kxei'- 

7) Auch die Längen der Haibasen las en sich du ch die 
vorigen Gleichungen bostinunen; denn fni 1 ils die Lange emei 
solchen ist jedes der drei in sie eintretenden quadratisthen Poly 
nome = r^ £' (§ 20l); die Elimination zwis(,hen den Itirch d esen 
Wert verbnndenen Gtleiebimgen und ;^ = If liefert f ir sie 

I^(r^ -{- Xj^)i + l^(r^ -i- Xs)i -\- l^ii^ -\- X,) =0 mit 



. »IS 

In der That hat für X^^ X^=' X^ diese Gleichung in r gleiche 
Wurzeln, und die Gleichheit der Nenner derselben Gröfsen in 
den vorigen Belationen stimmt mit den Bedingungen des Kreises 
überoin. (§ 333.) Die Bestimmungsgleiobung für r^ erhält die 
Form Ar^ + 2Sr^ + C = mit den Coefficientenwerten 
A=l,*-\ 2l^%^—-=—lQ—2li){l—2ls)(l—2lg),{l^lj^+l^+l^); 

Mau kann sie auch achreibea 

Sie hat in r^ stets reelle Wurzeln. Die Untersuchung derselben 
auf ihre Gleioblieit, auf die Gleichheit ihrer Zeichen oder die 
Entgegensetzung derselben und ihre Gleichheit bei entgegen- 
gesetzten Zeichen Kefert die bekannten Unterscheidungszeichen 
der Kegelschnitte wieder. 

8) Der Inhalt eines Dreiecks, das einem. Kegelschnitt uin- 



r- 



9) Der Inhalt des Dreiseits der Polaren von di'ei Punkten 
P, Q, Ji in Bezug auf eine Ellipse ist mit dem Inhalt PQIi des 
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von ilmen gebildeten Dreiecks für als das Ceatrum durch die 
Relatioa verliuiideii 

1,-^ V -^ ; 4,(gOM){MOPj(POEj- 
383. Die Beziehung auf ein Absolutes. Die Bedingung, 
unter welcher zwei Strahlen ||ij, l']V <"^^^ ^i §/ recM- 
wintlig zu einander sind, H' + i?tj' '= oder 

ist identisch mit der Bedingung, unter welcher diese Geraden 
harmonisch© Polaren sind in Bezug auf das Pnnbtepaar der 
absoluten Richtungen d. h, den degenerirten Kegelschnitt 
1^ -|- ?j^ = oder fl = 0. Somit ist die Seeiefmng der Bedd- 
winTdigkeit ein besonderer Fall der Sesiehung swischm har- 
monischen Polaren in Beimg amf einen, festen Kegelschnitt. 

So tritt sie auch in die Sätze ein. Aoe dem Satze z. B., 
dafa die Verbindungslinien entsprechender Ecken TOn zwei 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt einander conjugirten Drei- 
ecken sich in einem Punkte schneiden, folgt ala Specialfall der 
Satz, dafs die Höhenperpendikel eines Dreiecks sich in einem 
Punkte schneiden, sobald ifi = an die Stelle des allgemeinen 
Kegelschnitts gesetzt wird. Die Charakteristik der speciellen 
Kegelschnitte: Kreis, gleichseitige Hyperbel undParabelj die 
Beziehung des Kegelschnittes auf seine Hauptaxen, Brennpunkte 
und Directrixen, alle diese metrischen Charaktere der Kegel- 
schnittstheorie sind als abhängig von dem analytischen Aus- 
druck derselben absoluten Eichtungen erkannt worden. 

Überhaupt ist der Begriff der Reehtwinkhgkeit funda- 
mental für die ganze Winkelmeasung, da er unmittelbar ge- 
stattet, die Gl^'Chheit von Winkeln zu defiuiren. Denn wir 
können den Satz von der Winkelhalbirung, im Hinblick auf 
jene Yer allgemeiner ung des Begriffes, wiederum als einen 
Speeialfall des Satzes von der harmonischen Beziehung zweier 
Strahlenpaare bezeichnen. Sind r^, r^ harmonische Strahlen 
in Bezug auf die absoluten Eichtungen, g,, g^ und \, h^ 
harmonische Strahlen in Bezug auf r^, r^, so sind g^ \ und 
g^h^ gleiche Winkel von verschiedenem Sinn. 
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Überall ist hervorgetreten, dafs die absoluten MichMmgen 
nur die speciellen Vertreter eines festen Kegdscknittes Oberhaupt 
sind, den man mr BeflniUon des Messens als ein Jhsohdes 
h^iutst. Auf der S&dehung der Gebilde auf ein absolutes G&- 
Inlde zweiten Grades heruM alle Metrik, sowohl die der Ge- 
bilde erster Stufe oder der binären homogenen Formen, als 
die des ebenen Systems überhaupt oder der temären homo- 
genen Formen. Dies soll im l'olgenden nachgewiesen werden. *^^) 

384. Metrische Grundlagen erster Stufe. Wenn durch 
S^«j,a;j^ + 2öjg%^ + «22%^ = '^ ^iii gegebenes festes Paai- 
von Elementen bezeichnet ist, so kann die Gleichung U=0 
eines beliebigen andern Paares von Elementen desselben Ge- 
bildes erster Stufe auf zwei Arten in der Form 

dargestellt werden. Denn die Paare yS = 0, U^O bestimmen 
eine Involution, deren Doppelelemente die durch die beiden 
Werte von L bestimmten Elemente X^^ 0, ^3 = sind. In 
Erinnerung an die Bedeutung der Gleichung S-{-L^^O in 
der Theorie der Kegelschnitte (§ 275), welche das System 
der den Kegelschnitt S ^ doppelt berührenden oder ihm 
ein- und umgeschriebenen Kegelschnitte bezeichnet, kann man 
sagen, das Paar P= sei dem Paare S==0 ein- oder um- 
geschrieben, und die Elemente L^ =^ 0, L^ — seien als 
Centrum und Axe der Ein- oder Umschreibung zu bezeichuen. 
Das eine von ihnen ist das conjugirt harmonische des andern 
in Bezug auf jedes der gegebenen Elemenfcenpaare. Wird also 
eines durch a;/ oder x^a;/ — x^Xj'^0 dargestellt, so ist das 
andere notwendig 

Wenn man nun in der Gleichung SS' ■ — P^=ö des 
§ 326, die in § 370 wiederholt und ganz in Bezug auf das 
hier entsprechende Problem gebi'aucht wurde, alle x^ enthal- 
tenden Glieder verachwinden läfst, so folgt die Identiät 

= («11 «2a — »1/) C^i^a' — *3 ^iT- 
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Man erkennt aus ihr, dafa das eingeschriebene Elementeapaar, 

für 6 als eine Constante, in den beiden Formen 

(«11 «1^+ 2ajga;,a;a4- a3g3;/)(t(„a;i'^+ 2aj^Xj'Xi'-\-a^^xP) sin^S 

('*u^i^+^''ia^^a + %a^^)('^i*i'*+2»ij3^i'i«2'+'^aV^)<^os^^ 

— {»iiiCiÄ/ + %a(a;ia:a' -f- X^X^') + «aa^a V } * = 
dargestellt werden kann, je nachdem man von den Elementen 

das erste oder das zweite als Ase der Einschreibung ansieht. 
Behält man die Bezeichnungen S, S' und P auch im 
binären Gebiet bei, so kann man die obige Identität in der 
Determinantenfonn schreiben und direct reriflciren: 



\S, P\ 



> «la. 



S , F, P" 




%i 


»,., 


I, 


, ^i 


, 


F , s; p' 


= 


«n 


<%„ 


< 


V 


, 


I-", I", S" 







0, 1 


x{' 


, 35,' 


, 



Bei Inbetracbtnahme einer dritten Reihe a^" | x^' und mit den 
Bezeichnungen iS" für das entsprechende B, und P', P" für 
die Polargleichungen 

P' = %^3;/a;/' + " ■ > P" = a^^x^'x^ + ■ ■ i 
erhält man, rechts ausmnltiplicirend, die neue Identität 



= oder 



Dies wird durch Division mit SS'S", wegen 

Sg'cos'3=pä, S'S"cos^fl' = P'^ S'S"cos^e"=P"^ 
zu 1 ^ cos^S — cos^fl' — cos* 5" + 2cos5cos5'cos5"= 
d. h. zu (cos fl cos S' — cos 9")^^ sin^fl sin^fl' 

und cos (fl + S') = cos fl". 

Da nun S, 5', 0" nm' durch die Cosinusquadrate bestimmt 
sind, so kann über sie so verfügt werden, dafs die Relation 
besteht 

P' P" 
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385. Äquidistans. Denkt man unter den Elementen 
eines geometrieelien Gebildes erster Stufe ein Paar E^, Ej 
als unveränderlich — man nenne es das absolute Paar — , so 
kann jedes Paai- von Elementen dieses Gebildes als ihm eiß- 
gescbrieben angesehen werden. Es bestimmt dann mit jenem 
zwei Elemente als Doppelelemente der erzeugten Involution, 
nach dem Vorigen zu benennen als Centrum und Axe der 
EinsehreibuDg. Insofern das betrachtete Paar dem absoluten 
eingeschrieben ist, wollen wir es ein Kreispaar nennen, und 
jene Doppelelemente der Involution, die das absolute und 
das Kreispaar zugleich harmonisch teilen, sollen Cmtnvm und 
Axe des Kreispaares heifsen, mit der Bestimmung, dafs jedem 
von ihnen in derselben Betrachtung derselbe Isfame (Centrum 
oder Axe) verbleibe. Aus dem Centrum und dem einen Ele- 
ment des Kreispaares bestimmt sich dessen anderes Element 
in einziger Weise; denn zueilt liefert das Centrum die Axe als 
das ihm in Bezug auf das absolute Paar harmonisch conjugirte 
Element, dann das erste Element des Kreispaarea das zweite 
als ihm harmonisch conjugirt in Bezug auf Centrum und Axe. 

Für alles Weitere ist der Begriff der Aquidistanz der 
Elemente grundlegend, und wir setzen ihn so fest, dafs der 
Satz gilt: Die zwei ElemeDie eines Krmpaares sind äquidistant 
vom Centrum. Diese Definition ist nämlich die projectivische 
Verallgemeinerung der Beschreibung gleicher Winkel in § 383. 

Die Metrik der Gebilde erster Stufe gründet sich dann 
mathematisch auf folgenden ProceJär Sind E*, E' zwei Ele- 
mente des Gebildes, so bestimme man ein drittes Element E" 
desselben Gebildes eo, dafs E", E" ein Kreispaar vom Centrum 
E' sind; sodann E'" so, dafa E' und E'" ein Kreispaar vom 
Centrum E" sind; E"" so, dafs E" und E"" ein Kreispaar 
vom Centrum E'" sind, etc.; femer andererseits ein Element 
jE" so, dafs E, E ein Kreispaar vom Centram E" sind; 
E'' so, dafs E\ E" ein Kreispaar vom Centrum E sind, etc. 
Eami hat in der Beihe . . ., E'\ E\ E, E", E' , E", E", . . . 
jedes Element von den ihm nächsthenachbarten Elementen gleiche 
Entfernungen in verschiedenem Sinn. Wenn die Elemente E", E' 
einander nahe genug gewählt waren, so wird der ganze Träger 
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des Elementargebildea in eine stetige Folge von beliebig 
kleinen und einander gleichen E lern entardi stanzen geteilt; 
die Zahl derselben, welche zwischen irgend zwei Elementen 
des Gebildes eingeschlossen ist, gibt für dieselben das Mafs 
ihrer Distanz. Für drei auf einander folgende Elemente IE,E',E" 
gilt dabei die Ftmdamentaleigenschaß von der Addirbwrkeit der 
Mafmnterschiede. 

Bist. {E, W) + Diät. {E', E") = Diät, {E, E"). 
386. Distanaformeln. Ist das absolute Paar E^Ea durch 
g ^ dargestellt, so hat das Kreispaar Tom Centram E' (x{) 
die Gleichung 

SS'cos^S — P2=0. 

Qinä E''(x^,E"(xi") die beiden Elemente desselben, so hat man 

ay^ie^^'-{-u,j,Qi:^x^'-\-Xi'x,)-\-a^^a),Xg' =,a,-,3!^'ai,''-\-a,,{x,'x,''-\-!Cy''x,'}-\-a,,Xia;,'' 

~ VK. v+"-)c»i.«^."+-')~ ■ y(«.,<'+'0(»„ <''+■■) " 

als Ausdruck der Wahrheit, dafs x^" iind x^ Ton x^ gleich- 
weit entfernt sind. In Folge dessen ist Dist. (E°E') eine 
Function von 

-P _ niia^ia^i'+«ia(^i< + a^]''Ci) + «iai^a< 

deren Form durch die Forderung bedingt ist, dafs für die 
Elemente ^, E', E" obige Functionalgleichung der Addir- 
barkeit der Distanzen besteht. 

Nach der Schlufeformel des § 384 wird derselben Genüge 
geleistet, wenn man voraussetzt, da(s die Distans von x^ eu x{ 
einem Bogen gleich sei*}, der den leMerkalienen Amdruck sm 
seinem Cosinus hat so dafs 



Dist. (E«.E') = arc cos ^ 



' + '»ia(*i*8' + ^s*i') + * 



und, nach dem Früheren gleichbedeutend 



Diät. (E^E') = 






*) Eigontlicli kann ebensowohl ein constantes Vielfaclie dea a 
als Diatanz foeaeictnet werden. 
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Die beiden Formen der Gleichung des Kreispaaroa (§ 383) 
sagen dann gleichmäfsig aus, dafs die Entfernungen der 
beiden Elemente E'^, E" desselben vom Centmim E' dem 
Bogen gleich sind, oder dafs so zu sagen 9 der Radius 
dieses Xreises ist. 

Speciell hat man fm- 5=0 die Relation x^x^- — x^x^^O, 
d. h. die beiden Elemente fallen zusammen, und für e=^jr 
P=0, d.h. die Elemente x^ und x'^ bilden bezüglich der 
Elemente des ahsolnten Paares ein harmonisches Paar. Die 
Distcms zwischen irgend zwei in Sesug auf das absolute Paar 
harmonischen. Elementen ist stets em Quadrant. Wir behandeln 
den Quadranten als die Einheit der Distanz, d. h. drücken die 
numerischen Distanzangaben in Teilen des Quadranten aus, 
nennen also z. B. rechtwinklige Strahlen solche von dei- 
Distanz Eins. 

Neben dieser allgemeinen Messung bedarf insbesondere 
noch der Specialfall einer Erörterung, wo das absolute Faar 
in ein doppeltes Element zusammenfäUfc. Dann fäUt nämlich 
das harmonisch conjugirte eines beliebigen Elements in Bezug 
auf das Absolute mit diesem z\isaramen. Daher kann jedes 
Paar von Elementen als ein Kreispaar betrachtet werden, 
welches das harmonisch conjugirte Element des Absoluten 
zum Centrum hat. Damach kaim wie vorher der Träger 
eines Elementargebildes in beliebig kleine gleiche Elementar- 
distanzen zerlegt und die Entfernung zweier Elemente des 
Gebildes durch die Anzahl solcher Elenientardistanzen ge- 
messen werden, die zwischen ihnen liegen. Aber dieEmheit der 
Distanz ist hier willMHich, denn der Begriff des Quadranten hat 
keinen Inhalt mehr. So z. B. für die gewöhnliche Längenmeasung. 

In diesem Falle ist a^iOg^- — a^^^^O, d, h. die Distanz 
ist als ein Bogen vom Sinus Null gegeben. Durch Über- 
gang vom arc sin zum sin und Unterdrückung des ver- 
schwindenden Factors erhält man, für (ö^a:^ — 63^^)^ ^ als 
das absolute Doppelelement, die Distanz von x^ und x/ gleich 

(Mi - ÖS 6^(ft."V '^h^i' 
Nach Multiplieation mit einem willkürlichen Factor (b^ e^ ~ b^ c^) 
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läfst sicli die Distanz in der offenbai- der Functionalgleichung 
genügenden Form einer Differenz schreitien 

387. Blliptisohe und hjrperbolische Messung. Wir liaben 
gesehen, wie aus dem Änfangselement -£"£' eine zusammen- 
hängende Eeihe gleicher Elemente, aus dem angenommenen 
Sealenteil die ganze Scala abgeleitet wurde. Beim gewöhn- 
liehen Messen geschieht die BQdung der Seala oder des Mafs- 
stabes durch Bewegung des ersten Teils im Endlichen; für 
die mathematische Unteiauchung ersetzen wir die Bewegung 
durch eine lineare Transformation, hei welcher die absoluten 
Elemente festbleiben. Die aUgemeiuen Mafee müssen dann 
bei diesen Transformationen ebenso unveränderlieh bleiben, 
wie die gewöhnlichen hei Bewegungen. Wird dann die Lage 
eines Elementes im Gebilde erater Stufe durch den Wert s 
des Verhältnisses zweier Variabein x^ : x^ bestimmt, so ist 
0' ^ ks die Form der fraglichen Transformation, sobald wir 
die absoluten Elemente als die fundamentalen nehmen, d. h. 
durch 3 = und ^ = co ausdrücken. Durch die wiederholte 
Anwendung dieser Transformation auf ein Element ^ ent- 
steht dann die Elementenreihe s, ks, T^s, i?B, etc. als die 
Scala, welche durch die erzeugende Transformation in sich 
selbst übergeht. Dabei ist k nur der Beechränkui^ unter- 
worfen, dafs alle Elemente mit s reell sind, und in einerlei 
Sinn auf einander folgen. Ist der Sealenteil die Einheit der 
Distanz, so sind die Distanzen der bezeichneten Elemente 
von dem Elemente z gleich 0, 1, 2, 3, etc. Die Unterabteilung 

der Scala wird dann durch eine Transformation s'=)?s be- 
wirkt, bei der man die k'° Wurzel so zu wählen hat, dafs 
^äas bezeichnete Element zwischen z und Xs liegt. 

Dann ist der Exponent von h der Ausdruck Aßx Distanz, 
oder die Dista/m des Morientes z vom Elemente s' ist gleich 
dem durch die Comtante log A dividirlen LogarÜMms des Quo- 
tienten s : s'. Da aber e : s' das DoppelYcrhältnis der beiden 
bezeichneten Elemente als Teilelemente des absoluten Paares 
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ist, so defiiiiren wir die IHstcme zweier Elemente als dm mit 
einer Constanteth e tmdUplicirten Logarithmus des Do^pelvm-- 
hältnisses, das sie mit dem ahsohiten, Faa/r bilden. 

Dabei ist die Befriedigung jener Addirbarkeitsbedingung 
evident. Den analytischen Ausdruck der Distanz erhalten wir 
nun, wenn das Absolute wieder allgemein durch S = ge- 
geben ist, indem wir nach § 341, i das Doppelverhältnia 
bilden, welches die Elemente Xj, x^ mit dem absoluten Paar 
bestimmen, also 

K 1 i J pj^yp^_ss-' 

und die Diatauz ist somit der cfache log desselben. Wegen 

c log (! = ij i c ■ arc cos — ~- 
erhält man aber für diese Distanz auch den Ausdruck 
c los iE, E„E°E') = 2 ic ■ arc cos — £^ , 

der für c = — -J-J in den Ausdruck des § 384 übergeht. 

Die beiden Elemente des Absoluten sind als unenMck fem 
SU betrachten, denn ihre Distanz von einem beliebigen andern 
Element ist unendlich grols, nämlich c ■ log oder c . log oo. 
Wenn die Punkte des Absoluten reell gedacht werden, so 
können von einem beliebigen Elemente aus nur die Distanzen 
in dem Gebiete zwischen jenen gemessen werden, in welchem 
jenes Element selbst liegt; dies Gebiet ist durch zwei un- 
endlich ferne Elemente begrenzt, und von dem Gebiete jen- 
seits derselben ist eine Kenntnis nicht erreichbar. Dies ist die 
Vorstellung der sogenannten hyperbolischen MafsbesUmmung}^) 
WoUen wir dann, dafs die Distanz reeller Elemente einen 
reellen Wert erhalte, ao müssen wir, weil (E^E^E*E') dann 
positiv ist, der Constanten c einen reellen Wert beilegen und 
formell den logarithmischen vor dem cyklometrischen Aus- 
dnniek bevorzugen. 

Sind dagegen die Elemente des Absoluten conjugirt ima- 
ginär, so müssen wir zuerst der Conatanten c einen rein 
imaginären Wert c'i geben, damit die Distanz reeller Ele- 
mente reell sei. Als dann ist die Distanz reeller Elemente 
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sfefe reell, aber nur nach der Periodicität des Logarithmus 
bis auf Vielfache einer reellen Periode 2 jric= — 2 jtc' bestimmt; 
es gibt keine reellen unendlich fernen Elemente. Die Gerade 
kehrt wie der sich drehende Strahl in sieh aurüek, und die 
Periode ist ihre Cfesammt&ige. Soll dieselbe, wie die Drehung 
im Büschel, % betragen, so ist c' = — \ zu nehmen. Man 
hat so in der Winkelmessung ein Abbild für die Vorstellungen 
der elUpUschen MafsbesUmmung. 

388. Parabolische Messung. Die am Schlüsse des § 386 
betrachtete specielle Mafsbestimmung unter Voraussetzung des 
Zueammenfallens der beiden Elemente des absoluten Paares 
entspricht der einzig möglichen speciellen Art linearer Trans- 
formationen, bei welchen ein doppelt zähiaides Element un- 
geändert bleibt. Man kommt so auf die parabolische Mafs- 
hesUmmimg, deren bekanntes Beispiel die gewöhnliche Messung 
in der Geraden der Euclid'sohen Geometrie bietet. Ihr aU- 
gemeiner analytischer Ausdruck ergibt sich durch den früheren 
QTenzübergang, bei welchem der verschwindende Factor 
{%j(t32 — «13^) mit einem unendlich grofs au nehmenden c 
zu dem endlichen Werte (b^c^ — %c^ zu vereinigen ist. Der 
nicht mehr vieldeutige, algebraische Ausdruck gibt die Distanz 
als Differenz zweier Doppelverhältnisse, welche noch von dem 
willkürlichen Element c^ | c^ abhängen. 

Die Zurüekfiihrnng der Untersuchung auf Doppel Verhält- 
nisse macht sie enfseheidend über die Frage nach den über- 
haupt möglichen MaTsbestimmnngen der Geometrie, sofern 
jene als reine Zahlen unabhängig von einer Mafsbestimmung 
erklärt werden können. 

Von besonderem Werte ist nun, dafs in der Nähe eines 
bestimmten Elementes die allgemeine Mafshestimnmng stets bis 
auf Giieäer höherer Ordnimg genau durch die speäeUe ersetzt 
werden kann; für diese Beziehung erscheint der Ausdruck 
Berührung der baden Mafsbestimmungen geeignet. Man mufs 
dazu das dem gegebenen Berührungselement harmonisch eon- 
jugirte in Bezug auf das absolute Paar der allgemeinen Mafs- 
bestimmung als das absolute Element der speciellen Mafs- 
' wählen und die Constanten i 



y Google 



730 XX. AjialytJBühe Grundlagen der Metrik. 389, 

Sind etwa die Elemente des absoluten Paares, als har- 
moniscli zu « = und s=oo gelegen, durch ^^ = — a^ be- 
stimmt, ao findet man die Distanz des Elementes s vom 
Coordinat.enaufang nach der allgemeinen MaTsbestimmung als 

^2(!«arctau- -^2ci { 0—3 +t~s — ■ "4" ^tc. ! , 

und nach, der ixi s =^0 berührenden speciellen 

wenn man die Constante so wühlt, dafa sie mit dem ersten 
Glied oben übereißstimmt. Nehmen wir z. B. die gewöhnliche 
Streckenmessung in der Geraden, so dafs den Äbatand vom 
Nullpunkt bedeutet, und die gewöhnliche Winkelmessung 
in dem Büschel, dessen Strahlen absoluter Richtung die Punkte 
s^^ — 1 ausachneideu, so iat der die Strecke ^ projicirende 

Winkel arc tan 2 = «^ — -j- — — ■■■, üi der That der spe- 
cielle PaU für 2ci = l. 

Die Übereinstimmung der allgemeinen und der speciellen 
Mafabestiminuag gilt nur in der Nachbarschaft des Berührungs- 
elements. Weiterhin bleibt eine elliptische gegen die be- 
rührende parabolische ateta zurück, d. h. gibt kleinere Werte 
der Entfernungen für dieselben Punkte wie diese (a > 0), 
während eine hyperbolische der parabolischen voraneilt, d. h. 
gröJeere Distanzzahlen gibt (a < 0). JMese Abweichung der 
allgemeinen Mafsbestintttmng von der parabolischen nemit man 
Krikimmng derselben. Man definirt als ihr Kriimmungsmaß 
— -j-f , lüimlich das negativ genommene Verhältnis des drei- 
fachen zweiten Gliedes der Reihe zum Cubus des ersten. 
Dasaelbe iat also bei reellem Absoluten negativ und bei ima- 
ginärem positiv (für e = — ■ ^i gleich Eins); für die para- 
bolische Mafsbeatimmung, der eine unendlich grofse Con- 
atante entspiicht iber N^ull, 

3S9 Metrische Grundlagen eweiter Stufe. Daa System 
der einen gegebenen Kegelschnitt 8=0 doppelt berührenden 
oder ihm etngf^clu tebenen Kegelschnitte ivar in Puuktcoordinaten 
durch S-f /(;P^=0 und in Liniencoordinaten durch 2;+jc/?^=0 
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auegedrückb. Wir nennen wieder die Berührungasebne P ^ 
oder 1/ Äxe der Einschreibung und den Pol JT= oder ic/ 
der Berührungaaelme Cmirum der Einschreibung. Wir schreiben 
daher die Gleichungen von §/ und x^ in der Form von Polaren 
P = a^^x^x^ H h «13 i^X + *i'^ä) = 0, 

n^A,,u: + •■■■ + Aädil.' + Si'i.) = 0- 

Bezeichnet ferner nach § 372 C das Besultat der Substitntion 
von x,x^ — ^j^k f'ii' ^i ''^ -^j ebenso J" das der Substitution 
von |,|t' — l/lj für a^i in S, so bestehen die Identitäten 

Infolge der ersten Identität können wir, für 8 als eine Con- 
stante, der Ortsgleichung des eingeschriebenen Kegelschnittes 
für den Punkt xi als Centrum der Einschreibung die beiden 
äquivalenten Formen erteilen 
("u^^ -)-■■■■ + 2%a:j%) (ajj%'^ + — + 2a^^^x^'x^') cos^ 6 

— [a^i^iX^' + ■■■■ + «la (s^iV "}~ *i'^)}^ "^ ö, 
('*ii*i^ + ■■■■"(" ^öiaa^iSTj) («11%'^ + — + 2%ä3;/a^') sin* ö 

— ! J,i (a^aig'— i(^'a;g)*-) h 2-^g (a^ia:'s'-^^i'%) (a^^a'— ^a'^a) I =0- 

Damit nun die Form SS' cos* $ — P* ^ mit der vorans- 
gesetzten Form S + &P^ = Übereinstimme, mufs sein 



weil für die Substitution der Coordinaten von Pol und Polare 
nach § 330, i I^' = ^S' ist. 

Der zweiten Identität gemäfs können wir analog die Tan- 
gentialgleiehung des Systeme in äquivalenten Formen darstellen. 
Um aber dieselbe Constante $ brauchen zu können, müssen wir uns 
erinnern, daCs die ßeciprokalform von S -\-lcP^ = zunächst 
H + KU* = und durch Umformung (^ + 7iS')2^~ kn^ = 
ergibt. Somit ist k = — jt : (^ + kZl') = — i" sin* 8 und 
das Paar der äquivalenten Formen dei' Tangentialgleichung 
desselben eingeschriebenen Kegelschnittes lautet 
(^j J,^ H + SßiJJ,) (Jjil/* H + 2^iäl/IO sin^ 

- {AJJi' + ■■■■ + A.(kW + ii'?a)r = 0, 
(Ai^i^ + ■■-■ + AalJs) (AJi'' H + 2A,,^,%')^oB'd 



yGoosle 



732 XX. Analytische Grundlagen iler Metrik. 390. 

Mit den Symbolen S, S', S", F, F', P" wie in § 384 
erhäjt man die dureh Bildung dea Determinantenpro dacts zu 
1 Identität 

S , P , F"\ \xi, x^ , x^ \^ 



P , S', P' 
P", P', S" 



Pur drei Punkte in gerader Linie gilt, da für sie die Deter- 
minante rechts verschwindet, wieder wie in § 384 
S{S'S"—P"')-\-P{P'P" — PS")-\-P"lPP'—P"S')^(}, 
d. h. nach den vorher entwickelten Relationen 

P , P' ^ f" 

^^^ ""^^ yW' "*" ^'"'^ '^^^ ys^' ~ ^° '^"^ yM^' ' 

390. Absoluter Kegels chnitt. Man denke einen Kegel- 
schnitt innerhalb des ebenen Systems als unveränderlich — wir 
nennen ihn den absoluten Kegelschnitt — so kommt zunächst 
die Theorie der §§ 385, 387, 388 in folgenden Zusammenhang 
mit demselben. Jedes Elementargebilde erster Stufe hat mit 
dem absoluten KegdscTmitt swet Elemente gemem — immlich 
eine Punktreihe das Paar der Schnittpunkte, ein Strahlbüsehel 
das Paar der berührenden Strahlen — welche das absoluie 
Paar dieses Geldes liefern. Insbesondere wird für die Tan- 
genten des absoluten Kegelschnittes als Träger von E«ihen 
das absolute Paar ein Paar zusammenfallender Punkte und 
für die Punkte des absoluten Kegelschnittes als Träger von 
Büscheln ein Paar zusammenfallender Strahlen. Die Theoriß 
der Distanzen für jedes einzelne von allen diesen Gebilden 
erster Stufe ist in den genannten Paragraphen enthalten, 
und es bleibt nur die Vergl eichbar keit derselben von einem 
Gfebilde zum andern zu begründen. Dies geschieht aber ein- 
fach durch die Voraussetzung, dafs die Einheit der Distanz 
für dieselben, der Quadrant, von einem Gebilde zum andern und 
für alle Gebilde des Systems dieselbe GrSfse sei — eine Voraus- 
setzung, die darin schon im Vorigen stillschweigend gemacht 
ist, dafs der Quadrant durch das Symbol |^jr bezeichnet wurde. 

Nennt man dann den Pol einer Geraden, bez. die Polare 
eines Punktes in Bezug auf den absohlten Kegelschnitt den 
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absoluten Pol, bez. die absolute Polare, so gilt femer dag 
Gesetz: Die Distam von zwei Fwnkien oder von swei Geraden 
ist deur J)istcm0 der absoluten Fola/ren oder der absohiten Föle 
derselben 6es. gleich. Deim die Doppelverhältnisse in zusammen- 
gebörigen Polreilien und Polarenbüscheln sind unter eiuaader 
gleicl. Damit ist eine Vergleichbarkeit der Messung von 
Strecken und Winkeln begründet, infolge dessen in dieser 
Geometrie von allgemeiner Mafsbestimmung die metrischen Re- 



die projec&jischen. 

Unter der Entfenmng eines Punktes Ton einer Geraden 
bat man seine Distanz Ton ibrem Sclmittpimkt mit der ihn 
enthaltenden Normalen zu ihr zu verstehen; diese ist die 
Verbindungslinie des Punktes mit dem absoluten Pol der 
Geraden (§ 383). Danach ist die Entfernung eines Punktes 
von seiner absoluten Polare (wie von allen seinen conjugirten 
Polen) oder die Entfernung einer Geraden von ibrem ab- 
soluten Pol (wie von aUen ihren conjugirten Polaren) ein 
Quadrant. Daher ist die Entfernung eines Punktes von einer 
Geraden Comßement der Entfernung der absoluten Polare des 
Punktes von der Geraden oder auch das Complement der Ent- 
fernung des absoluten Pols der Geraden mm PmMe. 

Ein dem ahsolutm Kegelschnitt eingeschriebener Kegelschnitt 
heifst Kreis, und das Centrum und die Axe der Einschreibung 
das Centrmn und die Axe des Kreises. Auf aUen Strahlen durch 
das Centrum bilden die Schnittpunkte mit dem Kreise Kreis- 
paare nach § 385, Also sind alle Punkte des Ei-eiaes äqui- 
distant vom Centrum und ebenso aUe Tangenten desselben 
äquidistant von der Axe desselben, wobei die letztere Ent- 
fernung das Complement der ersteren ist, 

391. Distanzformeln. Damit ei^bt sieb die analytische 
Amdrucksform der gewonnenen Begriffe. Stellt S =0 oder 
2? ^ den absoluten Kegelschnitt dar, so ist die Ortsglei- 
chung des Kreises vom Centrum x^' (§ 389) entweder 

SS' cos^ e — pä = oder SS' sin^ 6» — C = 0. 
Nach ganz analogem Gedankengange wie im § 386 erhält man 
die Distanz der Punkte a:;, xf in einer der beiden Formen 
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a,i^i^[-\ 1- %i (J\ ^' + ^a J^i') 

Aiicii gilt für die Distanaert toh drei Ptuikten einer Geraden 
Dist, (ß, E') + Dist. (E; E") = Dist. {E, E"). 
Und iat |/ die Ase der Einschreibung, so ist die Tan- 
gentialgleichimg des Kreises 

^2' sin^ ö — TT* = oder 272;' eos^ö — ^r= 0. 
Die Distanz der Geraden von den Coordinaten g^, §/ ist daher 
A.gJi' + ■ ■ ■ ■ + A.(^g.'-^i'l.) 



.1^ 



(J,J.' + |-3As^iJ(Aili" + h2A*li'0 

Indem man endlieh in der ersten Formel der vorigen 
Grappe die x^ durch ,^^^1/ -(- Ai^%^ -j- A^^l^' und in der vor- 
letzten die II durch a^^x^ + %3«3 + (J-i^x^, zugleich arc cos 
durch arc sin ersetzt, erhält man für die Distanz des Punktes x^ 
von der Linie |/ den Ausdruck 

.vrniu , (l>.+g>. + V-. L v--' 

Auch die Formeln des § 387 lassen sich unmittelbar auf 
das temäre Gebiet übertragen, da der symbohsche Ausdruck 
für das Doppel Verhältnis zweier Elemente mit dem quadra- 
tischen Absoluten unverändert bleibt. Die Entfernung zweier 
Punkte Xi, x^, bez. der Winkel zweier Geraden |„ |/ sind dann 



!■ — yp' — SS' ' ' n—-\/n^ — s~t'' 

wo c, c' zwei beliebig, aber fest gewählte Constanten be- 
deuten, welche nach § 387 passend zu specialisiren sind. 

Hiernach erscheint der ahsoktte Kegelsdmitt als das Un- 
endlichfeme der Ebene, nämlich als der Ort der Punkte, die 
von iedem andern Punkte einen unendlich grofsen Abstand 
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haben, und als die Enveloppe der Geraden, die mit jeder 
andern Geraden einen unendlich grofsen Winkel bilden. Irgend 
zwei Punkte auf einer Tangente des Absoluten haben die Distanz 
IJiall, ii^end zwei Strahlen durch einen Punkt des Absoluten 
bilden den Winkel Null, denn das definirende Doppel Verhältnis 
hat den Wert Eins. 

392. Bewegungen in der Ebene. Es erübrigt noch, 
naclizuweisen, dafa diese Theorie der allgemeinen Mafsbestim- 
mung in der Ebene mit den besonderen linearen Transfor- 
mationen, die den Bewegungen in der Ebene entsprechen, im 
engsten Zusammenhang steht.^^^) (Vgl. § 387.) 

Ein gegebener absoluter Kegelschnitt kann durch drei- 
fach unendlich viele lineare Transformationen in sich selbst 
übergeführt werden (§ 291). Bei einer solchen Transfor- 
mation bleiben offenbar im allgememen zwei Punkte, die 
Doppelpunkte der projectivischen Punktreihen sowie auch die 
zugehörigen Tangenten des Kegelschnittes unverändert. Diese 
bilden mit ihrer B er ührungs sehne ein Fundamentaldreieck, für 
welches seine Gleichung auf die Form x^x^~-x^^ ^=0 kommt. 

Die Transformation 

a;^ == XiX-^, x^ = h^x^, x^ = l^x^ 
führt diesen Kegelschnitt in sich selbst über, wenn man hat 

^i^a — V = 0- 
Also ist dies noch auf einfach unendlich viele Arten möglich. 

Da hierbei das Verhältnis x^x^ : x^ seinen Wert behält, 
so gehen alle Kegelschnitte des Büschels x^x^ — lix-^ = 
in sich selbst über. Hier hat man nun die reeUen Trans- 
formationen in zwei Gruppen zu scheiden, je nachdem A3=]/A^X3 
oder l^ = — yA^Ag ist. Die der ersten Gruppe geben durch 
Wiederholungen und Combinationen unter einander nur wieder 
solche, die der zweiten aber liefern je zu zweien eine der 
ersten. Sind z. B. der Kegelschnitt und die Doppelpunkte 
reeU, so werden dieselben von je einem Paar homologer Punkte 
getrennt oder nicht getrennt. Nur die Transformationen der 
ersten Gruppe lassen sich durch Wiederholung einer reellen, 
behebig kleinen Transformation derselben Art erzeugen, und 
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aollen als Seivegungeii der Ebene bezeielmet werden* die der 
andern Gruppe sind analog zu den Transformationen, welche 
symmetrisch gleiche Figuren erzeugen (§ 100). 

Dann ist das Vorige in dem Satze ausammengefafst: 
JBd einer Sewegtmg der Ebene geht der ahsohtie Kegdsclmitt m 
sich seihst über, und ebenso jeder Kegelschnitt (Kreis), der ihn in 
den beiden fesä}hibenden Pwtkten heruhrt. Der Berührungspol 
ist das gemeinaame Centrum dieser Kreise, und die Bewegung 
der JE^ene darf daher als eine Rotation UJm diesen Tunkt betrachtet 



Da die Kreise auch dieselbe Axe haben und duahstisch 
entsprechende Eigenschaften gegen diese, so ist Bewegung oder 
also Botation ein sich selbst dualer Begriff. 

Fällt insbesondere das Rotations centrum in den ab- 
soluten Kegelschnitt selbst, d. h. nnendheh fem, so wii-d die 
Bewegung als Translation der Ebene zu bezeichnen sein. Die 
Bahnen der Punkte der Ebene sind Kegelschnitte, welche 
den absoluten im Translationscentmm vierpunktig berühren, 
nicht aber gerade Linien. 

Nach diesen Erk!Ulvungen ist offenbar der Satz begründet: 
Bd den Bewegungen der Ebene bleiben die Mafsverhiütnisse un- 
geänderi. Diese Unveränderlichkeit der Mafsverhältnisse gilt 
aber auch von der andern Art der den absoluten Kegelschnitt 
in sich überführenden Transformationen und überdies Ton den 
im nächsten Kapitel einzuführenden reciproken Substitutionen. 

Sobald jedoch der absolute Kegelschnitt selbst zerfällt, 
geht er nicht nur durch dreifach, sondern durch vierfach 
unendlich viele lineare Substitutionen in sich selbst über. 
Dreifach unendlich viele von ihnen zerfallen in zwei Gruppen, 
welche den Beziehungen der Congruenz — und diese sind 
die Bewegungen der Ebene — und der Symmetrie ent- 
sprechender Figuren zukommen; die ersteren lassen jeden 
der beiden Punkte bez. Strahlen des degenerirten Absoluten 
ungeändert, die letzteren vertauschen dieselben mit einander. 
Der letzten einfach unendlichen Reihe der erwähnten Trans- 
formationen entspricht aber die Verallgemeinerung der directen 
und der inversen Ähnlichkeit entsprechender Figuren (§ 100). 
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393. EUiptisohe uad hyperboliaclie Geometrie sind die 
für die Geometi'ie aUgemeiner Malabestimmung gebräuch- 
lichen Namen, je nachdem der absolute Kegelschnitt derselben 
imaginär oder reell ist (vgl. § 387). In der eUiptiscben 
Geometrie gibt es weder reelle unendlich ferne Pimkte noch 
reelle Gerade, welche mit andern unendlich grofse Winkel 
bilden. Demzufolge kann man zu einer reellen Geraden durch 
einen reellen Punkt keine reeUe Parallele ziehen. Eine weitere 
Folgerung zeigt dann, dafa die Wir^lsumme im Dreieck nicht 
constamt sondern gröfser als zwei Hechte ist und zwar um so 
gröfser, je gröfser das Dreieck ist. 

Dieae Eigenschaften weisen auf bekannte Besonderheiten 
der Geometrie auf der Kugel hin. Man kann die gewohnliche 
sphärische Trigonometrie geradezu ein Beispiel zur ^Igemeinen 
elliptischen Geometrie nennen. Namentlich zeigt die sphä- 
rische Geometrie die volle Herrschaft des Dualitätsprincips. 
Streng genommen bezieht sich jedoch das Beispiel der ellip- 
tischen Geometrie nur auf die Geometrie der Durchmesser 
und Diametralebenen der Kugel, sofern sie am Centrum ein 
Bündel bilden. Ist der Scheitel dieses Bündels in der Ent- 
fernung Eins von der Ebene unserer Untersuchungen, so 
können wir die Distanz zweier Punkte der Ebene durch den 
Winkel ihrer Verbindungslinien mit dem Scheitel, den Winkel 
zweier Strahlen der Ebene durch den Winkel ihrer Ver- 
bindungsebenen mit dem Scheitel messen. 

Ist der absolute Kegelschnitt reell, so gilt an allen 
Punkten aufserhalb desselben und auf aUen ihn schneidenden 
Strahlen die hyperboHsche, an allen Punkten des Innern und 
auf allen ihn nicht reell schneidenden Strahlen die elliptische 
Mafsbestimmung. Nur ein Büschel, dessen Scheitel im Innern 
liegt, kann von einem rotirenden Strahle desselben voU- 
sKaidig durchlaufen werden. Irgend zwei Punkte des Innern 
haben eine endhche, reelle Distanz, wenn wir die am Schlufs 
von § 391 eingeführte Constante c nach § 387 reell wählen. 
Denken wir uns im Innern des Absoluten, so kann keine Be- 
wegung (§ 392) uns aus demselben herausführen, sondern für 
uns ist die Ebene durch den selbst tmerreichbaren absoktten 
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Kegelschnitt völlig hegrmst. Über das Äufeere können wir 
also gar nichta anasagen, was wir nicht durch besondere 
Definition einführen. Die Geometrie im lanem des absoluten 
Xegelacbnittes, etwa eines Kreises, kommt der gewöhnlichen 
um so näher, je gröl'ser derselbe ist. 

Wir haben in dieser Geometrie neben Geraden, deren 
Schnittpunkt im Innern liegt, auch solche, die sich nicht, 
d. h. im Äufseren schneiden und einen imaginären Winkel 
einschliefsen. Strahlen, die sieh auf dem absoluten Kogel- 
sebnitt schneiden, bilden den Winkel Null, sind also parallel- 
Durcb einen Punkt gibt es zu einer Geraden somit zw^ 
Parallelen, die einen Winkel einschliefsen, dessen Gröfse von 
dem Abstand des Punktes von der Geraden abhängt. In 
di^er Geometrie ist dann die Winkelsumme im Dreieck kldner 
als m>ei Hechte, und zwar um so kleiner, je gröfser das 
Dreieck ist. 

394. Parabolische Geometrie, Wenn man den absoluten 
Kegelschnitt als in ein Punktepaar degenerirt*) denkt, so ver- 
tritt die Verbindungslinie derselben den absoluten Kegel- 
schnitt als Ort (§ 324). Eine gerade Punktreihe hat mit 
ihm daher nur zusammenfallende Punkte gemein; die Metrik 
ailer geraden Reihen des Systems ist daher speciell oder para- 
ioUsch (§ 387), während dies für einen wirklichen absoluten 
Kegelschnitt nur für diejenigen Reihen eintritt, deren Träger 
ihn berühren. Weil dagegen jeder Punkt des Systems — mit 
aUeiniger Ausnahme derer, die in der absoluten Geraden 
liegen — mit den beiden Punkten des absoluten Kegelschnittes 
ein Paar TOn Tangenten (Verbiadur^slinien) bestimmt, so 
bleibt die Metmk des StraMbüschels durch die allgemeinen Formeln 
des § 387 geg^en. 

Die Vergleichbarkeit der Distanzen von Punkten in ver- 
schiedenen Geraden fallt hinweg mit dem Verachwinden des 
Quadranten als der allgemeinen Einheit der Distanz. Nennt 
man aber einen durch die beiden Punkte des Absoluten 

*) Ebenso kann offenbar eine Qeomekie gedacht werden, bei welciier 
daa Absolute aus einem Linienpaar besteht. 
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(eingesehriebenen) Kegele clmitt einen Kreis, so kann 
siw Yergleichimg solcher Dislansm in verschieämm, 
Geraden dienen. Der Pol der absoluten Linie in Bezog auf 
ihn wird sein Centrum, jene Linie 

seine Äxe der Einschreibung ge- ^^ :4p'- z;'^ 

nannt, und es wird vorausgesetzt, \ / \ / 

dafs alle Punkte des Kreises aqui- ^^v^ / '-■^ 

distanfc sind von seinem Centrum. '■W 

Die Constmetion des Euklid, um 

durch einen Puakt A eine Strecke ""--J ..-■■" 

AB oder AD' gleich der Strecke ^ 

BG zu ziehen, gut nack den hier gemachten Voraussetzungen: 
Man zieht AB, construirt üher ihr das gleichseitige Dreieck 
ABE, verlängert seine Seiten, EA, EB über A und B 
hinaus, um von B aus auf die letztere BF = BC abzutragen 
und dann aus E mit dem Kreise durch F die erstere in 7) 
zu schneiden. 

Da aber die Längeneinheit in der Metrik der geraden 
Punktreihe unbestimmt ist, so fiült die Möglichkeii einer Ver- 
gleickung der Distanzen innerhalb der Beihe mit Distanzen 
(Winkeln) innerhalb des Büschels weg. Dagegen kajin die 
Disttmn eines Bmüites von einer Geraden mit der Distanz 
zweier Punkte vei^lichen werden, da sie die Distanz desjenigen 
Punktes der Greraden von ihm ist, in welchem der der Gie- 
raden in Bezug auf das absolute Punktepaar conjugirt har- 
monische Strahl aus ihm sie schneidet. 

Wenn die Coordinaten der beiden Punkte des absoluten 
Kegelschnittes durch j// und y" bezeichnet sind, so wird seine 
Gleichung in Linienooordinaten (z/ = 0) 

21=2 {y;i^ + y'i, + 3/3' y {yik + ?/r^« + y^'i^) = <*■ 

Mit der leicht verständlieken Bezeichnung der Determinante 
aus den Coordinaten dreier Punkte lautet die Gleichung der 
absoluten Linie {x, y , f) = und es tritt (xy'y"/ an die 
Stelle von JS (§ 371). Daker gelten für die Distanz zweier 
Geraden |,., §/ die Ausdrücke 
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Für die Distanz zweier Punkte a:^, x^' dagegen erhält man 
durch denselben Grenzübergang aus dem arc sin wie in 
§ 386 nnd mit einem verfügbaren Factor C, den algebraischen 
Ausdruck 

dessen Zähler, gleich Null gesetzt, angibt, dafs die Ver- 
bindungsgerade x^, x{ durch einen der absoluten Punkte geht. 

IHe el&menta/re Metrik der Ebene ist der hesondere Fall 
der pwabolisdhen Metrik, in welchem die absokiten Bickiungen 
das degeneririe Ahsolvte vertreten (Ygl. B. 2) s)). Die recht- 
winkligen nicht homogenen Coordinaten eignen sich zu den 
metrischen Unters achungen infolge der einfach verbundenen 
Lage ihrer Fundamenialelemente zum Absoluten. 

Die Überführung coUinearer Ebenen in centrische Lage 
in § 99 ist eine directe Folge dieser Einsichten. Sind a^, 
ra^ die absoluten Punkte und entsprechen ihnen im unbeweg- 
ten gestrichenen System die Punkte «i^ und ra^' in der Gegen- 
axe 2', so kann das Centrum nur der Punkt C sein, in 
welchem sich die Geraden ra^(o„ und rat^ra^' schneiden. Be- 
wegt man nämlich die ungestrichene Ebene so, dafs auf C 
sein entsprechender Punkt in ihr fäUfc und dafs ein Paar ent- 
sprechender Punkte A' und A mit jenem in eine Gerade 
kommt, so folgt aus der notwendigen Doppelverhältaijs- 
Gleichheit (C-m^G}lAB) = (C-m^co',;A'B') und dem Zu- 
sammenfallen der drei ersten Stra-hlenpaare das des vierten 
Paares, 

Man kann die Berechnung an die allgemeine Substitution 
(§ 88) knüpfen und erhält für die Geraden to^e»^, co^'w'^ 
Gleichungen, die eich nur durch das Vorzeichen ihres mit i 
multiplicirten Teils unterscheiden, also zwei Gerade aus den 
gleich Null gesetzten reellen Teilen. Aber die Wahl des 
einzigen Paares entsprechender rechtwinkliger Coordinaten- 
systeme in § 99, 4 führt durch die einfachste Form der Sub- 
stitution auch direct zur symmetrisch -harmonischen Dar- 
stellung (§§ 17, 96) der Entsprechenden der absoluten Punkte; 
z. B. in q' durch Überführung von {x + iy) {x — iy) in 
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{b + i/) (h — iy), und damit durch Abtragen der Breite h 
vom Nullpunkt der Coordinaten auf a/ zu den Lagen des 
Oentrums in der gestrichenen Ebene. (Vgl. die entsprochen- 
den NulLkreise in § 103 B.) Und ebenso in r und der un- 
gestrichenen Ebene. Vgl, § 424 für den darstellend geome- 
trischen Ursprung. 

B. l) Die Entfernung des Pualites iC, von der Geraden ^/ 
ist durch Übergang vom Bogen zum Sinus und Unterdrückung 
des Tersctwindenden Factors gleich 

2) Wenn maü die Tangentialgleichung des absoluten Kegel- 
schnittes in der Form Sl ^ des § 380 voraussetzt, so nehmen die 
vorigen Relationen bekannte speeielle Formen an, wenn man setzt: 
)//=j/j"=l, »//= — 008.^3— (sin^^g, «;g"=— 008^3+ jsin^a, 

^/ = — cos .ig -j-isiaA^, pf = — cos Jg — isin^. 
Z. B. wird, wenn man die Constante C^ — l:2"l/3 setzt, (§ 71) 

^^ - (x,BinA + --}i<^i^A+--) 

3) Setzt man 

^i : «// : «/b' = 1 ■ * = 0, y^" : y^' : yg" = 1 : — i: 0, 
so ist die Gleichung des absoluten Kegelachmttes auf |^^ + |j^ = 
oder 1^ + »j^ =^ reducirt, oder er besteht a,us den zwei Punkten, 
in welchen der Kreis a;' -j- ^* = die unendlich entfernte Gerade 
E = schneidet. IHe Substitution liefert als Ausdruck der 
Distanz der Punkte x | y und k" | i/ wegen der Reduction der De- 
terminantenproducte auf 

[S — y -\~ i{cc — ^)]b — y' — i(^ ~ x')] und 4iä 



die bekannte Formel y(x — «')^ + (j/ — y'T- 

Ebenso erhält man für die Distanz der Linien |[ij|t; |'[jj'|£' 
arc cos ' -— ._ oder arc sm , ■ 

Endlich ist der Abstand des Punktes x \ y von der Geraden |' | V I ?' 

ra^ + Vjj+r 

4) Sehne des Eegelschnittes iS ^ in der Geraden «^ = 0. 
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Wir denken die trimetrisclien Coordinaten alä die normalen 
Abstände von den Fundamentallinien, so dals l^ = M (§ 68) 
der doppelte Inhalt ihres Dreiecks iät. Wenn dann die Gerade 
den Kegelschnitt in zwei Punkten y, z sohneidet, d. t. wenn 
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Diese Bedin^ng gilt für die durch die Schnittpunkte y, e gehenden 
Geraden, «o dafs 2^a,j|,|j ^ |,|, sein muft, und daher die Re- 
lationen gelten 2a,j= ^iJ/.^j + "j-,), wo ö einen Pioportion«ilitäts 
factor bedeutet latolge i^^ M, 1 ^ M erhält man duich 
Multipheation 

GM^ ^ Sajli^ ('I) 

die rechts stfhende Giofae £,ibt durch ihr A erschwindm die Be 
dingung, unter welcher die gegebene Gei^de emer A-iyniptote 
des Kegelschnittes parallel ist Nun ist femei 



also ist 



"Ö 



und analog 



VzH 



-y\h = - liÄ — «21 VA 



^ Q - 

! Werte in die Distanzformel 



Substitmrt i 
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SO erhält man für die Länge der Sehne y^ den Ausdruck ^^^) 
ä^ =^ A.lylj^l^ 7 ,/t{%^ + ''ä^ "F "a^ — Stfjtfj cos^^ ■ — ■ ■}. 



Hier gibt die Parenthese durch ihr Verschwinden die ] 

Sl^ = 0, tmter welcher die gegebene Gerade f^, = durch e 

der unendlich fernen imaginären Kreiäpunkte gelit. 

Ist dann femer a^ — ^K^ eüi^ ^'^ g^g^^ 
parallele Sehne, so kann der Ausdruck für die Distanz ihrer 
Schnittpunkt« durch Substitution von a^ — ll^ in das i"j und 
Ü^ des vorigen Ausdrucks erhalten werden und liefert dann 



die Disoriminante rechts mit h, unten i 



V -i\i^{(:) - 2' C) + i' (;)}{fl.- 2iß., + i'si,], 



säumt ist nnd 

ß^i^fljii + «s^s + a^k — {a^h + «3^008^1 

Vergl. § 380, 3 und weiter § 247, Ö, 

395. VeraUgemeinerung metriselier Sätze. Die Er- 
kenntnis der wahren Natur der m.etrischeii Relationen ge- 
stattet numnehr in Tersehiedenen Fällen die projectivisch all- 
gemeine Gestalt von geometrischen Sätzen aufzufinden, ■welche 
durch darein eingehende metrisclie Relationen aus jener Sphäre 
von Wahrheiten aiiBgeschlossen s?nd, die das Princip der 
Dualität verbindet. So ist es in dem Falle des Satzes (§ 332, 3) 
Ton der Berührung der einem Dreieck eingeschriebenen Kreise 
mit dem Kreise, welcher die Mittelpunkte der Seiten des 
Dreiecks enthält. Wir haben bereits auf dem analytischen 
Wege im § 370 die aUgemeinere Form bewiesen, welche 
demselben zukommt: Die vier Eegelschnitte, welche dieselben 
drei Punkte oder Tangenten haben und zugleich einen festen 
Kegelschnitt doppelt berühren, werden sämmtlich von einem 
Kegelschnitt berührt, der mit dem gegebenen Kegelschnitt 
auch in doppelter Berührung ist. Die Auffassung der imagi- 
nären Kreispunkte als eines Kegelschnittes, welcher mit den 
eingeschriebenen Kreisen eine doppelte Berührung hat, weil 
jene in diesen liegen, führt ohne Weiteres zu ihr. Wenn der 
gemeinschaftlich berührende lü-eis die Höhenfufsp unkte des 
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Dreiecks enthält, so erkeimt man, dafs der gememscliaftlich 
berührende Kegelschnitt durch die Schnittpunkte der Dreiecks- 
seiteu mit den Geraden aua den bez. Gegenecken geht, welche 
ihnen in Bezug auf den festen Kegelschnitt conjngirt sind, etc. 

B. l) Man hat den elementaren Sat^: Wenn man durch den 
Scheitel S eines rechten Winkels einen Ereis und an ihn drei 




pimkt und den Schenkeln 
des rechten Winkels ent- 
haltenen Segmente einer 
jeden Aa, Äa- Bb, Bb'; 
Cc, Cc Yon gleicher Länge 
sind, so bilden die Berüh- 
rungspunkte und also auch 
die drei Tangenten ein 
gleichseitiges Dreieck. Dar- 
nach ist der Kreis dem Tan- 
gcntendreieck eingeschrie- 
ben und berührt also seine 
' Seiten in ihren Mittel- 
punkten, d. h. in den con- 
jugjrt harmonischen zu den unendlich fernen Punkten der Seiten; 
somit ist die unendlich entfernte Gerade die Harmonieale des- 
jenigen Punktes in Bezug auf das Dreieck (vgl. § 64, l), in 
welchem sich die drei Verbindungslinien der Berührungspunkte 
mit den Gegenecken schneiden (§ 315), und sie ist zugleich seine 
Polare in Bezug auf den Kreis. Die Schenkel des Winkels bSb' 
bilden mit den in jener unendlich entfernten Geraden gelegenen 
Punkten der Curve eine harmonische Gruppe. 

Denken wir dann einen Kegelschnitt, der irgend drei Gerade 
berührt, so ist die Polare des Schnittpunktes der drei von den 
Berührungspunkten nach den Gegeneeken des umgeschriebenen 
Dreiecks gezogenen Geraden wieder zugleich die Harmonieale des- 
selben in Bezug auf das Dreieck; sie schneidet den Kegelschnitt 
in zwei Punkten, mit welchen diejenigen Geraden eine harmonische 
Gruppe bilden, welche die Schenkel des rechten Winkels vortreten. 
Sie bestinunen in den Dreiecksseiten Punkte , welche mit den 
Ecken Involutionen erzeugen, für welche jeder Berührungspunkt 
ein Doppelpunkt ist. Solche zwei Gerade also schneiden sich 
immer in der Peripherie des eingeschriebenen Kegelschnittes; 
ihre Schnittpunkte büden mit den Seiten des Dreiecks, den bez. 
Berührungspunkten des eingeschriebenen Kegelschnittes, und den 
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PimtteiL in der Polaro je eia harmonisches System; ilire Schnitt- 
parürte mit je einer Seite liegen in einem Kegelschnitt, der den 
Berährungspnnkt des eingeschriebenen Kegel- 
I zum Pol jener Polare hat, nnd für welchen und den 
1 Kegelschnitt sie eine gemeinsame Sehne ist. 

Endlieh aher darf mau die Schenkel des rechten Winkels 
durch eine Curre zweiter Ordnung ersetzen; denn die drei Punkte- 
paare in den Seiten des Dreiecks, welche mit den Ecken In- 
volntionen hestimmen, die den Berührungspunkt des eingeschrie- 
henen Kegelschnittes zum Doppelpunkt haben, liegen in einem 
Kegelschnitt, der die Polare sa der ihm mit jener gemeinsamen 
Sehne hat. Dann gilt der Satz: Eür jede Gerade, welche mit 
diesen Kegelschnitten eine harmonische Teilung bestimmt, liegt 
der in Bezug auf den einen genommene Pol in dem andern. 

2) Wenn zwei Kegelschnitte S^ ="= and S^ = und das 
gemeinschaftliche Polardreieck, ferner auf S^ zwei Punkte jl, J5 
und ihre Tangenten AT, ET, sowie die zu diesen in Bezug auf 
(Sj = harmonisch conjugirten Geraden AT', BT gegeben sind, 
so bestimmt die Harmonieale von T in Bezug auf das Polar- 
dreieck in Sa zwei Punkte fJ und J), für welche die zu ihren 
Tangenten in Bezog auf yS, harmonisch conjugirten Geraden durch 
denselben Punkt T' gehen. 

Denn in Bezug auf den Kegelschnitt S^ ^ Ex^ = sind 
die Geraden a^ ^ 0, &^ = harmonisch conjugirt, wenn £a^bf = 
ist; ist also x^ einer der betrachteten Punkte Ton S^^^X^Xf^^O, 
i harmonische Gerade durch 



(^3 — h) ^'»a'^i + (^3 — ^) si^K^i + {K — K) ^iX' 
dargestellt und schneidet die den Punkten x". 
Geraden derselben Art im nämlichen Punkte, 

ist. Der Lage der Punkte a:/, a, ', y, auf dem Kegelschnitt S^ = 
entspricht (x'*, x"^, x'"^) ^ 0, und da die Summe dieser letzeren 
und der doppelten ersten Determmaate dem Producte Yon 

{ a^'(^"^3"'-|- %"V) + <'{< 'i+^^i ) + ^'"{^'^8"+%' V) I 
in die Determinante {x', x'\ x ) gleich ist, so muTs die erste 
von diesen Gröfseu gleich Null sein, weil die letzte es nicht sein 
kann. Die Gleichung der die Punkte ^/, x!' verbindenden Ge- 
raden liefert aber für die Coordinaten ihres Pols T in Bezug auf 
den Kegelschnitt S^ ^ 
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d. L, da nach den Gleidmngen i^%'^-j — = 0, ^i3^("^H — =^ 
die Eelation besteht 

. 1 1 1 

*^ x-'x " + x "xJ ' x' x"-\-x"x' ' x^'xJ'-\-x^"sc'' 

Die Harmonieale dieses Punktes in Bezug auf das Fundamental- 
dreieck ist daher durch die Gleichung ausgedrückt 

nnd da sie far die Suhstitution der Ooordinaten x^" an Stelle von 
x^ in die oben aufgestellte Relation ühergeht, so enthält diese Go- 
rade den Punkt C. Ein analoger Beweis gilt auch dem Punkt D. 

Denkt man den Kegelschnitt S[ = in das Paar der imagi- 
Eären Kreispunkte degenerirt, so werden die in Bezug auf ihn 
den Tangenten Sg ^ in ^ und 5, C und D liarmoniseli con- 
jugirten Geraden zu den Normalen Ton Ä^ = xa. A und B, G 
und J); das gemeinschaftliche System harmonischer Pole liefert 
das Centrnm, und die unendlich fernen Punkte der Äsen von S^; 
und die Harmonicale des Pols T von AB in Bezug auf dasselbe 
wird als die Verbindtmgslinie der Punkte erkannt, welche in den 
Axen auf den entgegengesetzten Seiten vom Centnim die Abstände 
des Punktes T haben; diese Linie bestimmt auf 8^ das Paar von 
Punkten G, D, deren Dormalon mit den Normalen in A und B 
in demselben Punkte T' zusamm,entreäen.^') 

3) Wenn man die Normale eines Kegelschnittes CT ^ in 
einem seiner Punkte 2^ als die der Tangente in Bezug auf einen 
andern festen — den absoluten -— Kegelschnitt Y ^ d eonjugirte 
Gerade durch den Punkt auffafst, so besteht das Problem, die 
Normalen von emem iäAebig&ti PwMe x^ aus an den Eegelscknitt 
U ^ m siehen, darin, den Punkt Xf desselben so zu bestimmen, 
dafs die Gerade xX durch den Pol der Tangente in ST an 17 = 
in Bezug auf F ^ geht. In dieser Passung ist das Problem 
der allgemeinen analytischen Behandlung zugänglich. ^^*) 

Sind M, V die Werte der Functionen U, T, welche man erhält, 
wenn man die X; durch die Xf ersetzt, und bezeichnen wieder 
Indices die halben na*h den zugehörigen Variabein gebildeten 
Ableitungen, so hat man als die Gleichungen des Problems 
U=0, i'i = lüi + ^Fi, v^ = lU^-\~nV^, v^ = lUs-\-ii,rs. 
Die entwickelte I'orm der letzton drei Gleichungen ist, für «j^ 
und &;;, als OoefEcienten von U und "F, 
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und wenn man die aus den Elementen 3.%j + ^V(j oder l«in-\- ftö^j 
gebildete Determinante mit J tiezeicliEet, so liefern sie aufgelöst 
JX^ = v^Ai^^ -\- iij^ij + Vg Jjg, ^:Si = V( Jai + "s4s +»3^33; 

Durch Substitutionen in F =' kommt die Endgleictung 

Naeli der Determinantenrolation A^^J).^ = ^a^^^ — JJ^^^^,^ geht 
sie über in 

da Mjj auch Ableitung von ku^j. -\- ji-Un nach i ist, so ist 

Die Eadgleiehung erhält daher für £l^= SSv^v^ä^^ die Form 

Sl—. J -^—^0. 

vi Ol 

Sie bezeichnpt fui i als Veränderliche imen Kpgeli hnitt vjh 
t;l£,ender Entstehung Ei ist dei Ort dei m Bezu^, luf den 
Kegelschnitt i ^ crenommenen Pole dei Geraden welche fhr 
dia Punkte ^on »=0 die Polaren in Bezug auf den Kegelschnitt 
l,i -^ f,t =0 'iind, dei durch die gememschafÜithen Punkte von 
M = und « = (t hinduiihgelit Sie ist bei fe&ten j, biquidra 
tischmJ. ^unlihieinvananteatheoietiwheDiscusbion (veigl §351J 
tuhrt aut die vollständige Losung des Problems dei Normalen. Du e 
Discriminante nerfällt in zwei Factoren sechsten Grades; der erste 
gibt die Seiten des gemeinsamen Tripels von m und v, der zweite 
eine Curve sechster Ordnung mit je zwei Rückkehrtangenten in 
diesen (Axentripel und Evolute, Punkte mit zwei zusammenfallenden 
Normalen, oder Doppelverhältnissea 0, 1, 00). Ihre erate Invariante 
ist ein yoUständiges Quadrat, ein Kegelschnitt mit demselben Tripel 
durch die sechs Rücktehrpunkte (als Ort der Punkte mit äquian- 
harmonischen Hormalenhüscheln §371,4 und §240); allgemein 
für beliebigen Doppelverhältnis wert zwei Curpen sechster Ordnung 
mit denselben Rückkelirpunkten, welche in eine zusammenfallen 
für die tarmomsehen (Normalen) -Büschel, 
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"Von den reciproken Verwandtschaften. 

396. Lineare Reciprocität. Als die wichtigsten Uiiter- 
suchuugsmetliodeii der analytischen wie der reinen Geometrie 
haben wir die Lehre von den linearen Suhstitittionen oder 
Verwandtschaften und das Dualitätsprincip erkannt. Diese 
beiden Mittel gestatten aber noch eine Verschmelzung in einer 
neuen Classe von Verwand tachaften. Ihrem analytischen Aus- 
druck nach sind auch diese in der Eigenschaft der linearen 
Substitutionen, au die Stelle dreier Variabeln drei neue Varia- 
beln einzuführen, enth'ilten. 

Offenbai bleibt die analytische Theorie der §§ 89, 90 
absolut ungeandcrt, wenn wir das eine System von Veränder- 
lichen als Pimktcoordmaten, das andere jedoch als Linien- 
coordinaten interpretiren, also die Substitutionen schreiben 

(t|/ ^ 2«,iiCA oder ft|/ = cc^^X-, + a^s'^s "f~ "la^j ^*<'-j 
und die Umkebrungen 

Hiemach ist jedem Punkte Xf des ungestrichenen ebenen 
Systems eine Gerade ^/ des gestrichenen ebenen Systems zu- 
geordnet. Ebenso ist auch jedem Punkte «/ des gestrichenen 
Systems eine Gerade ^^ des nngestrichenen zugeordnet, nämlich 
durch die transponirten Substitutionen 

1/1; = 2;«^;^:;, ~ Xf =^ SAi^i)., 

weil (t|^, und v^^ nur dann identisch werden. Im allgemeinen. 



y Google 



Lineare Reoipcocität. Pol- und PolarkegelBchnitt. 749 

nämlich so lange «jj von a^^ Terschieden ist, entsprechen dem- 
sdben Element (Ptmkt, Strahl) der Ebene verschiedene redprdke 
Elemente (Strahl, Funkt), je nachdem man es zum einen oder 
andern System gehörig ansieht. 

Die ausnahmslos eindewiige Verwandtschaft swischen je 
einem ebenen System von Fv/r^ten und einem ebenen System 
von Geraden wird als Unea/re Beciproeität 'bezeichnet. Un- 
mittelbar evidente Analoga zu Sätzen der CoUineation sind: 
Pm^trdhen des einen Systems sind StrafJhüschel des andern red- 
prok; redproke Bdhen und Büsdwl sind projecUmsch (doppel- 
verMltnisgleich § 89). Vier Faare recvproker Elemente von 
unabMngiger Lage besUmm^n die Verwandtschaß; die Construe- 
tioii des einem gegebenen entsprechenden Elementes geschieht 
durch zweimalige Zuordnung in reeiproken Elementargebilden 
(§ 79), Zwei zu einem dritten reeiproken Systems sind zu ein- 
ander coUinear. 

Die ungestrichenen und die gestrichenen Variabein können 
auf swei unabhängige Coordinatensysteme bezogen werden. Die 
Substitationscoeffieienten haben dann dieselbe Bedeutung wie 
in § 90. Werden daher den ungestrrichenen Fundamentalpunkten 
die gestrichenen Fundamentallinien, dem Einheitponkt dort 
die Eiuheitlinie hier als reciprok zugeordnet, so treten an die 
Stelle der Substitutionen die einfachen Proportionahtäten 

li' '■ Ig' : Is' = iCi : 3^ : Xg, |i : 1^ : |g = a;/ : x^' : Xg. 
In den folgenden Untersuchungen werden wir dagegen alle 
Coordinaten auf dieselben Fixelemente beziehen; die vor^en 
Proportionalitäten würden dann nicht mehr die (ülgemeine 
ßeciprocität definiren. 

397. Pol- und Folarkegelschnitt. Nach den allgemeinen 
Substitutionen besteht zwischen den Coordinaten zweier Punkte, 
Ton denen der eine in der reeiproken Geraden des andern 
liegt, die büineare Gleichung 

^'^ik^i^k =^ oder a^'I^a^j^Xf. -\- ..BEXj ^cc^^X/^' -|- . . = 0. 
Daher gibt es auch Pmikte, die auf den ihnen reeiproken Ge- 
raden liegen, d, h. für deren Coordinaten x^ = «/ obige Glei- 
chung befriedigt ist. Diese Punkte liegen also auf dem 
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Kegelschnitt 2^cc^^x^x^ ^ oder 

+ («si + «13)^3^1 + («la + <hi>L^2 ^ 0. 
welchen man den Polkegelsdmitt der Eedprodtät nennt. Durch 
jeden Punkt desselben gehen zwei Strahlen p, p', welche ihm 
reciprok angeordnet sind, je nachdem er als P' oder P an- 
gesehen wird, 

Ebenso gilt für zwei Strahlen, deren einer dui'ch den 
reciproken Pnnkt des andern geht, die Relation ^A^/^ l^'lj = 0, 
und die Strahlen, welche durch die ihnen redprokm, Punkte 
gehen, umhüllen einen Kegelschnitt .£j4;j,|;|j ^ 0, welchen 
man zum Unterschied von dem vorigen den PoIarkegelsdmiU 
der Medprocität nennt. Seine Gleichung kann man in den 
Substitutionacoefficienten selbst schreiben 
, «„, «,., i, 

, ',„ -,„ «. I 

k, l„ i„ o\ 

Mim nennt diese beiden Kegelschnitte die Ordnungsciwven 
der reciprohen Systeme, denn mit ihrer Hilfe definirt man leicht 
den Zusammenhang entsprechender Elemente. Einem Punkte 
des Polkegelschnittes entspricht die eine oder andere der von 
ihm an den Polarkegelschnitt gehenden Tangenten, je nachdem 
man ihn als dem ersten oder zweiten System angehörig be- 
trachtet; einer Tangente des Polarkegelschnittes entspricht 
der eine oder der andere von ihren Schnittpunkten mit dem 
Polkegelschnitt, je nachdem man sie dem einen oder andern 
System angehörig ansieht. Ist dann aber emem Punkte des 
Polkegelschnittes, als zu einem der Systeme gerechnet, eine 
bestimmte der Tangenten zugeordnet, so kann für jeden folgen- 
den Punkt keine Zweideutigkeit mehr bestehen. Denn bewegt 
sich der ursprüngliche Punkt auf dem Polkegelschnitt in eine 
zweite Lage, so mufs auch die reciproke Tangente des Polar- 
kegelschnittes continuirUch in die der zweiten Lage ent- 
sprechende übergehen. Dasselbe Stetigkeitsprincip gut im dua- 
listischen Fall. 
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"um nun die Geraden ^', p zu bestimmenj die einem be- 
liebigen Punkte P, P' der Ebene entsprechen, ziehfc man von 
ihm an den Polarkegelsehnitt die Taugenten P^i, P^^; be- 
stimmt ihre Schnittpunkte P^, P^'; P^, P^' bez. mit dem Pol- 
liegelachnitt so, dafs, wenn ^^ nach Sßa bewegt wird, P^ mit 
Pg, Pj' mit Pg' zusammenfällt, und erhält in dem Paare ihrer 
Vei-bindungslinien P^' Ps'i ^i^s *^i^ Geraden p', p, die dem 
Punkte entsprecheu. Um den einer gegebenen Geraden "p, p 
enteprechenden Punkt zu finden, bestimmt man ihre Schnitf^ 
punkte P^, Pj mit dem Polkegelscbnitt und zieht von diesen 
die Tangenten P,«B,, P^^/; P^%^, P^% hez. an den Polar- 
k^elsehnitt so, dafs P^, %, '^ stetig in P^, %^, %^ über- 
geführt werden; entsprechen dann P^^i', Pg^a' '^^'^ -^i ^'^^ 
Pg im ersten System, so ist ihr Schnittpunkt P der der Ge- 
raden entsprechende Punkt im ersten und Pj 5ß^, P^ ^ß^ der 
ihr entsprechende P' im zweiten System. Inabesondere nennt 
man den der unendlich fernen Geraden eines Systems reci- 
proken Punkt den Gegmpunht des andern Systems (vgl. § 99). 

398. Involutorisches Tripel. Die ieiden Ordtmngscmven 
smd mit einmiä&r in doppelter Berähruttg. Denn für einen 
Schnittpunkt derselben fallen beide zu ihm reeiproken Geraden 
mit der in ihm berührenden Tangente des Polar kegel Schnittes 
Busammen. Es müssen daher auch, damit dieser Geraden 
nur ein Punkt reciprok sei, die Schnittpunkte dieser Tangente 
mit dem Polkegelschnitt zusammenfallen. Also berührt die- 
selbe den Ort und die Enveloppe in ihrem gemeinschaft- 
lichen Punkte; die vier Schnittpunkte beider vereinigen sich 
daher in zwei Berührungspunkte. Mau beweist dies auch 
analytisch, in dem man aus der mit den |^ gesäumten Sub- 
atitutionsdeterminante in § 397 durch Entwicklung bildet 

^„y + ■ . + (^„ + A,) 6,1. + ■ ■ -0 

und durch Säumung ihrer Discriminante mit den x^ die Glei- 
chung des Polar kegeis chnittes in Punktco ordinaten ^=0 mit 
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denn man findet durch Subtraction des Quadrates der line- 
aren Fimction 

Ton V den Eest 

-]- (-in^aa + AiAi — Aä^i — AiAs)^^ + ' 'l 
in welchem das Produet des Polynoms ü des Polkegelschnittes 
mit dem Vierfachen seiner negativ genommenen Discrimi- 
naüte leicht erkannt wird. Man hat also in der That 

V= — 4:AU-i- {(A,, — A,;}x, + ■■]'. 
In Folge dieses Zusammenhanges entfällt auch die scheinbare 
Zweideutigkeit der vorher gegebenen Construction. 

In derselben sind nach § 309 die Punktreihen zweiter 
Ordnung Pi,P3,...;Pi',P3V.. auf D"=0, ebenso die Strahl- 
büsehel zweiter Classe P,^,, P^^a, . .; Pi^ß/, F^K, ■ ■ ^ 
V^O unter einander derart projectivisch, dafs ihre Doppel- 
elemente die Schnittpunkte A^, A^ der reellen BerüliTungs- 
sehne A^A^, bez. die gemeinsamen Tangenten A^A^, A^A^ 
des reellen Berühr ungspols A^ sind; dafs ferner der Schnitt- 
punkt der Verbindungslinien F^^i ' -^ä-Pi' ^^^ ^i^s l^^S*' 
bez. die Verbindungslinie der Schnittpunkte P^^i, Pg^ä'? 
Pg $2, P^ ^l durch A.^ geht. Diese Bemerkung' genügt in der 
That, um die Construction ohne Benutzung des Stetigkeits- 
princips eindeutig zu machen. 

Gemäfs dieser Construction sind äit bei^m Beriihiwngs- 
pankte A^, Ä^ wnd die tMtrch sie gehenden gememsamen Tan- 
gentm A^A^ ,AgA^, daher auch der Serührimgspol A^ und die Be- 
rühnmgssehne AiA^ redprok, ob man sie nun zum einen oder 
andern System rechnet, also wie wir sagen wollen, involuto- 
risch redprok. Von diesen drei Punkten und Geraden liegen 
also zwei reciproke Paare in einander, das dritte, stets reelle, 
aber nicht. 

Es gibt nw ein Tripel involwtorisch redproker Elemente 
in einer Sßdprodtäi. Denn, damit für einen Punkt x^ = y^, 
x{ = j/,- die reciproken Geraden |/ und 1^ zusammenfallen, 
L die Gleichungen bestehen 
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f^^i = QV^^ oder ^^(«(4 — pajj/i = 0, 
was nur für drei Werte von q möglich ist (vgl. §97). 

Den einfachsten analytischen Ausdruck der Reciproeität er- 
halt man in Bezug auf das involutorisehe Tripel als Fundamental- 
dreieck. Denn, sollen den Punkten ljO|0, OjllO, 0|0|L 
die Geraden 0|0|1, 0|1|0, 1|0|0 vertausehbar entsprechen, 
so müssen Kj^ = 0, «33 '= 0, ß^g = 0, %;, =; 0, 0^3 = 0, «3^ = 
sein; also lauten die Substitutionen 

und die Gleicbimgen der Ordnungscurven (§ 397) 

«,,!,■+ («,. + «„) lÄ - 0, «„«„i," + «„(»„ + «„) ij, - . 

Im allgemeinen, nämlich so lange «^^ ^ «31 ist, entspricht 
jedem Elemente der Ebene nur ein anderes*als doppelt redproh 
(vgl. § 396), einem Punkte der Schnittpunkt seiner beiden 
reeiproken Strahlen p, p, einem Strahl die Verbiudunga- 
gerade seiner beiden reeiproken Punkte P, P'. Die Ooordi- 
naten «/; und % dieser Elemente sind 

yi'y2-yi = «aä^a% = — («ai + «13)^1^3 ■ Käa*3^ 
Vi-V3-V3 = «8i«istaSi • — «23 («si + «13) kk ■ «siOiBls^a- 
Da somit y^'-ys^^^i'-^m %-'?3^=^i = ls is*^i s" ^*^e'* doppelt 
rec^oke Punkte auf Sirahlm aus dem Berükrungspol wid 
doppelt reciproke St^aMen schnöden sich auf der Serührungs- 
sehne. Dies liefert eine lineare Construetion Ton Ä^ und A^ A^ 
aus gegebenen Elementenquadrupeln. 

Weil die vorige Substitution vom zweiten Grade ist, so 
nennt mau auch die Verwandtschaß der doppelt reeiproken Ele- 
mmtmpaa/re vom zweiten Grade. Wir betrachten sie in Kürze 
am SehluTs des Kapitels (§ 418). 

B. Das anschaulichste Beispiel der Keeiprocität wird durch 
die einfachste Wahl zweier Kegelschnitte in Doppelberührung er- 
halten: Die Oi'dmmffscitrven seien, ^wet cOMentrisohe Krmse (§ 244) 

Csi' + »' — s," — 0, Fs»',+ s' — fe'-O. 

Da die Tangentialgleichung zu V lautet — <^^(l^ ~|~ '*?0 *i" 1 ^ 0, 
so sind die Bedingungen für die Substitution sßoefflcienten zu er- 
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Anilog können zwei gleich seitigp Hyperbeln mit gemeinsamen 
Asymi toten gebi nicht weile 

d99 Polaxsystem D e vorangehenden Bigenachafteii 
omei aUgememen Recipioc tat hmsichtbcli inv lutonhoh reui 
piikei Elemente sind daiau gekniiplt &aS.9 wenigstens cm 
feabstitutionscoetheiei t « ^ von o. vcraehiedon «ei In dei 
That lehrt der Anblick doi Snbstiti tionen Jujb iiifet den I> 
dmgungen 

(dh teciprokeK Elemente eit aiidet veitauschbat entpieJim Es 
hat dann keinen Sinn mehi zweierlei m derselben Ebene 
liegende recipioke Systeme au unterscheiden, sondern m dieset 
tm olutoi ischen jReapioatat •und je ein ^unli und eine (rerade 
do Ebene einandpr tindeuiig * ige<y> inet vermöge 

Dit beiden ürdnungaourven der Reupioeitat fallen in 
einen Kegelschnitt Seee ^Kj^a^ja^^^ 0, die Direetrix der in- 
volutorischen Beciprocität, zusammen. Die Gfleichung der zu x,- 
reeiproken Geraden ^a^ii.XiX^ = 0, ebenso die Anwendung 
der Vierecksconstrnction des § 397 zeigt, dafs die mgeordnetett 
Elemente Pol und Polare in Semg auf die Bired/nx sind. Man 
bezeichnet diese Zuordnui^ daher als Polwrreciprocität und. 
fafst die reciproken Systeme als Polarsystem zusammen. Pole, 
Polaren und Polardreiecke, Centrum, Durchmesser und Axen 
der Directrix oder des Polarsyatems sind gleichbedeutende 
Benennungen. 

Eine EecvprocitÖi, welche swei inmlutorische Paare von nicht 
in einander liegenden Elementen enthalt, ist eine Polarrectp-odtäi. 
Denn sind Ä^ und %, Ä^ und a^ vertauaehbar, so sind es 
auch a^a^(Ä^) und A^A^^a^), d. h. es existirt ein Polardreieck 
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4^A A^ Nehmen wii dieses zum Fundamentaldreiect der 
Cooidmaten, so entspieelien silIi x ^ und ä; = nur, 
wenn ß, = (";>/) alho lautea die Substitutionen 

Z*^ =« ', 
und die Gleichung dei Diiectiix ist La,i° = (^ Daher ei'- 
tordeit die Bestimmung dei Constanten die Angabe eines 
weiteren Elementenpaaies A^, a^ Das Folatsysiem ist also 
durtJi dtez Elementenpnme bestimmt, die lein Polardreieck bilden. 
Jedes weiteie Elementeiipaar P, p ist durch zwei Projectivj- 
taten zugeoidnet 
(Ai^'A^AgA^P) = {ai-a^aga^), {A^AgAj^A^P) = (a^-a^ajaji). 

Die Directrix des Polarsysteras wird als Ort und Euve- 
loppe der in einander Kegenden Elementeupaare erhalten. 
Auf jeder beliebigen Geraden ist eine PnnktiuTolution definirt 
durch ihre Schuittpunldipaai-e mit A^P, a^, welche die Schnitt- 
punkte mit der Directrix als ihre Doppelpunkte liefert. Daher 
sind alle ConstrucHonen der Kegelschnittlehre im Polarsysiem 
redl durdifOh/rhar, unabhängig von der BecUität der Directrix. 
Die Einführung des Polarsystems bedeutet so genau dieselbe von 
der Realität unabhängige Definition für die Curven zweiten 
Grades, wie die der Involution für das Punktepaar. Man kenn- 
zeichnet das Polarsystem auch kurz als ß&ewe Invöhi.Uon. 
Übrigens ist das Polarsystem mit imaginärer Directrix mittelst 
der Sätze der §§ 15, 95 leicht dadvirch zu charakteriairen, dafs 
dann einem Pol im Innern eines Polardreiecks eine Polare 
entspricht^ die ganz aufserhalb desselben liegt. 

B. l) In der Lehre des § 300 von der Invol-atiou harmoni- 
scher Pole und Polaren liegen die Mittel für die construirende 
Bäian^^mg des Polarsystems. Ist ein Polardreiect A^A^A^ (Seiten 
bez. Oj, %, Oj) und ein Paar A^, % gegeben, so sind auch für 
*= 1, 2, 3 die Geraden A^Ä^ und bez. die Punkte a^a^ Paare 
von Polai'en und Pol, und werden damit die Involutionen har- 
monischer Polaren imd bez. harmonischer Polo an den Punkten 
A^, ■ • A^ und in den Geraden Oj , . . a^^ je durch zwei Paare be- 
stimmt. 

Um dann zu einer beliebigen Geraden der Ebene den Pol 
zu erhalten, nimmt man zu ihren Schnittpunkten mit a^, a^, üg 
die entsprechenden in den bez. Polinvolutionen, Der Schnittpunkt 
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ihrer Verbindungs geraden mit den Gegenecken Aj^, Ä^, A^ bez, 
ist der gesuchte Pol. So erhält man speciell den Pol der im- 
endlich fernen Geraden oder den Mittelpunkt des Polarsyatems; 
so anch die Involution harmonischer Polaren, die das Polarsystem 
in iliin bestiromt, speciell ihr Eeclit winkelpaar und eventuell ihre 
Doppelstrahlen: die Axen und die Asymptoten der Directrix. 

Mittelpunkt, Axen, anch Brennpunkte und Directrixen sind 
in jedem Polarsystem reell; die Brennpunkt« sind (§ 313,6) die 
Doppelpunkte der Involutionen in den Axen, welche durch ihren 
Schnitt mit einer beliebigen Geraden p und den Schnitt ihrer 
Normale aus ihrem Pol X' als aweites Paar bestimmt werden, 
während Mittelpunkt und bea. Asenrichtung ihr erstes Paar bilden. 

Wenn die Directrii reell ist, so findet man unmittelbar als 
Doppelelemente der bezüglichen Involutionen ihre Schnittpnnite 
mit awei Seiten des Polardreiecks und die Eugehörigen Tangenten 
als ihre Verbindungslinien mit den bez. Gegenecken derselben, 
also vier Punkte mit ihren Tangenten. Die Bestimmung des Polar- 
systems aus den Axen oder ans einem Paar conjugirtor Durch- 
messer ist davon nicht wesentlich verschieden. 

2) Wenn das Polarsystem durch die Aseu und ein Paar 
von solcher Lage bestimmt ist, dafs die Polinvolutionen in den 
Axen (also auch in der unendlich fernen Geraden) elliptisch 
sind oder seine Directrix eine Ellipse ohne reelle Peripherie demente 
ist, so kann man sie vertreten lassen durch die reelle Ellipse, 
welche die symmetrischen Paare der Involutionen zu Bebeiteln 
hat. Die Construction zeigt sofort, dafs die Polaren desselben 
Punktes und ebenso die Pole derselben Geraden für die imagi- 
näre und für die reelle Ellipse in Bezug auf den Mittelpunkt sym- 
metrisch parallel liegen (Anü^olare wnä Antidot). 

400. Polar reciprocität ist im Allgememen nur eine 
besondere Lage allgemein reciproker Systeme , also nicht 
■wesentlich von der allgemeinen Reciprocität yersehiedon. 
Man kann nämlich durch Versebieliung und Drehung des 
einen von zwei reciproken Systemen beide in involutorische 
Lage bringen. Bezieht man die allgemeinen Substitutions- 
formeln auf rechtwinklige Cooi-dinaten und setzt für x\y die 
allgemeinsten Ansdi-ücke einer rechtwinkligen Coordinaten- 
tranaformation, so wird 
(t|=«ii(ir(,+a;cosq5 — yaai.tp)-\-a^^^(jj^-\-xsm.ifi-\-yao%ip)-^a^^, 

fi=K3j(3;o + a;cosq!i— !/sing)) + Kgä(?/(, + a;sin9D + ^cos9!)) + K3ä. 



yGoosle 



Das PolarBystem aus der allgemeinen Eeciprooitüt. 757 

Die Ordnung der rechten Seiten nach den Veränder- 
lichen X, y zeigt, dafe man x^,, y^, tp so 7ai bestimmen hat, 
dafs ß/j = «j^ oder also 

— a^^ sinqp -f- ß^ cos^i ^ f%j cosg) + o^g sintp, 
'^ii'^o + "^isJ/o 4~ *'i3 '^^ '^3] eosq) -j- «aa s™?*; 
Kaia;„ + Kja^/o + '^is = — %i sing; + O32 cos(p 
Bind. Die erste dieser Gfleiehungen liefert swei Werte von <p, 
die andern bestimmen sodann a^^lj/o linear: 

tan ip = '^ 1 -^ , 

y^= — — ~— - _^ ^ - - - — 

Gfeometrisch betrachtet, kann diese Transformation auf 
folgende Weise geschehen. Maji bestimmt zuerst in jedem 
der Systeme den Gegen- oder Mittdpimki, welcher der unend- 
lich fernen Geraden als einer Geraden des andern Systems 
entspricht, dessen Strahlen also den Bichtungen in demselben 
entsprechen. Bringt man dann diese beiden Punkte durch 
Lagen Veränderung eines Systems zur Deckung in 0, so sind 
und die unendlich ferne Gerade unverändert und involutorisch 
reciprok. Dieser Punkt wird der gemeinschaftliche Mittel- 
punkt, seine Strahlen werden Durchmesser der beiden Ord- 
nungseurven sein, die nun, weil sie in doppelter Berührung 
bleiben müssen, zu ähnlichen und eoncentrischen Kegel- 
schnitten werden. (§ 244.) Man hat forner noch und oü 
als Elemente eines Polardreieeks zu nehmen. Daher mufa man 
das eine dor beiden reciproken Systeme so um das gemein- 
same Centrum drehen, dafs die einer Richtung A reciproke 
Gerade OA' die nämliche ist, oh man dieselbe zum einen 
oder zum andern bystem zahlt; dann gilt dasselbe für jede 
Richtung B und die reciproke Gerade OB' (§ 93). Es be- 
steht dann Involution zwischen den Büscheln OA, OB, . .; 
OA', OB' Da nun aber die absoluten Eichtungen der Ebene 
bei jeder Drehung des Systems unverändert bleiben, so sind 
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durch eine solche die reciproken Geraden einer derselben 
wii-Hieh zum Zusammenfallen zu bringen. (Vergl. B. 3.) 

Aber wir erzielen die in volutor Ische Vereinigung durch 
reelle Construction ; denn die Durchmesser der beiden ur- 
sprünglichen reciproken Systeme bilden zwei zu einander 
projectivisehe Bfiaehel, in denen je zwei zu einander ent- 
sprechen von denen der eine der Richtung des andern zu- 
gehört. Unter diesen Durchmessei-n gibt es im aUgemeineu 
nur ein Paar von zu einander rechtwinkligen q, r, denen ein 
Paar rechtwinklige conjugirte q, r entsprechen. Ihre Ver- 
kehrt- Vereinigung q" mit T, r' mit ^ führt zur Involution 
uDd liefert die Aien der Directrix. Daher ist die involutorische 
Lage nur a/uf swei Arten herzustellen und hängt an der End- 
lichkeit der Coordinaten x^, y^ dea Mittelpunktes 0, also an 
«ia«si^«ii«ssi ^^^ ^aüX der Gleichheit ist zunächst aus- 
geschlossen; mit parabolischer Directrix ist er verwirkhcht. 
(Vergl. § 414.) 

Wir können aber mit den wie oben bestimmten s^ayViiff ^^ 
Gleichung der Directrix aus den nach den Veränderliehen ge- 
ordneten Bedingnn^gleichungen S. 756 sofort schreiben 
(«11 cos <p + «13 sin (p) <r? -f {a^ COS tp — ß^i sin y) -f + 
2 (K,a cos 9) — «,i sin 9) a^j/ + 2 {a^^x^ + k^^'^^ + u^^) x + 
2 Kl 3^0 + «aa^o + «as) V "l" («si^^o + «ca^o + «33) = <> 
und betrachten nun ihre Discriminante 

iKi^cosqs-l-Kijsiny, ßrjjcosy— ß^jSiny, «i^^o+ßisS/o"!"'^» 
zJ'= «igcosy — H^jsiny, ßggcosqt)— Kj^sing^, Kai3'o~l~<^aaJ'oH~'*^3 • 

Entwickelt man sie nach den Elementen der letzten Vertical- 
reihe, so findet man die zugehörigen Unterdeterminanten unter 
Beräcksichtigung der drei Bedingungsgleiehungen der Trans- 
formation gleich den entsprechenden Unterdeterminanten der 
Substitutionsdeterminante A der vorgelegten Reciprocität z. B. 

. . I ag^cosq)-|-KjjSing[)j ß^acos^) — cc^^sirnpl jß^u ^w 1 

" i a^^aoäfp -\-a>f^sia^, a^^CQUqi — «gjSinq:i «31? i^sä ' 
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ih A^g=^A^g, A^g = Ag^ und überhaupt immer üach 
denselbenGesetzen der Umformung z/'=A. (Vergl. §87,8.150.) 

Wir könueu also aus der Substitution der reciproken 
Ebenen Schlüsse ziehen auf die Ai-t der Directrix der zum 
Polarsystem vereinigten Ebenen. 

Zunächst, dafa die Directrix ein eigentlicher Kegelschnitt 
sein wird, so lange A nicht verschwindet; für Ä^^ < eine 
Hyperbel, für A^^ > EUipse; sodann ein Linienpaai', reell 
und getrennt, parallel oder conjugirt imaginär, je nach dem 
zugleich ^,j^0 bei A = ist (Vergl §323 und weiter- 
hin die sjng iluren PnifchLiixfen in §420^ Unter den Bei- 
spielen 4 — <> smd die Sj ecialfalle besprochen 

B 1) Die len Puniiten eine': Dui Jimesse s eeiproken Ge- 
la len sind einan lei parallel und einer '^ch.aai ^ on Parallelen 
entsirethen Punkte Inf einerlei Duichmesiei 

"*) Die Tooilmaten der | =0 ij ^ ü «nd 1^0, rj^O 
leciproken ttegenpimkte «md l^j A^^ i^^ Ag^ A^^ AgglA^^iAg^; 
laher cre&chieht die Transform'ition dei '^vsteme a if gemeinsamen 
Mittelpunkt lurch 

■^3i U — ^) = As Ui -^33 O — j)^ 1,3 — ^3- 
o) Man soll iiir he coneentnsche Lage beider Systeme den 
Drehungswmkel berechnen weluhei lei Trinstoimation des Textes 
entspricht Die Polaien eines beliebigen Punkten sind bei recht- 
winkligen Cooidinaten ais dem gememschaftli hen Centmm 
(kjjI, + «1 üjlj. + loaii, + r^y^ij + ^33 = 0, 
(."11^1 + '^2iPl> + K% + «aaJ'i)?' + «aa = 0, 
und daher für den unendlich fernen Punkt ^j^ = iXj^ 
(»„+i.„)«:+(»„+i.„)j,-0, 

Der Winkel dieser letzteren ist bestimmt durch 

Oder: Die dem Punkte Xj^ | p^ des eraten reeiproke Gerade 
des zweiten erhält durch Drehung um den Winkel $ die Gleichung 
(«ii'»i+«ia«'i)(3!Cos9— 3/sinS)-l-(a:ai3;j^-|-K23i/i)(3)sinfl-i-j/cose)+«3s=0 
oder j (tt,^ cos fl -|- a^i sm 0) iEj + («j^ cos 9 + a^s ^™ ^i I ^ 
H~{(''si '^'^^^ — «sa^™^)%'f"(''ss oosfl — ttj2sinS)^^|j/--|-c33=0. 
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Dagegen ist die Gerade, welche dem Punkte %ji/i, als dem trans- 
formirtea System angehörig betraclitet entspricht 

{ (a:,^ cos 5 + «g, sin 5) x^ + («g^ cos S — Bj^ sin 9) y^ } ä 

+ { (ojs cosfl -f- «ia Sin a) 3^ + («ja cos e — «,g sin 9) y, ) 2^ -H o'gg = . 

Und diese Gerade ist mit der vorigen identisch, wenn man hat 

H^g cosS + «22 sin 9 = «2^ cos 5 — «^ sin 6. 

Für ttj^g = K^i ist zur Herstellung des Polarsystems aus den 

reciproken Ebenen eine Drehung nicht erforderlich. 

4) Für die Direetrix als gleichseitige Hyperbei mufa sein 

g cos ip 



«11 = — «33 oder a^^ 
oder man erhält 


cos ?! + ttjj 

tan 9, = ^ 


1 + 
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"ai sin ?. - 
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'^11 + ' 


^sl 




die Bedingung (»j^j -}" 


^ä2)'+("l2 


— 


%i)' = 


= 0. 






5) Soll die Direetrii ein Kreis 
und ai's = gefordert, also 


%v erden 


1, so 


wird 


«i'i 


or^ cos <p + «12 sin q. = 


Caa cos <p — 


"21 


sing., 


«läC. 


03 9» = 


= "ii 


Also wird 














tan (p = 


«1. + «.1 


^^ 


i^?i 


r+^i 


(S 




und somit die Bedingu 


"S 













Vergl. für Beispiele § 405. 

6) Den Fall der elliptischen Directrix als reell oder rein imaginär 
" :ä Vorzeichen der Halbasenquadrate oder der Potenzen 
der auf den Äsen der Directris durch das Polarsystem bestimmten 
Polinvolutionen nach § 166 dahin, dafs entgegengesetzte Zeichen 

von a/i -)- cs's — R und ^ 

die Eealität bedingen und umgekehrt. 

Nun ist 

''i'i = ''n<"'S9P + o^aSin9i, U^^ = 032 "^os 9 — a^i sin qn , 

Ersetzt man sin q> und cos <p durch ihre Werte in den «jj., also 
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mit den resp. Zählern n^^ -j- «j^i "la — "ai ^^^ '^^™ S^" 
Nenner 

((»„+.„)' + (■■„-.„)'l 4, 

so eihdlt man die Bei n^nng lu den L f efftuenten dei Keciprocitäts- 
Snbstitution 

7) Wenn man das Polarsystem bestimmt denkt durch seine 
Äsen p olei sagen ^n r und / r odei y (oder durch das absolut 
grofste Polardieieck) imd em P^ar F p von Pol und Polare von 
Rol her Lage dafs beide ( uoidiaaten von P positiv und die 
Plucker' sehen Cooi iinaten von p negativ sind so ist die Direetrix 
die reelle Elhpse o t," -|- hy^ = 1 tui a = a j^ cigg & = k^^ : «j, 
oder mit len leciproken Werten als den Patenzen k^ und i 
dPi Pol n\olutioiien in den ixen 1%^ ° ~l" ^iV = ^i^*/- 

Dieht min die Ebene mit P um die Äse x resp. y in sich 
zurnuk so dass P die Lage P, bez Pg erhalt indem zugleich 
das Zeichen von l.^ bez Äj. wechselt so entstehen Polarsysteme 
mit conjugjrt liyperboliachen Directnxen vot den Gleichungen 

1°3.'' — I^"ii^=l!j1y^ bez 

Auf demselben Wege kommt man durch Drehung von P^ma y be^. 
von 1\ um -r nach Pg mit negativen Cooidinaten, mit der ima- 
ginäien Ellipse - k^^x^ — h^y^ = \\^. (§ 393, 2). 

8) Die entsjjrecbenden Bechtwinkelpaare aus den Mittel- 
punkten der lecipiokea Ebenen qr und qr bilden mit den un- 
endlich fernen Geraden die rechtwinkligen Coordinatensysteme, 
mittelst deren die Substitution der allgemeinen Reciprocität die- 
selbe einfachste und für metrische Untersuchungen vorzugsweise 
geeignete Ausdrueksform erhält, wie die Oollineation in § ^^,i. 

9) Wenn mau die entsprechenden rechtwinkligen Coordi- 
natensysteme reciproker Ebenen im Lichte des aus den Definitionen 
entspringenden Satzes betrachtet: Sind zwei ebene Systeme dem- 
selben dritten reciprok, so sind sie zu einander collinear — so 
fübren sie unmittelbar zu den entsprechenden rechtwinkligen 
Coordinatensystemen der collinearen Ebenen, die in § 99,2, 4 und 
weiterhin zur Untersuchung der Oollineation benutzt worden sind. 

401. Polarreciproke Kegels ehnitte. Es sei ein Polar- 
system von der Direetrix D^O fest gegeben, so betrachten 
wir SU jeder Figv/r ihre Polarreciproke ia dem Polarsjstem, 
d. h. in Bezug auf den K^elschnitt I), indem wir letztere 
aus den Polaren der Punkte als Eiiveloppe und den Polen 
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der Tangenten der ersten ala Ort bilden. Wir nennen kurz 
Pol und Polare bezüglich D entsprechende Elemente, so dafa in 
polarreciprokeo Figuren die Elemente sich paarweise ent- 
sprechen und jede aus der andern in gleicher Weise ber- 
voi^eht. 

Die Enveloppe der Polaren aller Punkte einer Gurve S 
keifst die Polarcurve s zu jS, während der Ort S etwa ala die 
Polcurve von s unterechieden wird. Da aber auch S die 
Enveloppe aller Punkte der Polarcurve s ist, so sind poiar- 
reeiproke Curven S und s Ton gleiebartiger Bedeutung. Die 
Ordnung der Polarreciproken einer Owrve ist der Classe der 
(hwee gleich. Denn ist n die Anzahl der Punkte, in welchen 
eine beliebige Gerade die Cui-ve s schneidet, so entspricht 
denselben in der polarreciproken Figur S die gleiche Anzahl 
der Tangenten von S, welche durch den jener Geraden ent- 
sprechenden Punkte gehen (§ 23). Weil an einen Kegel- 
schnitt S nur zwei Tangenten von irgend einem Punkte aus 
gezogen werden können, so 
schneidet eine beliebige Gerade 
die Curve s nur in zwei Punkten, 
d, h. die Polarreciproke einer 
Cur Fe zweiter Olasse ist eine 
Cnrve zweiter Ordnung, 

Aber nicht nur die Kegel- 
schnitte S und s, sondern auch 
die durch sie als Diiectrixon 
definirten Polarsysteme sind polarreciproke Figuren, Oon- 
structiv folgert man dies daraus, dafa, wenn awei Punkte P, P' 
in S den Tangenten pt^ p' t' an s entsprechen, auch die Tan- 
genten in P, P' an S den Bei-ührungspunkten p, p' ent- 
sprechen müssen. Denn dann entspricht der Schnittpunkt Q 
derselbenderBerührungsaehneßp' derletzten. Eimern Punkte Q 
imd seiner Polare PP' in Bezug auf S entspricht eilte Geradepp' 
tmd ihr Pol q in Semtg auf s. 

Analytisch eind diese Sätze evident, da lineare Sub- 
stitutionen in quadratische oder in bihneare Gleic 
wieder bez. solche liefern (vgl, § 189, la). 
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402. Die Methode der reciproken Polaren ^^*') hat in dei' 
geschiehtlichen Entwickelung die Lehre von der reciproken 
Verwandtschaft und yon dem Dualismus geometrischer Wahr- 
heiten vorbereitet. Ihre Ergebnisse sind natürlich in denen 
dieser allgemeinen Theorien als Specialis irungen der Lage 
enthalten. Gerade durch diese constructiv einfache und über= 
sichtliche Lage der zu vergleichenden Figuren hat diese Unter- 
snchungsmethode ihren selbständigen Wert. Sie setzt lediglich 
die Kenntnis der Polarentheorie der Kegelschnitte voraus. 

Aus jedem nur auf deecriptive Lagenverhältnisse bezüg- 
lichen oder projecti vischen Satz über eine gegebene Figur 
kann rein mechanisch durch Vertauschung dualistisch ent- 
sprechender Worte der reciprote Satz über die polaireciproke 
Figur abgeleitet werden. Z. B. folgt aus dem Pascal'schen 
Satz für das S eingeschriebene Sechseck ÄBCDEF der 
Brianchou'sche Satz für das s umgeschriebene Sechsseit ahcdef 
{Tgl. § 293). 

Durch die Nebeneinander Stellung einiger Sätze mit ihren 
Reciproken soU im Folgenden Gelegenheit zur Anwendujig 
und Übung dieser Methode gegeben werden. Auf die spccielle 
Lagenbeziehung wird erst weiterhin einzugehei 



B. l) Wenn zwei Ecken eines 
Dreiecks sich anf festen Geraden 
bewegen, während die Seiten sich 
um drei feste Punkte drehen, so 
ist der Ort der dritten Ecke ein 
Kegelschnitt. (§ 286, 6.) 

2) Der bezeichnete Ort ist eine 
Gerade, wenn die festen Punkte 
derSeiteain einer Geraden liegen. 
(§49,3.3,) 

3) Wenn von einem Kegels chnitt 
zwei Punkte und zwei Tangenten 
gegeben sind, so geht die Ver- 
bindungslinie der Berührungs- 
punkte dieser Tangenten durch 
den einen oder andern von zwei 
festen Punkten. (§ 324, B.) 

4) DiePolaren eines featenPunk- 
tes in Bezug auf alle demselben 

Suliiion-I'ie.llet, anal. Osom. d. Kej 



Wenn zwei Seiten eines Drei- 
ecks durch feste Punkte gehen, 
während die Ecken sich' in drei 
festen Geraden bewegen, soistdie 
Enveloppe der dritten Seite ein 
Kegelschnitt. 

Die bezeichnete Enveloppe ist 
ein Punkt, wenn die festen Ge- 
raden der Ecken in einem Punkte 



Wenn von einem Kegelschnitt 
zwei Tangenten und zwei Punkte 
gegeben sind, so liegt der Schnitt- 
pimkt der Tangenten in diesen 
Punkten stets auf der einen oder 
der andern von zwei feston Ge- 
raden. 

Die Pole einer festen Geraden 
in Bezug auf alle demselben 
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Viereofe lungeschriebeneii Kegel- 
schnitte bilden ein Stralilbüachel. 

5) Der Ort des Pols einer festen 
Geraden in Bezug auf alle durch 
dieselben Tier Punkte gehenden 
Kegelschnitte ist ein Kegelschnitt. 
(§314,1.) 

6) Die drei Geraden, welche 
die Ecken eines Dreiecks mit den 
enteprechenden Ecken des in Be- 
zug auf ein 



Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitte bilden eine gerade Reihe. 
Die Enveloppe der Polare eines 
festen Punktes in Bezug auf alle 
dieselben vier Geraden berühren- 



schnitt. 

Die drei Schnittpunkte der 
entsprechenden Seiten eines Drei- 
ecks und des in Bezug auf einen 
Kegelschnitt gebildeten polar 
Dreiecks liegen in ei 
(§361,1; 64,4.) 



Man i 
ein Dreieck i 
Ecken auf drei gegebenen Geraden 



bildeten polaren Dreiecks verbin- 
den, gehen durch einen Punkt. 
(§312,3; 361,1.) 

7) Man soU einem Kegelschnitt 
ein Dreieck einschreiben, dessen 
Seiten durch drei gegebene Punkte 
gehen. (§311.) 

403. Wenn zwei Kegelschnitte S und S' und ihre Re- 
ciproken sund s' gegeben sind, so entsprechen den vier Punkten 
A, Bf 0, D, welche jS, S' mit einander gemein haben, die vier 
Tangenten a, 6, c, d, welche s, s' gemeinschaftlich sind, den 
sechs Sehnen Ä£, GD; AO, SD; AD, SC jener Schnitt- 
punkte, die sechs Schnittpunkte ah, cd; ae, öd; ad, bc dieser 
gemeinschaftlichen Tsmgenten; d. h. dem vollständigen Vierec/i 
der ersten das vollständige Vierseit der letzten. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich berührenj so berühren sich 
auch ihre Reeiproken; denn da die ersten einen Punkt und 
die zugehÖr^e Tangente gemeiu haben; so müssen die letzten 
eine Tangente und den zugehörigen Berührungspunkt gemeiu 
haben Und, wenn zwei Kegelschnitte mit einander in doppelter 
Berührung sind, so sind es auch ihre Reeiproken. Die Sßci- 
proken eines SatifieJs bilden eine Schaar. 

Denken wii die Kegelschnitte S, s und D, so entsprechen 
den gemeinsamen Punkten oder Tangenten von D mit s die 
gemeinsamen Tangenten oder Punkte von D mit 8. Denn 
die Schnittpunkte D, s und die Tangenten D, S sind paarweise 
Berührungspunkte imd Tangenten der sich seihst reeiproken 
Directrix. Somit haben je swei reciprohe Kegelschnitte 8, s mit 
der Directrix D ein gerneinschaftUches Polardreieck. 
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Sind also S und s gegeben, so kann die Directrix D nur 
einer von den Tier Kegelschnitten sein, welche durch das ge- 
meinsame Polardreieck tmd die fernere Bedingung hestimmt 
sind, dafs einer der vier gemeinsamen Punkte A, S, C, D von 
S, s der Pol zu einer ihrer vier gemeinsamen Tangenten a, i, c, d 
in Bezng aaf ihn sein mofs. Es gibt also vier J 
D^, D^, -Dj, i>4, hesügUch welcher zwei gegebene 8 und i 
andef polarreäproh sinä. 



B. 1) Wenn ein Dreieck einem 
Kegelsclmitt umgeschriebanlDleilDt 
und zwei seiner Ecken ia festen 
Geraden fortschreiten, so be- 
sehreibt die dritte Ecke eiuen 
welcher mit dem 
n doppelter Berührung 
ätr (§ 307,1.) 
2) Wenn drei Eegelschnitte 
ii gemeinschaftliche Tangenti 



haben, oder wenn sie alle mit 


einem vierten Kegelschnitt in 


doppelter Berührung sind, so 


gehen die sechs Sohnittäehnen 


derselben viermal au je dreien 


dorob einen Punkt. (§ 279.) 


Man darf diese Punkte als die 


vier Radicalcentra der drei Kegel- 


schnitte bezeichnen, welche den- 


selben vierten Kegelschnitt dop- 


pelt berühren. 



3) Wenn zwei Kegelschnitte 
sich berühren, so schneiden sich 
die Tangenten derselben in 
Endpunkten einer durch den 



meinschaftliohen Sehne 
der Kegelschnitte. 

4) Wenn man durch einen 
Schnittpunkt der gemeinschaft- 
lichen Taugenten zweier Kegel- 
schnitte zwei beliebige Sehnen 



liegen die 
ihrer ge- 



Wenn ein Dreieck einem Kegel- 
schnitt eingeschrieben bleibt und 
zwei von seinen Seiten sich um 
feste Punkte drehen, so umhüllt 
die dritte Seite einen Kegelschnitt, 
welcher mit dem gegebenen in 
doppelter Berührung ist. (§307,3.) 

Wenn drei Kegelschnitte zwei 
gemeinschaftliche Punkte haben, 
oder wenn sie alle mit einem 
vierten Kegelsclmitt in doppelter 
Berührung sind, 
sechs Schnittpunkte 
meinsehaftlichen T 
mal zu je dreien i 
raden. Man kann diese Gieraden 
als die vier Ainlichkeitsasen 
der drei Kegelschnitte benennen, 
welche denselben vierten Kegel- 
schnitt doppelt berühren. (Vgl. 
§ 131.) 

Wenn zwei Kegelschnitte sich 
berühren, so gehen die Ver- 
bindungslinien der Berührungs- 
punkte ihrer Tangenten aus einem 
Punkte ihrer gemeinsamen Tan- 
gente durch den Schnittpunkt 
der gemeinschaftliehen Tangenten 
der Kegelschnitte. 

Wenn man in einer gemein- 
schaftlichen Sehne zweier Kegel- 
schnitte zwei Punkte wählt, so 
liegen die Schnittpunkte der von 
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aieht, so sckneideii sict die Ver- 
bindungslinien ihrer Eadpunkte 
in einer oder der andern voa 
den gemeinaehafÜiehen Sehnen 
der Kegelschaitie. (§ 307.) 

5) Weua die Kegelschnitte Ä 
und B beide mit dem Eegel- 
schnitt S in doppelter Berüliruiig 
sind, so schneiden sich ihre Be- 
riihrungssehnen mit S und ihre 
Schnitts ehaen mit einander in 
einem Punkte und bilden ein 
harmonisches Büschel. (§ 278.) 

6) Wenn die Kegelschnitte 
Ä,J},C den Kegelschnitt S je 
doppelt und überdies Ä und B 
beide C einfach berühren, 
schneiden sich die Tangenten 
den Berühruags] 



ausgehenden Tangenten in 
Geraden, welche durch einen 
den anderen von den Schnitt- 
punkten der gemeinschaftlichen 
Tangenten derKegelsohnittegehen. 
Wenn die Kegelschnitte Ä und 
B mit dem Kegelschnitt S in 
doppelter Berührung sind, so 
liegen die Schnittpunkte ihrer 
mit 8 gemeinschaftlichen Tan- 
genten und die der Paare ihrer 
gemeinschaftlichen Tangenten in 
einer Geraden, und bilden eine 
harmonische Reihe. (§322,4.) 
Wenn die Kegelschnitte A, 
B, G den Kegelschnitt 8 je dop- 
pelt und Überdies A und B beide 
einfach berühren, so geht die 
Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte durch einen Schnittpunkt 
der gemeinsamen Tangenten von 
A und B. 
den vorigen Sätzen aus gelangt man, gana wie in 
in denen, welche ihnen in der Theorie von drei Kreisen 
en, zm- geometrischen Auflösung des Problems, welches 
ApoUonius bei den Kegelschnitten analog ist: Zu drei 
Kegelschnitt eingeschriebenen Kegelschnitten denjenigen 
vierten zu bestimmen, der gleichfalls diesem eingeschrieben ist. 
Man erhält dieselbe Auflösung, welche wir in § 370, l) analytisch 
entwickelt haben. 

404. Ijivariantentheorie reciproker Kegelschnitte. Für 
die analytische Untersucliung polarreeiproker Figuren wird 
die äufserste Vereinfachung dadurch erreicht, dafs die Directris 
in der Gleichungsform 

^1^ -\- ^^ -\- ^3^ = ^ 
vorausgesetzt werden darf. Die Substitutionen der Recipro- 
cität reduciren sieh dann auf ft^ = x^,*) d. h. auf einen 

*) Also kann im Polarsyatem zu jedem Polardreieck ein coujugirtes 
Paar gefunden «eiden, welchea dnrct das Dreieck barmoniscli getrennt 



und B. 



§133 1 
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blofsen Bedeutungs Wechsel der Coordinaten. Jede temäre Glei- 
chwng deßnirt, in Punkt- oder in lAniencoordinaten ini^-preUrf, 
polarreeiprohe Owoen, mit obiger Directrix. Abgesehen von 
der Interpretation ist daher die Tangentialgleichung einer 
gegebenen identisch mit der Gleichung der Keeiproken (der 
Becjprokalgleichung) in den gegebenen Variabein. 

Bei monomischen Substitutionen bleiben Normal-GIei- 
chungsformen erhalten {§ 312). Also kann das Fundamental- 
dreieck in einem Polarsystem S stets so gewählt werden- 
dal's bei unverändertem 8 ^ Sx^ = irgend zwei reciproke 
Kegelschnitte S^, Sg die Gleiehungen haben 

8^ ^^ a^x^ -\- a^x^^ -j- a^x^ =^ 0, .£ff;|;* == 0, 
wo die letztere äquivalent ist mit 

s^ ^ «sWa«!^ + a^a^x^^ + a^a^x^ = 0. 

Diese beiden Kegelschnitte sind aber nicht nur bezüglich 
der angegebenen Directrix reciprok, sondern überhaupt, so 
lange die Bedingungen /i^^.^ = x^ erfüllt sind. Daher gibt 
es je vier Kegelschnitte, in Bezug auf welche zwei Kegel- 
schnitte zu einander polarreciprok sind. Dieselben können 
gleichzeitig als 

^1^ + «3^ + 3^3^ = 
(für alle Zeicheneombinationen) geschrieben werden, haben 
also ein gemeinsames Polardreieck und paarweise doppelte 
Berähnmg, können aber nicht sammthch reeU. sein (§ 403). 

Die Polarencurve isi dne Simtdiancovariante der geg^enen 
%md dfr Di/redrix. In der That ist ihre Gfleichung in der Form 

£i = @iS, — .F = 
darstellbar (§ 369), wenn ©^ die Invariante in § 357, F die 
Oovariante in § 367 von S^ und 8^ bedeutet. 

Ebenso können wir nun 8^ als eine Directrix betrachten, 
in Bezug auf welche wir die Polarcurve % von 5^2 bilden; 
diese erscheint dann in der Gleichungsform 8^'^®^8^ — F=0. 
Daher geht die Oovariante F zweier Kegelschnitte 8^, 8^ 
durch die Schnittpunkte jedes der beiden Eegelscbnitte mit 
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der Polarcui-ve des andern in Bezug auf ihn. Wenn die Co- 
variante F selbst die Reciproke eines der Kegelschnitte in 
Bezug auf den andern ist, so sind dieselben harmoniseb 
(§ 362), und umgekehrt. 

Also decken sich für @j = 0, ©^ = beide Polarcurven 
Ä[, S^ mit der Hauptco Variante F. Aus dön Gleichungen 

"l ~1~ "g + "5 ^ U «3% + ßg«! -|- «1^3 = 

folgt aber, dafa tur 6 als eine complexe Cubikwurzel der 
Emlieit zu setzen ist 

S(mif gibt es Inp'l von doppelt-harmonischen Kegdschniilen 
3-i*+J3*+*'8^=0, b'%^^-\-b%'''\-x^^=Q, fV+«^^'+%'=0> 
detm jeder mgletcfi die Sauptcovaricmten F und «P und die 
vereinigten Poltncunen fur die beiden andern repräsentirt. Jedem 
derielben können dann Dreiecke eingeschrieben werden, die 
emem der andern nmgetehnebeu sind (§ 364). Die imaginäre 
Daistellnngsfoim beweist nur, dafs das gemeinsame Polar- 
dreieck mcht reell ist die drei Kegelschnitte können reell 
sein {vgl. B. 3)). 

B. 1) Die Polarreeiproke der gleichseitigen Hyperbel 
c^p;y=a^afi/ — h^y'x (§ 192) in Bezug auf die Ellipse 
^ + p-= 1 ist eine Parabel e^|ij =p a^l'tj — b^Jj'!, welche die 
Coordinatenaxen berührt. Die gemeinsamen Tangenten der Ellipse 
und Parabel berühren erstere in den Fnfspunkten der von x\tj' 
auf sie gelallten Normalen. 

2) Der mit S^,S^ covariante Kegelschnitt ©3 ä^ = ©^ä'^ geht 
durch die Schnittpunkte der Kegelschnitte S, , S^ und durch die 
ihrer Polarcurven Sj^ , Sg . 

3) Ein Tripel doppelt-harmonischer Kegelschnitte wird be- 
stimmt durch zwei gleiche Kreise, deren gemeinsame Sehne dem 
Radius gleich ist. 

Denn, setzen wir in den Gleichungen des Testes x-y^l-\-xi^ 
fl!3=l — xi, Xjj=ye für£ = -^^ — l-f-^l/ä); so gehen sie über in 

2(1 -iE^+?/ä = 0, a!3_|_^S+2ygat— 1 = 0. 

Der dritte Kegelschnittt ist daher eine Hyperbel, deren Hauptase 
gleich dem Badius ist. 
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4) Je zwei doppelt-karmonisclie Kegelschnitte besitzen Schnitt- 
pankte von äquiaiihanuonischeni Doppelverhältnis (§371,3). 

5) Die Direetrisen zweier polarreciprok gedachter Kegel- 
schnitte Sa.,x,} = 0, ShiX? = sind 



vy%öi+'^ 



a i ^^y^s^s ~ 



0. 



Man imterscheide die hinsichtlich ihrer Realität mögliolien Fälle. 
6) Ein Kegelschnitt kann so hestimmt worden, dafs ihm. 
von fünf Polarsystemen je ein Polardreieck eingeschriehen werden 
kann, oder daJs er in fc Polarsystemen harmonisch ist imd durch 
5 — Ä gegebene Punkte geht. Diese Bestimmung umfafst sehr 
viele specielle Fälle. (Vgl. § 362 und Beispiele.) 

405. Cironlaree Polarsystem. Wir haben bisher voraus- 
gesetzt, dafs die Direetrix D ein vollkommen beliebiger Kegel- 
schnitt sei. Man pflegt denselben jedoeh zumeist als einen 
Kreis abzunehmen, weil die Reciprocität dann einen metriechen 
elementaj-en Charakter annimmt. Wir woUen darum im Fol- 
genden überall, wo von Polarcurven ohne weiteren Beisatz 
die Eede ist, Toiar&irven in Besug aufdnm Kreis verstanden 
denken. Aus diesem drcula/ren Polarsystem geht jedes amdere 
durch eoUineare Umformung hervor. Die Relation zwischen Polar- 
curven in Bezug auf einen Kreis läfst sich (§ 115) wie folgt 
aussprechen: Wenn man von einem gegebenen Punkte aus 
auf eine jede Tangente der Curve S 
eine Normale T fällt und sie s\ 
weit verlängert, dafs das Eechteck 
der Segmente OT. Op einen con- 
slanten Wert /c^ erhält, so ist der 
Ort der Punkte p eine Curve s, 
welche die reeipröice Polare von S 
genannt wird. Denn dies ist mit 




dafs p der Pol von FT in Bezug auf einen Kreia vom Centrum 
und Radius Je ist; die Tangente pt entspricht daher dem Be- 
rührungspunkte P, d. h. es ist auch OP rechtwinklig zu pt 
und OP.Ot== Ji\ 

Eine Veränderung der Gröfse k ändert zwar die Stelle, 
aber nicht die Gestalt von s, die in den meisten Fällen uns 
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allein augelit. Darum kann in dieser Anschauungsweise von 
der Relation der Polarcurven die Beziehung auf den Kreis 
ganz unterdrückt werden, die Polarcurve s in Bezug auf den 
Direetrixkreis kann ala die Meciproke von S in Besug mif dm 
FunM bezeichnet werden, den man für diesen Fall als den 
Ursprung der ßeeiprocität bezeichnet. In rechtwinkligen Coor- 
dinaten ist dann X \ y durch ^ | ij zu ersetzen. 

Die mit der Anwendung des Kreises als Hilfstegelschnitt 
verbundenen Vorteile erlauben, mit Hilfe dieser Methode aufser 
Sätzen über die La^e der Figuren auch solche zu transformiren, 
welche metrische Relationen von Linien und Winkeln ent- 
halten. Die Grundlage bilden die beiden Sätze; Die Ent- 
f'ermmg eines Punktes N vom Ursprtmg ist der redproke Wert 
der Entfemimg des letzteren von der entsprechenden Geraden p t. 
Der von zwei beliebigen Geraden TQ, T' Q' eingescMossene WinJcel 
ist dem Winkel p Op' gleich, welchen die entsprechenden Purste 
p,p' am Ursprung einschliefsen; denn Op ist normal zu TQ 
und Op' auf T'Q'. 

406. Polarreciproke eines Kreises. Ist der Ort des 
Pols p einer Tangente PT des Kreises C in Bezug auf den 
Kreis zu ermitteln imd ist MN die Polare des Mittelpunktes 
von C, so besteht fiir die 
Punkte C, p und ihi-e Polaren 
MW,PT nach § 117 die Re- 
lation OC:GP = Op:pN. 
Diese zeigt nach der Constanz 
von OC und CF, dafs die 
Distanz desPunMeap von zu 
seiner Distanz von der Gera- 
den MN in einem constanten 
Verhältnis OG : <!P steht. Der Ort von p ist daher ein Kegel- 
schnitt, weicher zum Brennpunkt, MN zur entsprechenden 
Directrix und OC:GP als Escentricifät hat {§ 197). 

Die letztere ist demnach gi-öfser oder kleiner als Eins, 
je nachdem aul'serhalb oder innerhalb des Kreises G liegt, 
und sie ist gleich Eins, wenn der Punkt der Peripherie des- 
selben angehört. Sie Pölarreci^oke eines Kreises ist ein Kegel- 
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schnitt, der den Urspnmg zum BrennpwnJct und die dem Ceminim 
entsprechende Gerade eur Directrix fiöi; derselbe ist eine EUipse, 
Syperhel oder Farabel, je nachdem der Ursprung innerhalb oder 
aufserhaib des Kreises oder auf demselben liegt. 

Analytiacli liefert in der That die formale "Übereinstim- 
m\ing der Kreisgleichung und der Pocalgleichung des § 210 
den Beweis. So ist die Beciproke dea Kreises (a: — i>^y-\-y^^&^ 
der Kegclsclmitt 

« + «)" + '?"-?' oder («I-l)»-()"(ä;' + s') (§110). 
Daher fällt die Hauptaxe desselben in die Gerade OG und 
ist gleich dem Durchmesser, dividirt durch die Kreiepotenz 
des Ursprungs. Die Kegelsehnittsordinate im Brennpunkt ist 
1 : p, also ist der Eauptpwrameler der 2^ecipro]cei% eines Kreises 
gleich dem reciproken Wert des Kadius, unabhängig von der 
Lage des Kreises. 

B. l) Wenn drei Kegelsoknitte einen Brennpunkt gemoin 
haben, so liegen die Schnittpunkte der Paare ihrer gemeinachaft- 
üchen Tangenten in einer Geraden. Denn für den gemeinschaft- 
lichen Brennpunkt als Anfangspunkt sind die reciproken Cnrven, 
Kreise und die heaagtea Schnittpunkt« werden die Eadicalaxen 



2) Man construire die Directrisen der vier Kegelschnitte, welche 
durch drei gegebene Punkte gehen und einen vorgeschriebenen Brenn- 
punkt haben. 

Dazu hat man nur den Mittelpunkt des Kreises ?.u suchen, 
der die Polaren der drei Punkte in Bezug auf den Brennpunkt berührt. 

407. Winkelrelationen. Hiemach machen wir zuiü.chst 
von dem zweiten Satze des § 405 Gehrauch zur reciproken 
Umformung einer Eeihe von Eigenschaften, welche sich auf 
die Gröfse von Winkeln beziehen. 

B. l) Zwei Tangenten eines Die Focalsehne des Schnitt- 
Kreises machen mit ihrer Be- punktes zweier Tangenten eines 
rührungssekne gleiche Winkel. Kegelschnittes halbirt den Winkel, 
welchen ihre Beruhrungssehne am 
Brennpunkt spannt. (§ 202.) 
Denn der Winkel QFF' (Fig. § 405) ist dem Winkel gleich, 
der an von p, q_ gespannt wird; ebenso ist der Winkel QP'P 
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dem von j)', 3 an g-espannten Winkel gleich; wegen QPP'^^QP' P 
ist diuher pO^^p'Oq. 

Tfider Punkt 



2) Jede Tangente eines Kreises 
ist senkr echt auf der Verbindung» 
linie ihres Berührungspunktes mit 
dem Ceutrum. 

Denn die Directrix des K 



3) Jede Gerade ist senkrecht 



Kegel 
schnitte» fnlst mit dem Schnitt 
jjunkt seiner Tangente mit der 
Diiectns am Bieimpuiikt einen 
reihten W mkel 
1 chnittes cntspiitht dem (.cntrum 

Jeder Punkt faJst mit dem 
Sciinittpunkt seiner Polare mit 
derDirectris einen rechten Winkel 
am Brennpunkt. 

Die Verbindungsgerade des 
Schnittpunktes einer Geraden mit 
der Directrix mit dem Brenn- 
punkt halbirt den Winkel zwischen 
den Vectoren der Schnittpunkte der 
Geraden mit dem Kegelschnitte. 

Die Enveloppe der Sehnen eines 
Kegelschnittes, welche einen ge- 
gebenen Winkel am Brennpunkt 
spannen, ist ein Kegelschnitt von 
dem nämlichen Brennpunkt und 
derselben Directrix. (§ 313, 3.) 

Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten eines Kegelschnittes, 
derenBerührungss ebnen aniBrenn - 
punkt einen gegebenen Winkel 
spannen, ist ein Kegelschnitt von 
demselben Brennpunkt und der- 
selben Directris. 

Wenn eine feste Gerade eine 
Eeihe von Kegelschnitten mit 
demselben Brennpunkt und der- 
selben Directris schneidet, so ist 
die Enveloppe der Tangenten in 
den Schnittpunkten ein Kegel- 
schnitt von demselben Brenn- 
punkte, welcher die Gerade imd 
die Directrix berührt. 
Wenn wir die Gerade unendlich fern voraussetzen, so ergibt 
sich als ein specietler PaU des Satzes, dafs die Enveloppe der 



Pols mit dem Centrum des Kreises. 

4) Die Gerade, welche einen 
Punkt mit dem Centrum eines 
Kreises verbindet, macht mit den 
durch diesen Punkt an den Kreis 
gezogenen beiden Tangenten glei- 
che Winkel. 

5) Der Ort des Schnittpunktes 
derjenigen Tangenten eines Krei- 
ses, die einander unter gegebenem 
Winkel schneiden, ist ein con- 
centrischer Kreis. 

6) Die Enveloppe der Berüh- 
ierjenigeu Tangen- 

Kreises , welche sich 



; ebenen Winkel 
I concentrischer 



unter einem g 
schneiden, ist ( 



7) Wenn man von einem festen 
Punkte an eine Eeihe concentri- 
scher Kreise Tangenten zieht, so 
ist der Ort der Berührungspunkte 
eia durch den festen Punkt und 
das gemeinschaftliche Centrum 
gehender Kreis. 
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Asymptoten aller derjenigen Hyperbeln, die denselben Brennpunkt 
und dieselbe Directris haben, eine Parabel ist, die denselben 
Brennpunkt bat und die gemeinscbaftliche Directris berühri 

8) Die Hypotenuse eines dem Der Oi-t der Sclmittpunkte der- 
Kreise eiugescliriebenen recht- jenigen Tangenten einer Parabel, 
winkligen Dreiecks geht durch die einander rechtwinklig sehaei- 
sein Centrum. den, ist die Directris. 

Wir sagen „eine Parabel", weü die Polare des Kreises in 
Bezug auf den Punkt, tou welchen die Sehnen ausgehen als auf 
einen Punkt seiner Peripherie, eine Parabel ist. (§ 406.) 



9) Die Enveloppe einer Sebne 
im Kreise, welche an einem ge- 
gebenen Punkte seiner Peripherie 
einen vorge schrieb eneu Winkel 
spannt, ist ein concectriseher 
Kreis, 



Der Ort der Schnittpunkte der 
Tangenten einer Parabel, welche 
einander unter gegebenen Winkel 
schneiden, ist ein Kegelschnitt, 
der denselben Brennpunkt und 
dieselbe Directris hat. 



Eine nochmalige reciproke Umformung des letzten Satzes 
liefert den zum ersten colÜnearen Satz; Wenn die Sehne eines 
Kegelschnittes an einem gegebenen Punkt desselben einen con- 
stanten Winkel spannt, so berührt sie stets einen I 
der den gegebeneu doppelt berührt. 



!nn von einem Dreieck awei 
1 nach ihrer Lage und der 
. Sehwiakel der Basis an einem 
bestimmten Punkte gegeben sind, 
1 umhüllt die Basis einen Kegel- 
schnitt, von welchem dieser Punkt 
ein Brennpunkt ist, und der die 
beiden gegebenen Seiten berührt. 
DieEaveloppe der Sehne eines 
■ Kegelschnittes, welche an einem 
gegebenen Punkte einen rechten 
Winkel spannt, ist ein Kegel- 
schnitt, welcher diesenPunkt aum 
Brennpunkt hat. 
12) Die Fufspunkte der Normalen aus einem Punkte in der 
Peripherie eines Kreises auf die Seiten eines ihm eingeschriebenen 
Dreiecks liegen in einer Geraden (§ 315, 3). Wenn wir jenem 
Punkt zum Ursprung der Beciprocität wählen, so entspricht dem 
Dreieck ein einer Parabel umgeschriebenes Dreiseit; es entspricht 
aucb dem Fufspunkt der auf eine Gerade gefällten Senkrechten 
die doreb den entsprechenden Punkt senkrecht zu seiner Ver- 



10) Wenn die Basia und der 
Winkel an der Spitze eines Drei- 
ecks gegeben sind, so ist der Ort 
der Spitze ein Kreis, welcher durch 
die Endpunkte der Basis gebt. 



11) DerOri des Schnittpunkt« 
der Tangenten einer Ellipse oder 
Hyperbel, welche einander recht- 
winklig sehneiden, ist ein Kreis, 
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bindungslinie mit dem Ursprung gezogene Gerade. Wemi wir 
also die Ecken eines Dreiecks, welches einer Parabel umgeschrieben 
ist, mit dem Brennpunkt derselben vei'bindea und in jenen Eck- 
punkten auf dieaeu Verbindungslinien Senkrechte errichten, so 
gehen diese durch denselben Punkt. Wenn man daher über der 
Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Brennpunkt als Durch- 
messer einen Kreis beschreibt, so geht derselbe durch die Ecken 
des umgeschriebenen Dreiecks. Somit: W^w drei Talenten einer 
Parabel gegeben smd, so ist der Ort des Brenn^rnnktes derselben 
der ihrem Dreieck wmgeschriehene Kreis. (§ 228.) 



13) Der Ort des PuTspunktes 
der Senkrechten (oder gleichge- 
neigten Geraden) vom Brennpunkt 
einer Ellipse oder Hyperbel auf die 
rselben ist ein Kreis. 



408. Vectorenrelationen.. 
welche die Gröfseii tod Vectori 



Punkte aus nach einem Kreise 
Strahlen zieht und in den End- 
punkten derselben Senkrechte 
(oder etc.) auf ihnen errichtet, 
so ist ihre Enveloppe ein Kegel- 
schnitt , der den Punkt zum. 
Brennpunkt hat. 
Die Umformung von Sätzen, 
aus dem Ursprung enthalten, 



kann geschehen auf Grund dee ersten Satzes in g 405. 



Die Summe der reciproken 
Werte der Segmente einer Focal- 
der Ellipse ist eonstant. 



B. l) Die Summe (bez. i 
Differenz) der Abstände paralleler 
Tangenten eines Kreises vom Ur- 
sprung ist eonstant. 

Denn parallelen Linien entsprechen Punkte in einer durch 
den Ursprung gehenden Geraden. Da diese Summe bez. Differenz 
dem ■vierfachen reciproken Wert des Parameters des Kegelschnittes 
gleich ist (§ 198, i), so ist bestätigt, dafs dieser nur vom Durch- 
messer und nicht von der Lage des reciproken Kreises abhängt 
(§ 406). Also haben die Eeciproken gleicher Kreise in Bezug auf 
1 Ursprung denselben. Parameter. 



2) Das Eechteck 
jeder durch den Ursprung ge- 
zogenen Sehne eines Kreises 
eonstant. 



Das Eechteck aus den Senk- 
rechten, die man vom Brennpunkt 
auf zwei paralelle Tangenten 
fällt, ist eonstant. 



Daher ist mit der durch den Ursprung an einen Kreis zu 
ziehenden Tangente auch die eonjugirte Axe der reciproken Hy- 
perbel gegeben. 

3)Die8ummederEntfemungen j Die ,, Summe der reciproken 
des Brennpunktes von den Be- Werte der Abstände eines be- 
rübrungspunkten paralleler Tan- \ liebigen Punktes von solchen zwei 
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gellten ist oonstant, nämlicii gleich I Tangenten eines Kreises, deren 
der Summe der Focalradien eines Berütnuigsseline durch jenen 
der Punkte. | Punkt geht, ist constant. 

409. Eeciproke homogene GleioJiuiigeii. Jede homo- 
gene Gleichung zwischen den Längen der Normalen Fa, Fi, etc., 
die von einem veränderliclien Punkte P auf feste Gerade 
a, h, etc. gefällt werden, kann so transformirt werden, daCs 
wir eine homogene Relation zwischen den Perpendikeln Ap, 
Hp, etc. erhalten, die Ton den den festen Geraden entsprechen- 
den festen Punkten -4, B, etc. auf die yeränderliclie Gerade^ 
gefällt werden, die dem Punkte F entspricht. Denn wir haben 
die Gleichung nur durch eine Potenz Ton OF, der Distanz 
des Ursprungs vom Punkte F, zu diTidiren, um dann nach 
§ 117 für jedes VerMltnis Fa: OF das gleichwertige Ap: OA 
zu substituiren. 

Wenn z.B. Fa, Pb, Fe, Fd die vom beweglichen Punkte 
eines Kegelschnittes auf die Seiten eines eingeschriebenen 
Vierecks gefällten Perpendikel sind, so ist nach § 289 

Fa.Fc = ?c.Fb. Fd. 
Die Division jedes Factors mit F und die angegebene Sub- 
stitution liefert die Relation 

Ap Cp" j. ^P^ Dji'" 

0A"ÖÖ^ ob ' OD ' 

Da OA, OB, OC, OD constant sind, so st^ht für ein festes, 
dem Kegelschnitt umgeschriebenes Vierseit das Product der 
Abstände einer veränderlichen Tangente von zweien seiner 
Gegenecken zu dem Product ihrer Abstände von den beiden 
andern Gegenecken in einem eonstanten Verhältnis, wie in § 289. 
Da nun jede Gleichung in Dreiliniencoordinaten x^ {§ 66) 
eine homogene Relation zwischen den Abständen eines Punktes 
von drei festen Geraden ist, so können wir sie nach dieser 
Methode in eine Relation zwischen den Abständen dreier fester 
Punkte von der entsprechenden Geraden tran'^formireIl, d.h. in 
eine Relation zwischen Dreipunktcooidmaten ^^, also die ho- 
mogene Gleichung einer Curve in den ), m die ihrer Reci- 
procalcurve in die ^. So wird fui r], als die Entfernungen 
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des Ursprunga von den neuen Fundamentallinien die 
homogene OrtsgleicJnmg zweiten Grades tvansformirt 



Und für »/; als die Dreiliniencoordinaten des Ursprungs geht 
aus einer Relation zweiten Grades 2;^j|j^j.=0 die Gleicliung 
der Eficiprokalform in den Xf hervor 



SA,^. -^-^ = 0. 



l)Das 



Product der Ab- 
beliebigen Punktes 
eines Eegelsctnittes von awei 
festen Tangenton desselben steht 
m dem Quadrat seines Abstandes 
von ihrer Berührungssehne in 
einem eon stauten Verkältnis. 
(§ 289.) 



Wählt man hei dieser Transformation den Ursprung der Ea- 
oiprocität in der Beröhrungssehne seihst, so lautet der reciproke 
Satz: Das Rechteck aus den Abschnitten, welche eine veränder- 
liche Tangente eines Kegelschnittes in zwei parallelen festen Tan- 
genten desselben bestimmt, ist constant, (§ 297, 4). 
2) In jeden 



Das Prodnot der Abstände 
zweier fester Punkte eines Kegel- 
schnittes von einer beliebigen Tan- 
gente desselben steht in einem 
eonstanteo Verhältnis zu dem 
Quadrate des Abstandes jener 
Tangente vom Schnittpunkt der 
in. jenen Punkten 



ä Product der Perpendikel, 
man von zwei festen Punkten (den 
Brennpunkten) auf eine beliebige 
Tangente fallt, constant. 



Abstandes 
festen Punktes von einem 
Punkte eines Kegel- 
schnittes steht zu dem Producte 
der Abstände dieses Punktes der 
Ciirve von zwei festen Geraden 
in einem Constanten Verhältnis. 
3) Wenn für einen Kegelschnitt ein Brennpunkt und ein um- 
geschriebenes Dreieck gegeben sind, so sind die Abstände der 
Ecken des letzteren von einer beliebigen Tangente durch die Re- 
lation vorbirndfin 

|- sin S, + f sin e^ + |i sin 5g = 0; 

für äj^ flj, S3 als die Winkel, unter welcben die Seiten vom Brenn- 
punkte ans erscheinen. Dies lehrt die Bildimg der Eeeiproken 
von der homogenen Gleichung des einem Dreieck umgeschriebenen 
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Wenu. das CeEtrum des eingeschriebenen Kreises als Brenn- 
punkt genommen wird, so ist 0^^ ^ (n -\- A^, i;^ sin -|- J^ ^ p, 
und die Gleichung des eingeschriebenen Kreises in diesem Systeni ist 

lalg cot I A^ + Isli cot iA + IJa cot i Jg = 0. 

Für jeden der änfserlich berührenden Kreise sind zwei der Co- 
täugenten durch die entsprechenden Tangenten zu ersetzen. 

4) Wenn für einen Kegelschnitt der Brennpunkt und ein 
1 Dreieck gegeben siaid, so werden die Abstände 

: Ecken von einer veränderlichen Tangente desselben durch 
die Relation verbunden 

Die Gleichung des umgeschriebenen Kreises in Linienooordi- 
naten erhält die Form 

sin^i/i; + sin^yX + sin^^l/g; = 0. 

ö) Die Gleichung eii 
Brennpunkt und drei Tangenten ist 

si...]/(i)+si...)/e) +...1/(1)^0. 

Mau erhält sie durch die Bildung der Eeciproken zu der zuletzt 
gefundenen Gleichung des umgesckriebenen Kreises. 

6) In deraelben Art erhalten wir aus 3) die Gleicliung eines 
Kegelschnittes bei gegebenem Brennpunkt und drei Punkten 

^ tan^e^-H -^^ tau 4- 9a 4- f^ tan 4- fl^ = . 

410. DoppelverMltnis-Eigenschaften. Manche auf Gröfaen- 
veriiältiiisse bezügliche Sätze lassen sieh auf solche über har- 
monische oder gleiche Doppelrerhältnisse reduciren. Ihre 
Transformation wird alsdaim durch die Fundamentaleigenachaft 
ermöglicht: Vier Fimkten einer geraden Beihe ents^ecken vier 
Strahlen eines Süsekels von gleichem Doppdverhältnis. Zur selb- 
ständigen elementaren Begründung derselben hat man nur 
anzuführen, dafs jeder Strahl, welcher den Ursprung mit einem 
Punkte der Reihe verbindet, zu dem Strahle des Büschels, der 
letzterem entspricht, senkrecht ist. Mit Hilfe dieses Satzes 
lassen sieh die projeeti vischen Eigenschaften der Kegelschnitte 
aus denen des Kreises ahleiten. 
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Daa Doppelverhäitnis von vier Punkten einer Geraden ist 
aber nicht die einzige Streckenrelation, welche durch eine 
Winkelrelation ausgedrückt werden kann. Für jede Relation, 
"welche durch die wie in § 81 vollaogene Substitution des 
Ausdrucks 

OA. OB .sinAOB 
OP 

für jede in ihr TOrkommende gerade Strecke AB auf eine 
Relation zwischen den Sinus der an einem gegebenen Punkte 
gespannten Winkel reducirt werden kann, gilt ebenfalls, 
dafs sie für die Schnittpunkte jeder beliebigen Transversale 
mit den Geraden OA, OS . . . wahr ist, welche jene Punkte 
mit diesem gegebenen Punkte verbinden. Indem man alsdann 
den gegebenen Punkt zum Ursprung der ßeciprocität nimmt, 
kann ein reciproker Satz leicht abgeleitet werden. So ist z, B. 
der folgende Camofsch.e Satz eine unmittelbare Fo^e des § 162 : 
Wenn ein Kegelschnitt die Seiten A^A^, A^A^, Ä^A^ eines 
Dreiecks bez. in den Punktepaaren B-^, Jß^'; Ji^, B^'; B., B^' 
schneidet, so ist 

Ä^B,.A^ B^- .A^B^. A^ B; .Ä^B^. A^ B^ 
A^B^.A^B^- .A^B^ .A^B/.A,B^.A^B^- ' 
Dieses Verhältnis besitzt die eben erwähnte Eigenschaft, also 
dürfen für die in ihm auftretenden Strecken die Sinus der 
Winkel snbstituirt werden, welche die Punkte bestimmen. 
Wir können dann den reciproken Satz bilden, welchen wir 
in § 327 gegeben haben. 



= 1. 



B. Das Doppel Verhältnis des 
Büschels, welches durch die Ver- 
bindung von vier festen Punkten 
eines Eegelschnittes anit einem 
veränderKehen fünften entsteht, 
ist constant. 



DasDoppelverhaltnis der Punk- 
te, in welchen vier feste Tangen- 
ten eines Kegelschnittes von einer 
veränderlichen fünften Tangente 
desselben geschnitten werden, ist 
constant. 



dieser Sätze ist für den Kreis wahr, weil alle 
Winkel des Büschels constant sind; in Folge dessen ist der aweite 
für alle Kegelschnitte richtig. Der zweite Satz gilt für den Kreis, 
weil die von den vier Punkten am Centrum bestimmten Winkel 
constant sind; in Folge dessen ist der erste Satz für alle Kegel- 
schnitte wahr. 

Indem man die Winkel betrachtet, welche in der reciproken 
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Figur den am Kreise vorhandenen constanten Winkeln eateprechen, 
erkennt raan, dafs die von den vier Puuktea der veränderlichen 
Kegeischnittstang'ente am Brennpunkt bestimmten Winkel constant 
sind, und dals ferner die Winkel, welche von den Schnittpunkten 
der vier Strahlen des Büschels mit der Direetrix am Brennpunkt 
t werden, von constaater Gröfse sind. 



411. Metrieclie Theorie reciproker Kegelsohuitte. Je 

imher eine Gerade oder ein Punkt dem Ursprung ist, desto 
weiter mufs offenbar der entsprechende Punkt oder die ent- 
sprechende Gerade von demselben entfernt sein; insbesondere 
entspricht jeder durch den Ursprung gehenden Geraden ein 
unendlich femer Punkt nnd dem Ursprünge selbst die unend- 
lich ferne Gerade. Hieraus ei^ibt eich allgemein rf*c Bestim- 
mung der Gattung des redproken Kegelschnittes. 

Den .beiden durch den Ursprung in die Cuive zu ziehenden 
Tangenten entsprechen die der reciproken tuive angehörigen 
Richtungen. Je nachdem vom Urspumg ans zwei reelle oder 
imaginäre Tangenten an die Cnrve gezogen werden können, 
hat die reeiproke Curve zwei i-eelie odei imaginäre unendlich 
ferne Punkte, und wenn der Ursprung m dei ( urve liegt, so 
dafs die von ihm aus zu ziehenden Tangenten zusimmenfallen, 
so fallen die unendlich fernen Punkte dei lenproken Curve 
zusammen und die zugehörige Tangente ist die unendlich ferne 
Gerade. Mit den genau definirten Unterscheidungen gilt somit 
das Kriterium des § 406 allgemein: Der reci'proke KegdschmU 
ist eine Hyperbel, eine EUipse oder eine Farahel, je nachdem der 
Ursprung aufserhalh, innerhcUb des gegebenen Kegelschnittes oder 
auf demselben liegt, wm^hängig von der Gattung desselben. 

Den Berührungspunkten der Tangenten ans dem Ursprung 
entsprechen die Taugenten in den unendlich fernen Punkten 
der Reciproken, d. h. die Asymptoten derselben. Die Excen- 
tridtät der Heciprohen hängt nur von ihrem Asymptotenwinkel 
ab (§ 177) und dieser ist gleich oder supplementär dem Winkel, 
welchen die vom Ursprung ausgehenden Tangenten der Original- 
curve ein schlief sen. Die Reeiproke eines Kegelschnittes im Bezug 
auf einen Pmtkt seines reellen ffauptkreises als Ursprtmg ist 
eine gleichseitige 
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Ferner entspricht der Schnittpunkt der Asymptoten der 
Eeciproken der Berührungssehne der vom Ursprui^ an die 
Originalcurve gezogenen Tangenten. Also entspricht das Cew- 
imm der Reciproken der Polare des Ursprungs in Bezug auf 
den gegebenen KegelsdiniU. Es ist nur ein epecieller Fall hier- 
von, wenn dem Centnun eines Kreises die Directrix des reci- 
proken Kegelschnittes entspricht (§ 194). 

Die AtiH d() BeC'^o'kalm'rve sind paraUd der Tcmgente 
und Nmmale eineb mit dem gegebenen Cönfoceäen Kegelselmittes, 
welcher durch den Ursprtmg geht. Denn sie sind parallel den 
Halbirungshnien des Winkels, welchen die vom Ui-sprung an 
die gegebene Curve gehenden Taugenten mit einander bilden 
(§§ 202, 247). Auch sind die Axen der Reciproken aus ihrer 
Durchmesser-Involution zu bestimmen, welche zur Involution 
harmonischer Polaren des gegebenen Kegelschnittes am Ur- 
sprung projectiviscb ist. Sofort bekannt sind die Axen dann, 
wenn eine Axe dei- gegebenen Curvo durch den Ursprung 
geht. Insbesondere gilt ofi'enbar der Satz: Die Eedproke 
eines Kegelschnittes in Bezug auf sein Oenkum als Ursprung ist 
der coaxiale Kegelschnitt, dessen Axen die reciproken Werte der 
gegebenen haben. 

B. l) Die Reciproke einer Parabel in Bezug auf einen Punkt 
ihrer Directrix ist eine gleichseitige Hyperbel. 

2) Man weise die folgenden Sätze als reciprok nach: 

Die Höbenperpendikel eines der I Die Höhen eines der gleioh- 
Parabel umgescliriebeDeE Drei- aeitigen Hyperbel eingesehrie- 
ecks schneiden sich in der Di- benen Dreiecks schneiden sich in 
rectrix. | der Curve. 

3) Man leite den letzten Satz aus dem von Pascal ab. 
(Vgl, § 285, 3,) 

412. Beeiproke Eegelsohnittsysteme. Durch die polar- 
reciproke Urafoi'muiig gehen die pnnetueU-linearen Curven- 
aysteme aller Stufen in tangentiell-lineare Systeme derselben 
Stufen über {§ 283). Sehr häufig kann man durch geeignete 
Wahl des Ursprungs dem reciproken System einen speeiellen 
Charakter geben, der die ünteranehung desselben übersicht- 
licher werden läfst. 
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Allen Kegelschnitten mit einem gemeinsamen reeUen Punkt 
entsprechen für diesen als Ursprung gleichzeitig Parabeln. 
Allen Kegelschnitten mit zwei reellen oder imaginären ge- 
meinsamen Tangenten entsprechen für deren Schnittpunkt als 
Urspmng gleichzeitig Kegelschnitte mit parallelen Äsen und 
Asymptoten, d. h. homotheUsche Kegelschnitte. 

Die Reciproken von irgend zwei Kegelschnitten können 
concentrisch gemacht werden, indem man eine Ecke ihres ge- 
meinsamen Polardreiecka als Ursprung nimmt. Jedes Bflschel 
oder jede Sehaar entspricht so einer Schaar oder einem Büschel 
concentrischer Kegelschnitte, deren Grundelemente ein Parallelo- 
gramm bilden. 

Die reciproken Umformungen beliebiger Kreissysteme 
gehen das Mittel, Eigenschaften von Kegelschnitten zu er- 
kennen, welche ei/ymi gemeinsamen Brennpunkt besitzen (§ 246). 
Zu den Kreisen eines Büschels ohne reelle Schnittpunkte läfst 
sich stets ein Punkt finden, für welchen als Ursprung die 
reciproken Curven deraelben cot^ocaU Kegelschnitte werden. 
Denn diese Reciproken werden confocal, sobald sie einen ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt haben. Also mufs der Urspmng 
in Bezug auf die Kreise die nämliche Polare haben, d, h. er 
mnfs einer der beiden Grenepmihte des Büschels sein. 



B. l) Cojifooale Kegelschnitte 
schneiden einander rechtwinklig'. 
(§ 2".) 



Kreisen bestimmt i 
jedem der Grenzpunkte 
rechten Winkel. 

Die auf einer Secante voi 



2) Die Tangenten von z' 
foealen Kegelsclmitten ans einem Kreisen awisehon ■ 
beliebigen Punkte bilden gleiche legeaen Abaclinitte spanne» an 
Winkel mit einander. (§ 2i7.) jedem der Grenzpunkte gleiche 

Winkel. 

3) Der Ort des Pols einer festen Die Polaren eines festen Punktes 
Geraden in Bezug auf die Kegel- in Bezug auf die Kreise eines 
scbnitte eines confocalen Systems Büschels geken durch einen festen 
ist ein Perpendikel zur festen Ge- Punkt, welcher mit jenem anjedem 
raden. (§ 247, 1.) der Grenzpunkte einen rechten 

Winkel bestimmt. 
4) Die Methode der reciproken Polaren bietet eine einfacbe 
Auflösung der ApoUonisehen Aufgabe dar: Einen Kreis m be- 
50' 
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icArejfte«, welcher drei gegebene Kreise berührt. Der Ort des Cen- 
trums für eiaei! Kreis, welcher zwei gegebene Kreise (l), (3) 
berührt, ist offenbar eine Hyperbel, welche die Centra dieser 
Kreise zu Brennpunkten bat; denn die Aufgabe reducirt sich 
sogleich auf diese andere: Man soll den Ort der Spitze eines 
Dreiecks bestimmen, für welches die Basis und die Differenz der 
Seiten gegeben ist. In Folge dessen mufs (§ 405) die Polare 
des Centrmns in Bezug auf einen der gegebenen Kreise immer 
einen Kreis berühren, welcher leicht construirt werden kann. 
Ebenso mnfs die Polare des Centrums für einen unter denjenigen 
Kreisen, welche die Kreise (l) und (3) zugleich berühren, auch 
einen gegebenen Kreis berühren. Wenn wir daker an den zwei 
so bestimmten Kreisen eine gemeinschaftliche Tangente ziehen und 
den Pol derselben in Bezug auf den Kreis (l) nehmen, so ist mit 
ihm das Centrum des die drei Kreise berührenden Kreises gefunden. 

413. a-leiohoug des reoiprokeiL SegelscliuitteB. Wenn 
(§ 186) die vom Centrum auf die Tangente gefällte Senk- 
rechte mittelst des von ihr mit den Axen gebildeten Winkels a 
dureli j) ^ y{a^ cos^ k -{-i^ ain^ «) ausgedrückt wird, so ist 
der Abstand p^ eines beliebigen Punktes x^ \ y^, von ihr gleich 
p — Xg COS ß — ^0 sin ff. Mittelst Pf^r^ = k^ ergibt sieh hieraus 
unmittelbar die Gleichung der Mecvproken eines Kegelschnittes 
mit Bemg auf einen Fwikt äq | y^, als Ursprung als 

(Xoa: + i/oP + ^^^ = «^^^ + ^>^ 
speciell als a^x^ -f- h^y^ ^ Ä* für das Centrum selbst als Ur- 
sprung (§ 406). 

Ist üierhatipi die Heciproke einer Ouree in Besitg auf den 
zum ürsprtmg genommenen Nul^imkt der Coordinaten bekamii, 
so kann mcm daraus die Gleichung ihrer für einen hdi^ngm 
Fimlci % I yg als Ursprung g^iüdeten Beäprolcen ableiten. Ist 
nämlicli der Abstand einer Tangente vom NuUpunkt p, also 
der vom Punkte Xg \ y^ Pp = (ji — x^ cos « — y^ sin ff), so ist 
wegen j>r ^ /e^, PR = K^ die Polai^leJehung der reciproken 
Curve 

-^ = -^ Xg cos K ^ t/o ^^^ <*; *''^o 

K = 5t^+ y^y+^l^ und -^^ = Äeo8^__ _ 

Wir müssen demnach in die Gleichung der auf den Coordi- 
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natenanfang bezogenen reeiproken Curve für X und y bez. 



und 



^'^ 



substituireii, um die gesuchte Gleichung zu erhalten. 

Das Ergebnis dieser Substitution kann in der folgenden 
Art einfach augezeigt werden: Sei die Gleichung der auf den 
Aufarigspuakt der Coordinaten bezogenen reciproken Gurre 

mW _|_ t(("-i) _|_ „(«-31 _( = 0, 

wo M*** die Vereinigung der Glieder k^" Gi'adee bedeutet. Dann 
ist die Gleichung der dem Punkte x^ \ y^ entsprechenden Reci- 
proken 



mW + «(«- 1) ^f£i^i™:t^) + „(-«) (!^--™2L?^J + etc. = 0. 

Sie iat offenbar mit der ersten von demselben Grade. 

So wird die Reciproke eines durch, die allgemeine Glei- 
chung gegebenen Kegelschnittes in Bezug auf die Directrix 
x^ -\- y^ = li^ durch Einsetzen von -~ x ■.li^\ — yJ:? für 1 1 tj 
in die Tangentialgleichung erhalten als 

A^^x^ + 2Ä^^xy + Ä^^y^ — 2A^^'k!'x—^AJc^y + ÄJi''^0. 
Daher hat- die ßeciproke in Bezug auf {x — x^'^ ~\~{y — J/o)^ '^ ^^ 
die Form 
(A,,x'-\-2A,,xy + A,,f)~2{A,,x-\-A,,y)(x^x + ij,y^K') 

B, Maa orläutere den Fall der Bildung der Polarreeiproken 
in Bezug auf die symmetrisch geschriebene Direotrii x^-{-tt^-\-s^=0. 

414. Paraboliselie Polar reciproeität. Es gibt eiae Classe 
von Sätzen, zu den-n Tiiiisformation vorteilhaft eine Parabel, 
als Directrh "") genommen werden kann. Diese Sätze beziehen 
sich auf die Grofse von Strecken, die einer festen Linie 
parallel gemessen &md Die Eignung der Parabel zu ihrer 
reciproken Umformung beruht auf der Eigenschaft, dafs der 
zwischen irgend zwei Geraden gelegene Abschnitt in der Axe 
der Parabel dem Abschnitt dieser letzteren gleich ist, welcher 
zwischen den von den Polen dieser Geraden gefällten Äxeu- 
normalen liegt. (§ 220.) 

Bei der Anwendung dieser Methode entsprechen den zwei 
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Gurventangenten, welche der Axe der als Directrix gewählten 
Parabel parallel sind, die unendlich fernen Punkte in der 
Reciproken. Daher ist die Curve eine Hyperbel oder EUipse, 
je nachdem diese Tangenten reell oder imaginär sind; endlich 
ist die Carve eine Parabel, wenn diese Axe durch einen der 
unendlich fernen Punkte der Originalcurve geht. 

Immerhin iat diese Methode der parabolischen Polai-en 
in ihrer Anwendung offenbar beschränkt. 

l) Jede veräaderliche Tan- Die Asymptoten und die durch 
irgend einen Punkt der Curve 
zu ihnen gezogenen Parallelen 
bestimmen in einer festen Ge- 
raden Abschnitte, deren Eechteck 
eonstaut ist (§ 178). 
a Berührungspunkten der parallelen Tangenten entsprechen 
die Asymptoten, ihren Schnittpunkten mit der heweglichen Tan- 
gente aber AsymptotenparaUelen durch den reciproken beweg- 
lichen Punkt, Der reciproke Satz ist äqulyalent mit dem Satze 
1 der Constanz des Eechtecks der AsymptotenparaUelen 



stimmt in zwei festen parallelen 
Tangenten desselben Abschnitte, 
deren Eechteck von constanter 
Gröfse ist {§ 162, 185, S). 



2) Diejenigen Sehnen einer 
perbel, welche von zwei festen 
Punkten derselben nach einem ver- 
änderlichen dritten Punkte ge- 
zogen werden, bestimmen einen 
Abschnitt von unveränderlicher 
Länge ia der Asymptote, (§188,2.) 



Wenn eine beliebige Tangente 
einer Parabel zwei feste Tan- 
genten derselben schneidet, so be- 
stimmen die von ihren Endpunkten 
auf die Scheiteltangente gefällten 
Normalen in dieser einen Ab- 
schnitt von constanter Länge. 



415. InvBraion. Das eindeutige Entsprechen von Punkteu. 
mit Punkten oder von Geraden mit Geraden, welches msammen 
für die ColUneation, und das von Punkten mit Geraden oder 
von Geraden mit Punkten, welches zuso/mmen für die Hed- 
procität charakteristisch ist, kann getrennt nach verschiedenen 
Gesetzen ia sehr verschiedenen Arten hergestellt werden. 
All e diese Arten geben Anlafs zui- Transformation von Figuren 
in andere Figuren und zur TJberti-agung der auf jene bezüg- 
lichen Sätze auf diese, somit zur Erkenntnis neuer geome- 
trischer Wahrheiten. 

Im Anschlufs an die circulare Polarreeiproeität ist es 
leicht genug, ein Entsprechen von Punkten ganz analog zu 
begründen, wie hier das Entsprechen von Pol und Polare. 



y Google 



InTeraioii und reciproke Eadien. 78ö 

Der Fufspunkt der Polare in dem Darchmesser des Pols 
kann als dem letztem entsprechend angesehen werden; dann 
gilt das Gesetz; Entsprechende Punkte liegen auf einerlei 
Durchmesser der Directrix, und das Product ihrer Abstände 
Tom Centruin ist coustaut. Damit kommen wir zurück auf 
die in § 137 — 139- betrachtete Verwandtschaft der circularen 
Inversion oder der redproken Radien Vectorert.^^^) 

Inverse PunJcte sind a/ach doppelt redproke Elemente in 
jeder Bedprodtät, welche den Inversionkreis und irgend einen 
concentrischert Krds ais Ordmmgscurve iesitgt'^^) (§ 398 und B,). 
Das KtTolntorische Tripel besteht aus dem InTcrsionscentrum 
und den absoluten Richtungen, d. h. diesen sind alle Punkte 
der reciproken Dreiecks selten doppelt reciprok oder invers 
(§ 137). 

Infolge der quadratischen Substitution wird die Jnverse 
dner Curve n"'' Ordnung im Allgemdnen von der Ordmmg 2n. 
Man übersieht sofort, dafs diese Ordnung sich stets dann er- 
niedrigt, wenn die Originalem-ve durch Ecken des Tripels 
geht. Demi, so oft dies geschieht, sondert sich von der Curve 
2^ieE Ordnung eine Seite des Tripels ab; nur der von dem 
Tripel unabhängige Teil dieser zerfallenden Curve entspricht 
der Curve n^'-' Ordnung eindeutig. Zu einem Kegelschnitt ist 
die Inverse im allgemeinen eine Curve vierter Ordnung; zu 
einem Kreise, da er die absoluten Richtungen enthält, nur 
wieder ein Kreis; zu eiuem Kreise durch das Inversionscentmm 
nur noch eine Gferade. 

Bildeu wir in Bezug auf denselben festen Kreis zu 
einer gegebenen Curve gleichzeitig die Polarreciproke und 
die Inverse, so ist auf jeder Tangente der ersten ein Punkt 
der letzten der Pufspunkt der vom Ceutrum auf sie ge- 
fällten Normale: Die Inverse ist die Fufspimktcurve der Folwr- 
redproken für das Cenirwm des gemdnsamen IHrectrkchrdses. 
So ist die Fufspunktcurve eines Kegelschnittes fiir einen der 
Brennpunkte der Scheitelberiihrungskreis (§ 203). 

Neben der Eigenschaft der Inversion, Wiukelgröfsen nicht 
zu ändern (§ 139), tritt als die wichtigste diejenige auf, 
i Kreise nicht m ändern. Nennt man 
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das Doppel verMltnis von vier Punkten eines Kreises geradezu 
das DoppelYerhältuis des Kreisvierecks, so kann man den 
Satz so ansspreelieu: Inverse Kreisviereche smd do^eh^hälhiis- 
gleich. Damit können projectiviscEie Relationen von geraden 
Reihen und von Stralilbii schein auf circulare Reihen und Kreis- 
biischel übertragen werden. 

Den Beweis liefei-t der Satz des § 309, dafs Strahlen 
eines Büschels einen Kegelschnitt in Pnnktepaaren einer In- 
volution sehneiden, dessen speeieUe Anwendung auf den Kreis 
schon § 135 enthält. Nun haben offenbar vier Pimkte eines 
Kreises und die auf den Inversionsstrahlen ähnlich gelegenen 
Punkte des inversen Kreises gleiche Doppelverhältnisse, denn 
diese werden durch ähnheh gelegene Strahlbüschel gemessen. 
Mit den letzteren sind aber die vier inversen Punkte in- 
Tolutorisch, nämhch perspectiv! soh zu einer und derselben 
Reibe in der Polare von in Bezug auf den inversen Kreis 
{§ 137). Bndlieh haben vier Punkte einer Geraden und die 
entsprechenden auf dem durch gehenden inversen Kreise 
als gemeinsames Doppel Verhältnis dasjenige ihrer Inversions- 
strahlen. 

B, l) Aus den Substitutionen x : >/ 1 = 3 y ie'^ -\- y'^ 
folgt die einfache Beziehung complexer Cooidmatenverbindungen 



-^y ^ 



x^fy 



Schreibt maa atj :a!g j a^j liüj für x — ii/\x-\-iy und t, Xg Ix/ix^ 
für sf -\- i^ \ x' — iy, d. h. führt man das involutoiische Tripel 
als Pundamentaldreieck ein, so erhält man dtc lymmetnschm 
homogenm- SabstiMionen der Inversion als 

x^' ■.x^':x^'= x^x^ : x^x^ : x^^x^- 

2) Aus dem Satze, dafs eine um einen festen Punkt drehende 
Gerade in zwei festen Geraden projeetivische Reihen bestimmt, 
folgt invers: Die Kreise eines Büschels bestimmen in jedem von 
zwei festen Kreisen, welche durch je einen der Grundpunkte des 
Büschels gehen, projeetivische Punktreihen. Ebenso folgt: Die Kreise 
eines Büschels bestimmen in einem festen Kreise zwei involu- 
torischo Punktreihen; etc. 

3) Die drei Kreise, weiche durch einen Punkt und die 
Schnittpunkte von je zweien unter drei beliebigen Kreisen gelegt 
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werden können, Laben einen zweiten gemeinschaftlichen Punkt. 
Denn die Radicalasen von drei Kreisen gehen durch einen Pankt. 
4) In jedem System von drei Kreisen hestimmon die sechs 
Paare conju^rter Berühmngski-eise von je zweien unter ihnen, 
welche durch einen und denselben Punkt gehen, sechs Schnitt- 
punkte mit einander, welche viermal zu dreien in Kreisen durch 
jenen Punkt liegen. Denn die sechs Schnittpunkte der gemein- 
schaftliehen Tangenten von drei Kreisen liegeu viermal zu dreien 



5) In einem Dreieck, welches von drei Kreisen durch einen 
Punkt gebildet wird, die einen und denselben vierten Kreis be- 
rähren, haben die drei durch diesen Punkt, je einen der Eck- 
punkte und den Berührungspunkt der Gfegenseite des Dreiecks 
gehenden Kreise einerlei Radicalaxe, und die drei Kreise, welche 
durch ihn und je ein Paar der Berührungspunkte bestimmt sind, 
schneiden die das Dreieck bildenden Kreise in Punkten, welche 
mit jenem Schnittpunkt der letztem auf einem Kreise liegen. Der 
Satz ist die Inversion der zu den Sätzen des § 315 (für einen 
eingeschriebenen Kreis) gehörigen JPigur. 

6) Wenn zwei veränderliche Kreise sich unter constantem 
Winkel auf einer festen Kreisperipherie und überdies in einem 
festen Punkte schneiden, so lunhüUt der Kreis, welcher in jeder 
ihrer Lagen durch den festen Punkt mit ihren veränderlichen 
Schnittpunkten im festen Kreise bestimmt wird, einen zweiten 
festen Kreis, welcher mit dem ersten und jenem Punkte dieselbe 
Badicalaxe hat. Dean wenn zwei Gerade sich auf einem festen 
Kreise unter constantem Winkel schneiden, so umhüllt die Ver- 
bindungslinie ihrer Schnittpunkte mit dem Ki-eise einen zweiten 
festen, dem ersten conoentriselieu Kreis. 

7) Man transformire durch Inversion die Figur, durch die 
man aus drei Paaren entsprechender Punkte von 7,wei projec- 
tivischen eoncyklischen Reihen die Doppelpunkte derselben be- 
stimmt (§ 309), für ein auf der Kreisperipherie gelegenes Centrum. 
Man erhält eine von Chasles benutzte Construction, 

8) Aus dem Satz vom Schneiden der Höhen eines Dreiecks 
folgt nach der Theorie der reciproken Polaren: Die Schnittpunkte 
der drei Normalen, die man im Punkte auf seinen Verbindungs- 
linien mit den Ecken eines Dreiecks ABC omchten kann, mit 
den öegoRseiton des Dreiecks, liegen in einer Geraden. Durch 
Inversion mit dem Centrum folgt: Wenn man auf den gemein- 
schaftlichen Sehnen OA, OB, OC von drei in sich seimeiden- 
den Kreisen in Normalen errichtet, so liegen ihre zweiten 
Schnittpunkte mit den entsprechenden Kreisen auf einem durch 
gehenden Kreise. Die abermalige Bildung der Eteciprokalflgur mit 
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dem Ursprung gibt: Wenn drei Parabeln von einerlei Brenn- 
punkt von je zwei Seiten desselben Dreiecks berübrt werden, so 
berühren die zn diesen Seiten senkrechten Tangenten der ent- 
sprechenden Parabeln eiae und dieselbe Parabel vom nämiichen 
Brennpunkt. 

416. Methode der reeiproken Coordiaaten. Um ein im 
allgemeinen eindeutiges Entsprechen von Elementen zu defi- 
niren, kann, wie bisher ein Kegelschnitt, auch ein Dreieck 
oder Viereck als feste Hilfsfigur dienen. Es genügt auf 
einige solche Methoden hinziiweisen. 

Verbindet man einen Punkt iE; mit den Ecken eines 
Dreiecks und nimmt zu jedem Eckstrahl den symmetrischen 
in Bezug auf die Halbiruugsiinie des zugehörigen Dreiecks- 
winkels, so schneiden sich diese drei Ecbstrahlen wieder in 
einem Punkte y^ (§ 62, s). Die Dreiliniencoordinaten des einen 
Punktes sind die reeiproken Werte von denen des andern. 
Man kann dann diese Punkte als einander eindeutig und ver- 
tausehbar entsprechend in Bezug auf das Dreieck oder nach 
der Methode der reeiproken Goordinaten ansehen. (§ 330,3.)^^^) 

Die Zuordnung ist wiederum quadratisch, und zwar so, 
dais einer Gferaden 2a^x^ = ein dem Dreieck umgeschiie- 
hener Kegelschnitt S{a^ ■.x^ = entspricht (§ 315) und um- 
gekehrt. Damit erkennt man die Inversion als besonderen 
Pall dieses Entsprechens (§ 415, i). Speciell der unendlich 
fernen Geraden entspricht der umgeschriebene Kreis des Drei- 
ecks (§ 315, 3), jedem Eckpunkt aber alle Punkte der Gegen- 
seite, Die einzigen sich selbst entsprechenden Punkte sind 
die Centra der vier dem Dreieck eingesehrieh enen Kreise (§ 70). 

Ebenso köiinte man ein Entsprechen von Geraden nach 
reeiproken* Liniencoordinaten aufstellen. 

Endlieh kann jedem Punkte eine Gerade zugeordnet werden, 
deren Liniencoordinaten die B,eeiproken der Punkteoordinaten 
sind. Geometrisch bedeutet dies nach § 64, 1) das Mitspreeken 
zicischen einem Pimkle imd sä,ner Harmoniknle in Semg auf 
das Fwndamentaldreiech. Die unendlich ferne Gerade ist die 
Harmonikale des Schwerpunktes. Den Punkten einer geraden 
Beihe Ha^äs^ = entsprechen als Harmonikaien die Tangenten 
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eines dem Dreieck emgeschnebenenKegel8clmittes2J((tj:§;)=0. 
Den Ecken des Dreiecks entspreclieii alle durch sie gehenden 
Strahlen. 

B. l) Nach der Meüiode reeiproker Coordinaten liegen ent- 
sprechende Punkte entweder zugleich im Innern des Dreiecks, 
also auch des umgeschriehenen Kreises, oder beide aufserhalh 
des letzteren und in derselben Winkelfläche des Dreiecks , oder 
der eine in dem zwischen einer Dreiecksseite und dem um- 
geschriebenen Kreise gelegenen Segment und der andere im Scheitel- 
winkelraum der Gegenecke. Dem Centnim des umgeschriebenen 
Kreises entspricht der Höhenschnittpnnkt etc. Je zwei einander 
entsprechende Punkte können als die Brennpunkte eines dem 
Dreieck eingeschriebenen Kegelschnittes angesehen werden. 

2) Einer beliebigen Geraden entspricht der Neunpunkte- 
Kegelschnitt derselben in Bezug auf das Viereck, welches die 
Punkte von den Coordinaten + 1 I ± 1 ! 1 bilden. {Vgl. § 373, 3.) 

3) Den Tangenten eines mit dem umgesebriebenen Kreise 
coneentrischen Kreises entsprechen umgeschriebene, unter einander 
ähnliche Kegelschnitte; jenem Kreise selbst die Enveloppe dieser 
Kegelschnitte, eine Curve vierter Ordnung.'^') Man erörtere den 
Speeialfall der gleichseitigen Hyperbeln, (Vgl. § 179, 3.) 

4) Die Harmonikalen der unendlich fernen Punkte umhüllen 
diejenige Ellipse, welche die Seiten, des Dreiecks in ihren Mittel- 
punkten berührt, 

417. Quadratische Verwandtschaft. Suchen wir ein Ent- 
sprechen von Elementen unter Benutzung von vier festen 
Elementen zu vermitteln, so können wir diese durch die mit 
ihnen bestimmten linearen Kegels ehnittsysteme ersetzt denken. 
Eine Zuordnung von Punkten, in welchen geraden Reihen 
wiederum Kegelschnitte entsprechen, gibt die Beziehung der 
in Bezug auf ein Kegelschnittbiischel doppelt conjugirten Pole 
(§§ 269, 334). Nach § 399 können wir dieselbe auch ganz 
allgemein als die Verwandteehaft der doppelt conjugirten Pole 
in s!wei Pdlmsystmtm^"*) definiren. Aber auch schon dnrch 
eine allgemeine Heciprocität wird eine quadratische Verwandt- 
schaft der doppelt reeiproken Elemente erzeugt (§ 398). Wir 
werden sofort erkennen, dafs die beiden Verwandtschaften 
unter derjenigen dritten als besondere Fälle enthalten sind, 
welche einem Punkte je eines Systems in mwei Beeiprocitäten 
den in beiden reeiproken Schnittpunkt ihrer reeiproken Ge- 
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raden anordnet. Wir bezeichnen diese als die allgemeine quadra- 
Usciie Verwandtschaft 

Da zwischen reciproken Punkten einer Reciproeität eine 
bilineare ßelation beateht, ao können wir doppelt reeiproke 
Punkte x^ und y^ in zwei Beciproci täten durch zwei Relationen 

X,y, + X^y, + X^y^ = 0, X^'y^ + X^'y^ + X.'y, = 0, 
in denen die X^, X^ lineare Formen der x^ bedeuten, ver- 
bunden voraussetzen. Sollen % und i/j speciell in zwei Polar- 
syatemen doppelt conjugirte Pole sein, so bestehen ebenfalls 
diese Relationen mit der Besonderheit, dafs in jeder die Ooeffi- 
cienten von «ji/^ und X0i identisch werden. Sind endlich 
a;^, yf durch ehie Eeciprocität einander doppelt zugeordnet, so 
müssen die beiden Relationen identisch werden, sobald wir 
in der einen die Xf und die y^ vertauschen. 

Demnach besteht allgemein die quadratische Substitution 
9,:t,:S.~{X,X,'-X,X,'y.(X,X,-X,X,y.(X,X,'^X,X,-). 
Also entsprechen den Punttreihen in den Seiten des Coordi- 
natendi'eiecfes y^^ ^ Oj J/g = 0, 1/3 = die Kegelschnitte 

X^ i Ji-^ = X^ i Äg = X^ '. A^ . 
Diese gehen aber nach § 294 durch drei gemeinsame Punkte ar,, 
für deren Coordinaten die beiden Definitionsgleichungen iden- 
tisch werden. Demnach gehen alle Kegelschnitte, weiche 
geraden Reihen y^ entsprechen, durch diese drei Punkte x^, 
und jedem von diesen entsprechen umgekehrt alle Punkte j/; 
der Geraden I^X^y^ = 0. Jedem andern Punkte y^ entspricht 
also, da er als Schnittpunkt zweier Geraden angegeben werden 
kann, der vierte Schnittpunkt der jenen zugeordneten Kegel- 
schnitte, einem Strahlhüsehel ein Kegelschnittbüschel. Die 
drei festen Punkte des Kegelschnjttnetzes nennen wir die 
Hauptpunkte des Systetns der x^. 

Umgekehrt gilt für die Bestimmung des einem Punkte aJ; 
entsprechenden Punktes y^ das Analoge, vermittelt durch äie- 
selben, nur nach den x^ geordneten, Relationen SYiXi = 0, 
SYj'X;^ 0, in denen Yf, J"/ die y^ linear enthalten. Den 
geraden Reihen x^ entsprechen die Kegelschnitte des Netzes 
F^ : r/ = I^ : Fj' = Yg : Fg' durch die drei Hauptpunkte des 
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Systems der y^. Den durch einea Hauptpunkt der x^ gehen- 
den Geraden enteprechea nun zerfallende Kegels clmit.te, denen 
eine Verbindungslinie ztreier Hauptpunkte der t/; angehört. 
In dm beiden Hauptdi-eieeken entsprechen einander daher eine 
Ecke des einen imd eine Seite des andern. Endlieh gibt es nocli 
vier sich selbst entsprechende Punkte in der Verwandtschaft, 
nämlieh die Schnittpunkte der Pol kegeis ehnitte SX^x^ ^ 0, 
UX{Xf = beider Reciproci taten. 

Beschäftigen wir uns nur mit dem allgemeinen Fall, wo 
die Hauptdreiecke nicht degeneriren, so können wir auf eines 
derselben die Coordinaten beziehen. Sollen z. B. allen Ge- 
raden x^ Kegelschnitte J-iJ/sJ/ä + hPsVi ~\~ KViVi =^ '^ ®^'" 
sprecheuj ao mufs es drei Constante ä;,- geben, so dafa X/ = fCfXi 
wird; nur dann entsprechen den Fundamentalpunkten drei 
Gerade X^ = 0, welche das Hauptdreieck dei- x^ bilden. Nun 
werden die Substitutionen der einen Gruppe 
x^ : x^ : x^ = {k^ — k^)X^X^ : (k^^k^)X^X, : (Ä^ — Ä^) X^X,. 

Die allgemeine quadratische Verwandtsehaß enthält die Col- 
ItTieaMon*) als SpecicdfaU. Die Grundgleiehongen der letzteren 
drücken die CoordinateuYerhältnisse yx'yalVa' Vs '^^ Form 
von gldchbenmmt gebrochenen Functionen der Xi aus und man 
erhält dies, sobald man identisch X, :^ 0, X^' ;ez; 0, Xj ^ X^' 
setzt. Auf die allgemeine quadratische Verwandtschaft kommt 
man umgekehrt, wenn man die Nenner der jenen Verhält- 
nissen gleichwertigen Ausdrücke als ungleich voraussetzt 
j/j : )/j = i^ : Jj^^ y^ '■ y^ ^ ^3 '■ -^li a-lsdann sind die Haupt- 
punkte der a^j i, ^ ig = 0, L^ = L^^ 0, L^ = L^ = 0, 
aber i^ = 0, L^ = sind nicht Seiten ihres Dreiecks. 

418. Verwandtschaft doppelt conjngixter Elemente. Von 
Wichtigkeit ist vorzüglich der Fall der involutorischen Ver- 
wandtschaft zweiten Grades, für welche das Gleichungspaar 
in den x^ und y^ symmetrisch sein mufs. Alsdann kann nur 
entweder X,- = Y„ X/ = F/ oder X^ = T/, Y^ = X/ sein. 



*) Auch, die Eeeiprocität ist in der ailgemeinen Verwandtschaft 
mit enthalten, nämlich dann, wenn eine der definiienden Kelattonen 
identisch wird (X^^O), 
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sofern man x^ und y^ als gleichartige Variabein rechnet. Diese 
Bedingungen deflniren aber die durch zwei Polarsjsieme oder 
eine Reciprocität vermittelte Verwandtschaft. In beiden decken 
sieh die Hauptdreieoke, nur in verschiedener Zuordnung der 
Ecken und Seiten (§§ 371, 398). 

Nehmen wir die Fundamentalpunkte als die Hauptpunkte, 
so müssen X; = deren Verbindungslinien darstellen (§ 417). 
Also sind für die Substitutionen nur die Anordnungen möglich 

welche nach dem Früheren die genannten Hauptfälle eharak- 
terisiren. Somit ist die Methode der reciproken Cooräinatm 
der Ausd/mek der allgemeinen Verwandtschaft doppelt conjugir- 
ter JJRemente. 

Nach früheren Ergebnissen kann sie leicht geometrisch 
eonstrairt werden, sobald man ihre sieh selbst entsprechen- 
den Elemente, die gemeinsamen Elemente der die Polai^ysteme 
definirenden KegeUchnitte kennt. Das Hauptdreieck ist das 
Diagonaldreieck jenes Quadrupels, von dem ein Element als 
Einheitelement gewählt werden kann. Alsdann definirt die 
allgemeine Methode der reeiproken Coordinaten die Verwandt- 
schaft der in Besug auf das Quadrupel 1 1 + 1 i i ^ doppelt con- 
jugi/rten Elemente folgendermafaen: Die Grleiehungen XiPf = Xf.y^ 
deflniren involutorische Strahlbüschel mit den Doppelstrahlen 
Xf^ = x^, d. h. die Verbindungsstrahlen von entsprechenden 
Punkten mit einem Diagonalpunkt sind conjugirt harmonisch 
mit den durch ihn gehenden Seiten des sich selbst entsprechen- 
den Vierecks. (Vgl. die B. 1, 2, 3 über die Construetion der 
gemeinsamen Elemente von zwei Polarsystemen.) 

Wir können aber z. B. die VenvoMdischaft im, Bezug auf 
em Yierseit auch direct auf den Satz des § 327, i) gründen:^*^) 
Die harmonisch eonjugirten der Schnittpimkte einer Geraden L 
mit den Diagonalen in Bezug auf die zugehörigen Ecken 
liegen in einer Geraden L'. Dreht sich L um einen Punkt P, 
so schneidet L' in den Diagonalen projectivische Punktreihen 
aus, d. h. L' umhüllt einen dem Diagonaldreiseit eingesehrie- 
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beneii Kegelschnitt P, imd umgekehrt. Dieser P entaprechende 
Kegelschnitt P degenerirt nur, wenn P einer Diagonale an- 
gehört, nämlich in das Punlctepaar, das aus dem zu P in der 
Diagonale harmonisch conjugirten und dem gegenüberliegen- 
den Diagonalpunkt besteht. 

Damit tritt deutlich hervor, daft vier Strahlen von P 
und die entsprechenden Tangenten von P dasselbe Doppel- 
verhältnis haben. Doppekierkälinisse in entdeckenden GebUden 
ersten und zweiten Grades einer quadratischen Transformation 
hohen gleichen Wert (vgl. § 415). 

Die vorige Zuordnung ist aber identisch mit der Ver- 
wandtschaft der doppelt conjugirten Polaren in Bezug auf 
die Sehaar der dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitt«, 
denn ihr analytischer Ausiinick ist |;i;,. = ^^% und die (ilei- 
chungen der Punktepaare der Schaar sind in |^^ = 1^^ ^ |j^ 
enthalten. Durch jeden Punit P gehen also zwei doppelt 
conjugirte Polaren, welche die Tangenten aus P an den ent- 
sprechenden Kegelschnitt P sind und in P von den durch diesen 
Punkt gehenden beiden Curven der Schaar berührt werden. 

B. 1) Man construire die gememsamen, Elemente von nw^ 
Polarsj/sfem&i, die durch je ein Polardreieek und ein Paar be- 
stimmt sind. 

Insofern wir die Polarsysteme als awei Kegelschnitte denken, 
erscheinen ihre vier gemeinsamen Pimkte und ihre vier gemein- 
samen Tangenten als die Objeete der Aufgabe ^ sie iat bi- 
quadratisch. Da aber die gemeinsamen Punkte durch sechs ge- 
meinsame Sehnen verbunden werden und die gemeinsamen 
Tangenten sieh in Paaren in sechs Punkten schneiden, erbalten 
wir jene vier Punkte als Schnitte der gemeinsamen Sehnen zu 
je drei, und dual die vier gemeinsamen Tangenten als Ver- 
bindungsgerade jener sechs Schnittpunkte au je drei. Auch ist 
die Definition der die vier Punkte verbindenden Sehnen und die 
der Schnittpunkte der vier gemeinsamen Tangenten nach der 
Uatur der Polarsysteme evident: Die sechs Verbinduagsgeraden s 
der gemeinsaanen Punkte sind die Geraden, denen in beiden Polar- 
systemen dieselbe Involution harmonischer Pole zukommt, nnd die 
sechs Schnittpunkte T der gemeinsamen Tangenten sind die Punkte 
mit einerlei Involution harmonischer Polaren. Wir wissen auch 
schon, dafs die Sehnen Kwischen den gemeinsamen Punkten in 
Paaren durch die Ecken des gemeinsamen Polardreiecks beider 
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Kegelsehnitte gehen, und dafs die Sclmittp unkte der gemeinsamen 
Tangenten in Paaren auf den Seiten des gemeinsamen Polar- 
dreieeks liegen. Ist also dieses gemeinsame Polardveieck gefunden, 
so wird ailea Übrige durch Involutionen d. i. quadratische Glei- 
chungen erhalten — das Polardreieek ist so zu sagen der Vertreter 
der cubischen Eesolvente der biquadratisehen Gleichung der 
Aufgabe. 

2) Die Bestimmung des gemeinsamen Polardreiecks geschieht 
ebenso leicht durch Ermittelung seiner Ecken wie dual durch 
die seiner Seiten mittelst der doppelt conjugirten Elemente der 
beiden Polarsysteme Weü der doppelt cohjugirte Punkt au einem 
gegebenen der Schnittpunkt seiner beiden Polaren ist, so ent- 
sprechen einer geiaden Punktreihe in der Ebene der Polarsysteme 
zwei zu einander (weil zu ihr) projectivische Stiahlbttsehel ihrer 
Polaren und damit als Punkten der Reihe doppelt conjugirt die 
Punkte eines Kegelschnittes. Diese Kegelschnitte gehen alle durch 
die drei Punkte mit einerlei Polaren und ihre Verbinduugsgeradeu 
sind diese Polaren selbst. Zwei gerade Reihen je, l, in denen 
wir aufser dem gemeinsamen Punkt je zwei Punkte willkürlich 
wählen, liefern je fünf Punkte für solche Kegelschnitte Cf, L, die 
sieh im doppelt conjugirten des Punktes gl und m den drei 
Ecken des gemeinsamen Polardreieeks schneiden (und dual.) 

3) Au dies Dreieck scMiefst sieh nun die Oonstruction der 
gemeinsamen Punkte und Tangenten dei Directnskegelschnitte 
wie folgt: Die beiden Verbiiiiung3f,ei^den gemeina\mer Punkte, 
die durch eine seiner Ecken gehen, sind die Doppelstrahlen der 
Involution, welche durch die Verbindimg dieser Et-ke mit zwei 
Paaren doppelt conjugirter Paukte bestimmt wud Und die 
beiden Schnittpunkte gemeinsamer Tangenten die in einer seiner 
Seiten liegen, sind die Doppelpunkte dei Involution, welche in 
ihr durch die Schnittpunkte mit awei Paaren doppelt conjugirter 
Geraden bestimmt wird. (In 2 sind g und die Verbindungs- 
gerade g* ihrer Pole, und wieder l, i* zwei solche Paare.) Nach 
dem Früheren sind die Realitäts Verhältnisse ersichtlich. 

4) An das Polardreieck der vorigen Beispiele kaan man die 
Definition der Büschel und Schaaren von Polarsystetnen knüpfen. 
Die Angabe eines Polardreieckes und zweier conjugirter Punkte 
bestimmt unendlich viele Kegelschnitte, weil jede durch den einen 
dieser Punkte gehende Gerade als Polare des andern einen solchen 
liefert; weil die InYolutiouen mit den s als Doppelstrahleu für 
alle dieselben sind, so bilden diese Polarsysteme wie ihre Diree- 
trisea ein Büschel; zu einem Punkte ein Polarenbüschel. Der An- 
gabe eines Polardreieekes und zweier conjugirten Geraden entspringt 
die Schaar von Polarsystemen mit der dualen Grundeigenschaft, 
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5) Nimmt man als Definitionsgleiehimgeii s^t/i — %ya = 0, 
^i^i^/i + ^8%^s + h^Vs = 0, wo das erste Polarsystem in die 
Verbiadungastrahlea der Pole mit einem Hauptpunkt degenerirt, 
so entsprechen den Geraden ^ die Kegelschnitte 

I, (',%' + k',") - >.% dl'. + i.«i) - O' 

Bei Interpretation in rechtwinkligen Coordinaten (x^ = % = l) 
besteht das Netz aus den durch den Nullpunkt gehenden homu- 
thetiseheu Kegelschnitten. Je zwei Kegelschnitte schneiden sich im 
Nullpunkt unter demselben Winkel, wie die entsprechenden Geraden. 
Mit X^ = oder mit Ü, = il^ erhält man ein Netz von Parabeln oder 
von Kreisen. Der letzte Fall ist derjenige der Inversion (§ 41Ö). 

6) Eine Anwendung der allgemeinen involutorischen Transfor- 
mation bietet die Figur aweier projectivischer StrahlhüacUel in perspec- 
tivischer Lage (§ 94), So entspringt der Satz: Wenn zwei projec- 
tivisehe Büschel von Kegelschnitten Sj -{- hS^ = 0, Z7j + ^ f^s = 
(§ 334) durch dieselben drei Punkte A, B, C gehen, so dafs der 
vierte Grundpunkt des einen D, der des andern E ist, und sie so 
liegen, dafs der durch die fünf Punkt« A, S, C, £>, E bestimmte 
Kegelschnitt sich seihst entspricht, so liegen die vierten Schnitt- 
punkte der entsprechenden Kegelschnitte beider Büschel sämmtlich 
auf einem dem Dreieck A, S, C umgeschriebenen Kegelschnitt. 

Besonders beq^uem erlaubt diese Methode von Kegelschnitten 
zu Ourven höherer Ordnungen überzugehen; so gibt die Erzeugung 
der Kegelschnitte durch projectivische Büschel eine Generation 
von Curven vierter Ordnung; etc. 

7) Wenn die Punkte c, <f (Fig. S. 552) mit den unendlich 
fernen imaginären Kreispuaktea zusammenfallen, so bilden die 
dem Vieraeit eingeschriebenen Kegelschnitte eine Schaar von con- 
focalen Curven, für welche die associirten Punkte a, «' und ö, b' 
die reellen und imaginären Brennpunkte bezeichnen, während 
das gemeinsame Centrum ist. Nach § 383 sind nun die ent- 
sprechenden Geraden i, L' normal zu einander, und da sie die 
Segmente aa, bb' zwischen den Brennpunkten harmonisch teilen, 
so sind sie Tangente und Normale von zwei coni'ocalen Kegel- 
schnitten in ihrem Schnittpunkt. Zugleich entspricht jedem 
Punkte p eine Parabel 1', welche die Geraden aa', bb' berührt 
und die Gerade p G zur Direotris hat. 

Den Normalen, welche von p an einen Kegelschnitt S der 
confocalen Sehaar gezogen werden können, entsprechen die Tan- 
genten, welche der Kegelschnitt S mit dieser Parabel gemein hat. 
Wenn diese gemeinschaftlichen Tangenten construirt wären, so be- 
stimmen ihre Berührungspunkte in S mit C die fraglichen Nor- 
malen. Das Doppelverhältnis der vier Tangenten ist dem der vier 
Normalen gleich. 
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Die Fufspunkte der Normalen sind die Schnittpunkte voa S 
mit einem Kegelschnitt H, welcher die Polarcurve von P in Bezug 
auf C ist «nd daher, weil P dem zu S harmonischen. Dreieck ABC 
eingeschrieben ist, demselben Dreieck ABC umgeschrieben sein 
mufs. Also ist er eine gleichseitige Hyperbel durch das Centrum 
von S, deren Asymptoten den Äxen von S paä'allel sind. Um- 
gekehrt bestimmt jede dem Dreieck ABC umgeschriebene gleich- 
seitige Hyperbel in S vier Punkte, deren Normalen in einem 
Punkte p convergiren, wo p der Parabel i* entspricht, welche die 
Polarcurve jener Hyperbel in Bezug auf 8 ist. 

Wenn nun den Tangenten von S die zugehörigen Normalen 
entsprechen, so entspricht der Curve S ihre Evolute (§ 264), eine 
Curve von der vierten Classe, welche durch diese Zuordnung 
mittelst der bekannten Curve 8 untersucht werden kann. 
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Zweinadzwanzigstes Kapitel. 

Von der Methode der Projection. 

419. Centralprojection. Wir haben im Vorheigehenden 
gezeigt, wie die allgemeine Idee der Verwandtschaft von zwei 
geometrischen Figuren in mannigtachen Formen erscheint. 
Die einfachste und aaschanlichste Begründung einer solchen 
Beziehung bietet die Methode der ProjecHon dar.'''^) 

Wenn alle Punkte einer in der Ebene E gelegenen Figur 
mit ii^end einem reellen, festen Punkte im Räume durch 
Strahlen verbunden werden, so bilden diese einen Keffd 
von der Spitze 0; die Schnittlinie dieses Kegels mit einer 
beliebigen Ebene E' bildet eine Figur, die man die Gettbral- 
projecHon der gegebenen Figur aus dem Frojectitmseeninim 
auf die Bildebene oder ProjecUonsebem E' nennt. Maa be- 
zeichnet den Kegel dann auch als den projidrenden Kegel. 

Jedem Fmikte in der einen Figur entspricht ein Fwnkt in 
der cmdffm, nämlich der Schnittpunkt ihrer Ebene mit dem 
projieirenden Strahle des ersten, ^ne Gerade wird immer als 
Gerade prqjidrt. Denn die projieirenden Strahlen aller Punkte 
der Geraden hüden eine enthaltende Ebene, die projicirende 
F3tene der Geraden, welche durch ihren Schnitt mit E' die 
Projection der gegebenen Geraden bestimmt. 

Wenn Punkte in der einen Figur in gerader Linie liegen, 
so liegen auch die entsprechenden Punkte der andern Figur 
in einer geraden Linie; wenn Gerade in der einen Figur durch 
denselben Punkt hindurchgehen, so sehneiden sich auch die 
entsprechenden Geraden der andern in einem Punkte, nämlich 
dem entsprechenden Punkte jenes ersten, 
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Die geraden Reihen entsprechende! Punkte und ebenso 
die Büschel entsprechender Gferaden sind projectivisch oder 
von gleichen Doppel Verhältnis een nach § 81 f. und kurz: 
Die geometrische Vei'wandtschaft, die die Centralprojection 
zwischen zwei Ebenen begründet, ist die aus den §§ 89 f. be- 
k^inte CoUineation. Ihr algebraischer Ausdruck ist somit die 
lineare Substitution §88 der Punktco ordinalen mit der trans- 
ponirten der Liniencoordinaten bei nichtver schwindendem 
Modul A; sie ist in Kapitel V eingehend behandelt und wir 
haben für den allgemeinen Fall nur wenig hinzu zu fügen 
(§ 425). In § 396 f. ist ebenso die Verwandtschaft der Ited- 
procitüt zwischen vereinigten ebenen Systemen von den line- 
aren Substitutionen mit nichtTerschwindendem Modul aus be- 
handelt worden, in der jedem Punkt eine Gerade und umgekehrt, 
jeder geraden lleihe ein zu ihr projectivisches Büschel und 
umgekehrt entspricht, und von welcher die durch einen reellen 
Kegelschnitt definii'te Polarreciprocität einen gründlich be- 
kannten Specialfall büdet; dabei ist aber mit dem Fall der 
verschwindenden Discriminante ia § 323 die Unbestimmtheit 
der polaren Zuordnung als wichtig hervorgetreten, also die 
Frage nach der geometrischen Bedeutung der linearen Substi- 
tutionen mit vei-sch windendem Modul. Es ist ein Vorzug der 
Methode der Projectiou, dafs sie dieselbe in allen hierher ge- 
hörigen FäUen klarstellt und damit auch sicher zur algebrai- 
schen Behandlung führt. 

§ 420. Die singnlären Projectivitäten. Solche sind in 
der Methode der Projeetion also für die CoUineation funda- 
mental, weil sie mit den projidrmdm Sirahlen und Ebenen 
entspringen, die die Projeetion vermitteln. ^^') 

Wenn a) die Ebene E das I'r&jeetionscmttrum enthält, 
so liegen die Bilder aller ihrer Punkte aufser in ihrer 
Schnittlinie s mit der Bildebene E', in der Art, dafs jeder 
Punkt von dieser alle Punkte der Geraden abbildet, die ihn 
mit verbindet; und zugleich liegen in s die Bilder aller 
Geraden in E, die nicht durch gehen. Dagegen liegen die 
Originale aller Punkte von E' aufser s in 0, und die Origi- 
nale aller Geraden in E' aufser S sind gerade Linien durch 
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in E, 90 zwar, dafa alle Juich denaelben Punkt von s 
gehenden denselben Ongmaletiahi haben. 

Wir haben albo in der einen Ebene einen singulären Punkt 
oder sagen wu hiei 8, dem alle Punkte der andern Ebene ent- 
sprechen, und m dei andern Ebene eine singulare Gerade s', 
die alle Geraden der andern Ebene abbildet; den geraden 
Reihen durch S entspieoheu die Punkte auf s' projectiviBch, 
den Strahlbü schein aus Punkten von s' die nach diesen gehen- 
den Gejaden aus S 

Wir gehen zum algebiaischen Auedruck dieser Besonder- 
heiten. Damit dem Punkte 6 von den Coordinaten s^ jeder 
Punkt des gestrichenen Systems und der Geraden von den 
Coordinaten 6/ jede Gerade des un gestrichenen entspricht, d. h. 
damit die Verbältnisse der Coordinaten ihrer entsprechenden 
die Form : erhalten, müssen die Substitutionen 

die Besonderheit haben, dafs 



«(1% + «««! + «(3^3 = 


= ^y 


^ifVi 


t; also nach der ersten 


Bedingung 


«;! = 


= — 


^j?3_+_?i 


iid nach der zweiten 






„ — _ '^<_±.". 


ä*< 


-=. 



Damit erhalten wir die Substitution wie folgt: 

iix^-- ^(«äs%+ «S3S3) + o'ss^s + «fl3^- 

f(%'= — ^(«sgSg + «asSs) 4- «ää^ä -f «S3'%- 
Sie ist bestimmt, aber ihre Moduldeterminante ist Null, 
weil die Elemente der ersten Zeile die Summen der mit Con- 
stanten multiplicirten entsprechenden Elemente der zweiten 
und dritten Zeile sind (§ 87). Sie wird vereinfacht, indem wir 
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bei beliebig gedachter Vereinigung der Ebenen E und E' 
den aingul'ären Punkt als Fimdamentalpunkt A^ mit Coordi- 
naten s^, 0, und die singulare Gerade als gegenüber- 
liegende Funclainentallinie a;,' mit Coordinateii ß^', 0, wäh- 
lenj sie ist dann 

fix^ = ü, fix^ =i ßj^iCg -f- ö^asa^Sf f^s '^^ (^»2^2 "r '^33^3 

Eine der ersten Uuterdeterminanten ihres Moduls ist von 
NuU verschieden, man hat zwei statt drei Gleichungen zur 
Bestimmung. Einer bestimmten Geraden durch den singulären 
Punkt «ä — kx^^ entspricht nun k.B. aul'aer der singulären 
Geraden die andere Gei-ade durch ihn aus 

die nur fflr 

a^j : a^g = ^ = («ggA + «3g) ; {cc^^i. -\- «jg) 
mit jener znaammenfäUt, ete. 

Aber noch ein anderer Fall ist möglich, nämlich b) dafs 
das ProjecUomcmtmm ein Punki in der geraden Linie EE' 
ist. Wir können kurz sagen, dafs dann jede der heiden Ebenen 
einen sinffulären Pmtlct oder S in dn^ singulären Geraden s 
enthalt, also dafs jene Punkte allen Punkten der jeweiligen 
andern Ebene und diese Gei-aden aUen Geraden derselben ent- 
sprechen; überdies jeder Geraden durch den singulären Punkt 
des einen alle Geraden durch den singulären Punkt des andern 
Systems. Denken wir wieder beide Ebenen beliebig vereinigt, 
so können wir die singulären Punkte zu Ecken und die durch 
sie gehenden singulären Geraden zu Seiten des Eundamental- 
dreiecks wählen und erhalten nach dem Vorigen die Substi- 
tution mit jüiCj' = 0, ^x^' = 0, /ix/ = «333:3; von drei Glei- 
chungen eine, und nicht nur A = 0, sondern auch alle ersten 
TJnterdeterminanten. 

GeniäTs der Definition, nach welcher wir die Projeetivi- 
täten in CoUineationen und Eeeiprocitäten scheiden, ergeben 
sich aber hieraus auch die möglichen Fälle der singulären 
Ueeiprodtäten. Ersetzen wir das eine der collinearen Systeme 



y Google 



Die sinffulären lleeiprocitüteii. ^0] 

in a) durcli ein reciprotes, so ist dasselbe zum andern reciprok 
und es entstehen so zwei Fälle singulärer Reciprocität, näm- 
lich durch liberfühning des Systems mit singulärem Punkt 
in ein reciprokes mit singulärer Geraden aa) Seciprodtät mit 
zwei singulö/ren Geraden, denen je alle Punkte der andern 
Ebene entsprechen, während jedem Punkte einer singulären 
Linie jede Gerade durch einen bestimmten Punkt der andern 
entspricht. Ereetzen wir aber das andere der beiden colline- 
aren Systeme durch ein reciprokes, so entsteht ab) die Reei- 
prodiät mit singulären Punkten, wo jedem derselben jede 
Gerade des andern Systems entspricht und insbesondere jeder 
Geraden durch den singulären Punkt des einen ein unbe- 
stimmter Punkt IQ einer projectiTisch zugeordneten Geraden 
durch den singulären Punkt des andern. Dagegen entsteht 
aus der singulären Collineation b) nur etMe singulare Heci- 
procität bb) mit einem singulären Punkt w einer smgtäiwen 
Geraden in jedem System, denen je eine unbestimmte Gerade imd 
ein unbestimmter Punkt des andern entsprechen, während einem 
andern Punkte der singulären Linie ein unbestimmter Strahl 
durch den singulären Punkt des andern Systems entspricht. 

Die zugehörigen Substitutionen bildet man durch die geeig- 
neten Ersetzungen der x^ durch die |^ et«. Die Übertragung 
alles dessen auf coUineare und reciproko Bündel, insbesondere 
Bündel von einerlei Scheitel (§ 424) ist augenscheinlich. 

B. l) Wenn das Projectionscentrum in einer Originalgeraden 
liegt, so ist ihr Bild ein Punkt, ihr Schnitt mit der Bildebene. 
Die Projectivitätßgleichung (§ 92) zwischen zwei entsprechenden 
Eeihen akV -\- hl -{- eV -^ d = enthält diesen Fall; sie gibt 
für X' den Wert a' bei A = : 0, wenn man hat d= — es', 
b =^ — aa' . Sie wird dann 

all' — ua' k Jf- cl' — cß' = 0, d.i. (i'— e')(c -\- ai) = 0. 
Man bemerke, dafs die Auswertung der Parameter in beiden 
Eeihen die Bestimmtheit der projicirenden Ebene der projicirenden 
Geraden gibt. Dasselbe ergibt die Behandlung der Substitution 
^a;/= ciii^t ~l~ ".-8^ ^^ ^^^ singulären Fall, aus der durch 

oder a l)/ a l 4- a l' — a =0 
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als Paramotei-gleichuQg entspringt. Das gilt offenbai- auch ftir 
projectivische Büschel. Der Zusammenhang mit der parahoii scheu 
Involution ist offenbar. (§ 95, 343.) 

2) Man discutire die Degenerationsformen der Kegelschnitte, 
die aus der Verbindung solcher singulär projectivischer F' 



3) Bei den beliebig vereinigten singulären Keciprocitäten 
aa), ab) dea Polkegelschnitt und den Polarkegelscbnitt au bestim- 
men, ist leicht. Für aa) ist dev Polkegelschnitt ein die siugu- 
läi-en Punkte enthaltender Kegelschnitt; diese zwei Punkte selbst 
bilden den Polarkegelscbnitt. Für ab) wird der Polkegelschnitt 
von den singulären Geraden gebildet und der Polarkegelscbnitt 
ist eine sie berüiirende Ourve zweiter Classe. Endlich bilden im 
Falle bb) die singulären Gera,den den Polkegelschnitt und die in 
ihnen liegenden singulilren Punkte den Polarkegelschnitt. 

4) Durch Deckung der singulären Elemente singulär-reciproker 
ebener Systeme entstehen Polftrsysteme. Welcher Art ist der 
Directriskegelschnitt i* Punktepaar, Linienpaar, Doppelpunkt und 



421. Wir projiciren nun eine nicfit durch das Centrum 
gehende Ebene. Wenn eine durch das Centrum parallel zui' 
Bildebene E' gelegte Ebene die Originalebene E in einer Ge- 
raden r schneidet, so projicirt sich jedes Strahlbiischel in E, wel- 
ches seinen Scheitel in dieser Geraden r hat, in ein System von 
Parallelen in E'. Denn ein Strahl, welcher vom Oentrum 
nach einem beliebigen Punkte der Gferaden r gezogen wii'd, 
begegnet der Projectionsebene erat in unendlicher Entfernung. 
Insofern jener Punkt Schnittpunkt von mehreren Geraden ist, 
müssen sieh diese als solche Gerade projiciren, deren Schnitt- 
punkt unendlich fern h'egt. Umgekehrt wird jedes System 
von Parallelen in E in ein solches Strablhüsehel projicii't, 
welches seinen Scheitel in einem Punkte der Geraden ^ hat, 
in der eine dm-ch parallel zur Originalehene E gelegte 
Ebene die Projeetiona ebene E' schneidet. Nur die ParaUeleu 
zur Bildebene haben auch parallele Bilder. 

So führt uns die Methode der Projeetionen zu dem 
Schlüsse, dafs ein beliebtes System von Parallelen als ein 
durch einen unendlich fernen Punkt gehendes Büschel be- 
trachtet worden kann (§65); ebenso, dafe alle unendlich ent- 
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feruten Punkte einer Ebene als in einer Geradeu gelegen anzu- 
seilen sind (§ 72), da ihre Projeotionen in der Geraden $' liegen. 

Wir temerben endlich, cfafs die Sehnittlinie s der Pro-- 
jections ebene mit der Ebene der Figur zugleich der Ort der 
Schnittpunkte der Geraden der Figur mit ihren bez. Pro- 
jectionen ist. Man nennt diese Gerade, den Ort der in beiden 
Systemen sich selbst entsprechenden Punkte, die Spur der 
einen Ebene in der andern. Auf jedem Strahl durch nach s 
ist die Mitte zwischen und s auch Mitte zwischen q' und r. 
Jede der beiden Geraden r, q', welche in jeder Ebene der un- 
endlich fernen Geraden der andern entsprechen, heifat Flucht- 
linie oder Gegmaxe der einen Ebene in ■ der andern. Diei 
Punkte jeder Fluchtlinie entsprechen denitichtungen derStrahlen 
der andern Ebene und heifsen Gegen- bez. Fluehtpimläe der 
zugehörigen Parallelen. 

422. Jede ebene Cwve wird in eine amdere Curve von der- 
selhen Ordnung und Glosse projicirt. Denn, wenn die gegebene 
Curve durch eine Gerade in einer Anzahl von Punkten A, B, 
0, D . . . geschnitten wird, so wird ihre Projection durch die 
Protection der Geraden in eben so vielen entsprechenden Punkten 
A, S', C, D' . . . geschnitten, Aber die Ordnung einer Curve 
wird durch die Zahl von Punkten geometrisch bestimmt, welche 
sie mit einer Geraden gemein haben kann ("§ 23). Wenn 
unter den Schnittpunkten der Curve mit emei Geraden neben 
reellen auch imagiimre sind, so bleibt die Zahl der reellen 
und der imaginären Punkte durch Piojection ungeändert. 
Wenn zwei Curven sich schneiden, so schneiden sieh ihre 
Projectionen m derselben Anzahl von Punkten; reellen Schnitt- 
punkten entsprechpn leelle, imaginären aber ira^inäre.*) 

Jede Tangetite dei einen Cwve wird in die entsprechende 
Tangente det andern Cutve projidrt. Denn jede Sehne AB 
der einen Cnrve wird als eine Sehne ^'J?' projicirt; wenn 
aber die Punkte Ä, B zusammenfallen, so fallen auch A', B'. 



*) Eine ÄoHnahme machen nur die Curven, deren Ebenen durch 
das Projectiouflcontrum gehen, da deren Projectionen in die Spur der 
Ebene fallen. 
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zasammen, und die Sehne A' Ti' ist die entsprechende Tangente 
der Protection der Curve (§ 109). Wenn zwei Cnrven einander in 
einer Anzahl von Punkten berühren, so berühren ihre Pro- 
jectionen einander in eben so vielen zu jenen entsprechenden 
Punkten. 

Wenn irgend eine Eigenschaft, die sich nicht wxi die 
GrÖfse von Strecken oder von Winkeln, sondern auf die Lage 
von (Geraden als durch gewisse Punkte gehend oder gewisse 
Curven berührend, oder anf die Lage von Punkten u. s. w. 
bezieht, für eine gegebene Ourve wahr ist, so bleibt diese 
Eigenschaft für alle die Curven gültig, in welche die gegebene 
projieirt werden Itann.**^) Beispiele bietet § 482 f. 

423. Projectivisebe Eigensohaften hoifsen Eigenschaften 
dieser Art, welche, wenn sie für irgend eine Figur wahr sind, 
auch für die Projeetionen derselben gelten. Zu diesen Eigen- 
schaften gehören aufser den vorhin bezeichneten auch einige 
solche, welche die Gröfsen von Sti-eeken und Winkeln schein- 
bar enthalten. So stimmt das Doppel Verhältnis von vier 
Punkten in einer Geraden (ÄBCD), da es durch das Doppel- 
sehnittverhältnis des projicirenden Büschels (0 . ABGD) am 
Centnim der Projeetion gemessen wird, mit dem der vier 
Punkte (A'B'O'D') überein, in welchen dies Büschel durch 
eine beliebige Transversale geschnitten wird. J)oppelverliälf- 
nisse werden durch Projeetion nicht geändert. (Vgl. Kap. V.) 
Aber Halbirui^en werden zu harmonischen Gruppen, sym- 
metrische Reihen oder Büschel zu involutorischen. 

Oder, wenn zwischen den durch eine beliebige Anzahl von 
Piankten in einer Geraden bestimmten Strecken eine Gleichung 
von der Form 

AB.CI).EF-\-lc.AC.BE,DF+l.AD.CE.BF'\ ^0 

hesteht, in welcher jedes GUed die nämlichen Punkte nnr in 
verschiedener Ordnung enthält, so ist diese Relation projec- 
tivisch. Denn nach § 81 kann man für AB das Verhältnis 
OA . OB.&inAOB-.OP und für die übrigen Strecken ent- 
sprechende Ausdrücke substituiren, wodurch die Gleichung in 
allen Gliedern das Produet OA . OB . OC . OD . OE . OF im 
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Zähler und die Gvörse OP^ im Nenner enthält; durch. Division 
mit diesen Factoren wird sie daher auf eine Relation zwischen 
den Sinus der am Punkte geliildeten Winkel zurückgeführt. 

Auch ist leicht zu erkennen, dafs die Punkte Ä, B, C, 
D, E, F nicht in einer Geraden zu liegen brauchen, um diese 
Projectivität zu begründen; wenn die Senkrechte OP nicht 
für alle die in der Eelation auftretenden Segmente die näm- 
liche ist, so ist nur nötig, dafs dieselben so geordnet sind, 
dafs in jedem Gliede der Gleichung im Nenner das nämliche 
Prodnct solcher zugehörigen Pei'pendikel 0^ . OF' . OP" . . . 
auftritt. Als ein Beispiel dafür erwähnen wir den Satz: Wenn 
Gerade, welche von den Ecken eines Dreiecks ABC nach dem- 
selben Punkte seiner Ebene gezogen werden, die Gegenseiten des- 
selben in den Punkten a, b, c schneiden, so ist Äh . Bc . Ca gleich 
Ac . Ba . Cb. Weil diese Eelation von der eben besprochenen 
Art ist, so reicht es hin, sie für irgend eine Protection des 
Dreiecks ABC zu beweisen; machen wir für dieselbe die 
Voraussetzung, dafs der Punkt C in unendlicher Entfernung 
projicirt sei, so werden die Geraden AB, BC, Cc einander 
parallel und die Relation wird Ab . Bc . = Ac . Ba, deren 
Wahrheit ohne Weiteres ersichtUeh ist. 

OfPenbar reicht es überhaupt zum Beweise solcher pro- 
jectivischen Eigenschaften von Figuren hin, den Beweis für 
die einfachste derjenigen Figuren zu liefern, in welche die 
gegebene projicirt werden kann; z. B. oft für eine solche, in 
welcher eine gewisse Gerade der Figur unendlich fem erscheint. 
Wenn z. B. gefordert wgi-e, die harmonischen Eigmsckaftm des 
ßdlstimdigen Vierecks ABCD mit deti Diagonalputücten EFG 
zu untersuchen, so verbinden wir aUe Punkte dieser Figur 
mit einem Punkte im Räume durch Strahlen und schneiden 
die Verbindungslinien diu-ch eine zur projicir enden Ebene OEF 
bez. OFG- oder OQ-E parallele Ebene, so dafs sagen v/ix EF 
in unendlicher Entfernung projicirt erscheint. Die Projeetion 
A'B'C'B' des Vierecks ist dann ein Parallelogramm. Jedes 
Viereck kann demnach zunächst (Vergl. § 433, s) central in ein 
Pa/raJI^ogramm projicirt werden. Da nun die Dii^onalen G' E', 
G'F' eines Parallelogramms die Seiten B'C und bez, A'B' 
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halbiren und zu A'B' bez. B'O' parallel sind, d. h. je mit 
den. Ecken nnd dem unendlich fernen Punkt dieser Seiten 
harmonische Gruppen bilden, ao schliefst man aus der projee- 
tivischen Natur dieser Relation die Sätze des § 63. Die Pro- 
jection in ein Rechteck oder Quadrat ändert hieran nichts. 

B. 1) Wenn zwei Dreiecke ^.BC, A'B'O' so gelegen sind, dafs 
die Schnittpunkte der entsprechenden Seiten .4 B, A' }i'\ JRC, B'O'; 
öA, C'ji'in einer Geraden liegen, so schneiden sieh die Verbindungs- 
geraden der entspredienden Ecken A A\ SB', CC' in einem Punkte. 

Der Satz bedarf keines Beweises mehr, wenn man, wie es 
seine projectivische Natur erlaubt, die Figur, auf welche er sich 
bezieht, so projieirt, dafs die Gerade, in welcher die entsprechenden 
Seiten beider Dreiecke sich schneiden, in unendlicher Entfernung 
erseheint; denn er geht alsdann in den einfachen Ausdruck der 
Ähnlichkeit und ähnlichen Lage heider Dreiecke über: Wenn in 
zwei Dreiecken abe; a'i'c die Seiten des einen den Seiten des 
andern parallel sind, so schneiden sieh die Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Ecken in einem Punkte; welches einfach aus 
der Bemerkung heiTOrgeht, dafs die Geraden aa und bb' beide 
die Linie ce in dem nämlichen Verhältnis teilen. 

2) Aber der vorige Satz und sein dualer: Wenn zwei Drei- 
ecke so gelegen sind, dafs die Verbindungsgeraden ihrer ent- 
sprechenden Eckenpaare durch einen Punkt S gehen, so schneiden 
sieh die Paare ihrer entsprechenden Seiten in einer Geraden s — 
erscheinen nach den Projeetionsgesetzen immittelbar evident aus 
den Definitionen, Denn in der Eigur des ersten sehen wir eine 
Projection der zwei Dreiecke, welche die Schnittpunkte von drei 
nicht in derselben Ebene liegenden Geraden durch S mit zwei S 
nicht enthaltenden Ebenen bilden; ihre entsprechenden Seiten 
schneiden sich in der Schnittlinie dieser Ebenen. Und wenn man 
von drei Punkten dieser Schnittlinie s zweier Ebenen ausgeht, und 
in diesen Ebenen Dreiseite gebildet denkt, deren entsprechende 
Seitenpaare durch jene drei Punkte bez. gehen, so liegen ihre 
entsprechenden Ecken auf drei Geraden durch einen Punkt S, 
weil Gerade, die paarweise aber nicht alle in einer Ebene liegen, 
sich in einem Punkte schneiden. Die betrachteten Sätze sprechen 
nur die Eigenschaften der Projectionen dieser räumlichen Figuren aus. 

3) Daran schliefst sich ohne neue Voraussetzungen die Er- 
weiterung auf die perspeclwisc/ien Vierecke imd Yiersdte: Wenn 
zwei ebene Vierecke ABCS, A'B'C'B' so liegen, dafs fünf ihrer 
entsprechenden Seitenpaare AB, A'B', etc. sich in fünf Punkten 
einer Geraden s schneiden, so liegt auch der Sehnittpunkt des 
sechsten Seitenpaares, sagen wir OB, C'B' in dieser Geraden und 
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dl« Verbiiiiiuiursgendeii dei entsptechenden Ecken AA , etc gehen 
dun,h einen Punkt ö Und Wenn zwei eljpne Vierseite so hegen, 
dafs fünf ihrer entapreLhenden Eckenpaiie m Geraden aus einem 
Funkte S enthalten smd, so liegt au h ihi serhstes Eekenpaar m 
einer Geiadpii duriJt diesen Punkt und die viei Schnittpunkte 
ihiei entsprechenden Seiten hegen m emei ^teraden •< 

Denn f ii den ersten Satz Die Dreecke J.JJG ABC 
nnd wieder ÄHD, A'B'D' liegen aach Voraussetzung perspectd- 
Tisch für dio Gerade s als Axe und einen Punkt S als Centrum; 
daher geht DT)' auch durch S und die Dreiecke BCD, B'C'B' 
sind weil BC, B' C und BD, B' D' siuh in s schneiden ebenso 
perspectiviseh oder die Geraden CD, CD' gehen durch einen 
Punkt von s. Und dual. 

Denken wir das erste Viereck (Vierseit) und die Gerade s 
(den Punkt S) gegeben, so läTst sich das zweite in seiner Ebene 
aaf dreifach unendhch Tiele Arien bilden, weil man aeiae Seiten 
A'B', B'C, CA' durch die Schnittpönkte von s mit bez. 
AB, BC, CA beliebig — nur so, dafs sie ein Dreieck A' B' C 
bilden ■ — ■ ziehen kann; dann liefern die Geraden von A nach 
s, AD, von B' nach s, BD einen Punkt D', dessen Verbin- 
dungsgerade mit C durch den Schnitt der Geraden s und GD 
gehen mufs. Die Bildung <-mes Vierecks ABGD genügt offenbar 
um den sechsten Punkt s, CD zu erhalten; und die Bildung emes 
Vierseits abcd um den sechsten Strahl S, cd zu finden: Das 
vollständige Viereck (Vierseit) liefert durch die Schnittpunkte 
zweier Gegen selten paare mit s (die Verbin dun psgeraden seiner 
Gegenseitenpaare mit S) drei Paare der Involution in s (an S). 
(§94, 8. 172). Es ist die Construction einer involutorisohen 
Eeihe ins aus zwei Paaren ä,BO und s,AD\ s,ACxmd:S,BD oder 
die Construction des entsprechenden Punktes s, CD zu dem Punkte 
5, AB. Und dual erhalt man die Construction des involutoriscken 
BüsfAils aus S, das durch zicei Poaie bestimmt ist, d. h. zu je- 
dem fünften Strahl aus 8 den sechsten, der mit ihm ein Paar bildet. 

4) Bewegt sieh der fünfte Punkt der Involution aus zwei 
Paaren in der Geraden s, bez. dreht sich der fünfte Strahl des 
involutorjsohen Büschels um S, und will mau die Lagen des je- 
weiligen entsprechenden mit dem geringsten Linienaufwand con- 
struiren, so erhält man et* der Construction dir invohttoriscken 
Heike stets ein Paar projedivische Strahlbüschel, aus denen sie 
ffeschnitten wird, und zur Construction des involutorischm Str<M- 
hüschels ein Paar der pro^ecfivisehin Piinltreikm, die. von ihm pro- 
ßcirt werden — wie in § 94; so dafs die Construction projecti- 
vischer BQschel und Reihen und damit die ganze projectivische 
Geometrie als mit folgend ans der vorigen Entwicklung, also als 
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Bestandatück jeder Geometrie, als wiabhängiff von Parailelenaimm 
und Mefrik sich ergibt. 

Wenn in der Involution aufs zwei Paare A,Ä^ und -B, .Bj 
gegeben sind und zu dem Punkte C sein Partner (7j gesucht 
wird — ■ man wird die Figuren hier wie im Vorigen leicht selbst 
bilden — so dafs man die Construction mit der Bildung eines 
Dreiecks zu beginnen hat, dessen Seiten durch Ä, S,^, C bez. 
geben, so wähle man auf der Seite durch A zwei seiner Ecken 
T, 1" fest, so dafs für jedes G die dritte Ecke U auf der Ge- 
raden Bj T' in ihrem Schnittpunkt mit dem um T sich drehenden 
Strahle TO liegt. Dann ist die Consti-uction von C^ als Partner 
vOH in der Involution in s die Constraction des zu TO ent- 
sprechenden Straides in dem Büschel aus 2',' das zu T ■ ABC 
projectivisch ist. Denn A^ ist das perspectivische Centrum T" 
dieser beiden Büschel (§ 64) und die Bildung des Vierecks durch 
Hinzufügung der Ecke D" zu T, T,' U fordert den Schnitt der 
Geraden TS, UA^ d.h. VT," and T'G^ geht nach diesem U'. 
Rückt C in fi fort, so CT in T'B^, U' in TB und U' T" schneidet 
Ci aus s — eine Kette von Gliedern in paarweis per spectivis ehem. 
Zusammentang, also von gleichen entsprechenden Doppelverhält- 
nissen (§ 83) nach der ersten Entwicklung. Und dual für die 
Involution im Strahlbüschel mit dem vollständigen Vierseit.^^***"! 

424. Geometrie im Bündel. Die projicirenden Strahlen 
der Punkte, die projicirenden Ebenen der Geraden einer Ebene 
bilden, wie man sagt, ein Bündd von Strahlen und Ebenen am 
Centrum als Scheitel. Also ist das Bündel in seinen Ele- 
menten Strahl und Ebene von derselben Mannigfaltigkeit, vrie 
die Ebene in den ihrigen Punkt und Gerade. Aus der ebenen 
Geometrie folgt somit eine Geometrie im Bündel, welche die 
Lagenbeziehungen zwischen den Strahlen und Ebenen durch 
mim Scheitel untersucht. Nach dem Vorigen gelten alle 
Doppelverhältniseigenschaften ebener Figuren auch für die sie 
projicirenden Figuren des Bündels, sobald man den Begriff des 
Doppelverhältnisses von vier Strahlen eines Büschels auf die 
sie projicirenden Ebenen eines Büschels übertraf. Demnach 
erhalten wir aus projeeti vischen Sätzen der ebenen Geometrie 
die entsprechenden der Geometrie im Bündel, indem wir nur 
Strahl v/nd Ebene an Stelle von Tunkt und Strahl setzen. 

Während die gewöhnliche Anschauung das Bündel als 
von der Ebene wesentlich verschieden ansieht, weil es den 
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ganzen Raum erfällt, ist die allgemeine amah/iisdie Geometrie 
im Bündel und in der Ebene identisch. Hierin liegt die nn- 
mittelbare Rechtfertigung der Einführung der ränmliehen Pro- 
jectionsmethode in die Untersuchungen der ehenen Geometrie. 
In der Thal können wir die temären homogenen Coordinaten von 
Elementen der Ebene auch als die Coordinaten der proßdrenden 
Elemente des Bündels interpreüren, sobald wir als Fundamental- 
strflhlea und -ebenen des Bündels die projieirenden der Fuur 
damentalpunkte und -linien der Ebene einführen; denn die 
CoordinatenverhältniBse sind Doppelverlmltnisse. Gleichungen 
ersten und zweiten Grades in x^, bez. 5; definiren Ebenen bez- 
Strahlen, und Kegel zweiter Ordnung bez. Classe im Bündel. 

Und schneiden wir Strahlen imd Ebenen des Bündels mit 
einer Original- und einer Bildebene, so definiren die Coordir 
naten der Elemente P der einen Figur die der entsprechenden 
Elemente P' der andern, falls wir sie je auf entsprechende 
Fundamentalolemente Äf, E, A^, E' der Ebenen bezieten. 
Eine Origincdcurve imd ihre Frojectionen sind durch dieselbe 
GMchuttg « perspecUviscken Coordinatensystemen dargestellt. 

Führen wir speeiell nicht-homogene Coordinaten ein, indem 
wir Xg und ^g constant denken, ao heilst dies, wir untersuchen 
statt der Originalfigur eine Projeetion auf eine Ebene, welche 
zur Verbindungsebene des Centrums mit der Fundamentaliinie 
A^Äg parallel ist. Dann ist A^Ä^ die unendlich ferne Gerade 
und man hat noch dafür zu sorgen, dafs die Projeetion des 
Einheitpunktes E in die Halbirungslinie A.^ E' des Winkels 
der Axen A^ A^, A^ A^ fällt (§ 85), wozu nur OF die Strecke 
A^A^ halbiren mufs. Umgekehrt wird mit dem Homogen- 
machen eine beliebte Projeetion eines auf zwei Axen be- 
zogenen Originals eingeführt.'*^) 

425. Centraloollineation und Umleguug. Ebene Systeme 
entsprechen sich nach der Methode der Centralprojection in 
der Weise, dafs alle Paare entsprechender Punkte in Geraden 
aus einem Punkte liegen, und alle Paare entsprechender 
Geraden sich in Punkten einer Geraden s begegnen; und diese 
Beziehung bleibt auch ungestört, wenn wir beide Systeme 
durch eine Drehung des einen um ihre gemeinschaftliche 
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Sehnittlinie s in eijje Ebene zusammenlegen. Man erkennt 
daraus die Identität der centrcdprojectivischen Relation ehmer 
Systeme mit der centri^chen Lage eoUinearer Systeme (§ 99). 
Denn, da der Winkel y von zwei sich schneidenden Ge- 
raden dnreh den von Parallelen aua dem Centnim an diesem ge- 
messen wird, so liefert die Umlegung der Ebene Oq' um t/ 
als die Pluclitlinie der Ebene des Winkels seine wahre Gröfse; 
man verbindet das mit Oq' umgelegte Centinim (0) mit den 
Fluchtpunkten Q^', Q^' der Sehenkel, d. i. mit den Schnitt- 
punkten ihrer Bilder mit q'. In Folge dessen ist auch der 
von (0) Q' mit q' eingeschlossene Winkel der Winkel der 
Geraden gegen die Spur s. Wenn man also die Fluchtpunkte 
der Geraden in der Ebene mit dem mit der Ebene Oq' um- 
gelegten Centmm (0) durch Strahlen verbindet und zu diesen 
durch die entsprechenden Durchgangspunkte S^, S^ Parallelen 
zieht, so geben diese die Lagen jener Geraden nach Über- 
führung in die Bildebene an. Insbesondere entspricht diesem 
Gesetze gemäfs jeder dm-ch (0) gehende Strahl sich selbst. 
Es liegen also, weil entsprechende Punkte die Schnittpunkte 
von entsprechenden Geraden sind, auch noch nach der 

,._ Zusammenlegung beider Sy- 

...^ ^P steme in eine Ebene die ent- 

/ y'''\.-'" /^\ '"•-.. \ sprechenden Punkte iij Strah- 

^— i . / r^ -f-^^- "'"- ri len aus einemPunkte (0), dem 

(fc_ — .i^. — -i—-^'p^ \ ) i Centrum der Collinestion. Zur 

'"V ^-..ct.i ^ V / j . Construction nur noch dies. 

^ ^~^^k^^' I ■' Wir denken vomCentrum 

y .^ ^ : ""-.J der Projection die Normale 

* S?/^ Js, 2ur Büdebene 00^ mit dem 

\ i / Fufspunkte 0^ und beschreiben 

VL/ mit ihrer Länge (der Distanz) 

^j^ als Radius nm 0^ in der Bild- 

ebene den Distanz-Kreis D\ ist 
dann s die Spni: und C[ die Fluchtlinie der Ebene eines in 
die Bildebene projicirten Systems, so erhalten wir das zu- 
gehörige Centmm (0) der Collineation in dem Perpendikel von 
0■^ auf 2' mit dem Fufspunkt H', indem wir von H' auf die 
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e R Ol die Hypothenuse dea reclit winkligen Dreiecks aus 
den Katheten O^R' und 0^0 abtragen. 

Wie vorher heachrieben, zeichnet man nun die Figur der 
Ebene sg' in die Bildebene, indem man zu jeder Geraden SQ' 
oder g' derselben die entsprechende Gerade g als Parallele zu 
{Ö)Q' durch S zieht. Die Spur s der Ebene wird die Axe 
und (0) das Cenfcrum der Colliueation genannt; die Flucht- 
linie q die Gegenaxe im Bild, und die Parallele r zu ihr, 
die von (0) ebenso weit nnd im nämlichen Sinne entfernt 
ist, wie s von q (§421) die Gegenaxe in der Umlegung oder im 
Original; diese hat für den Übergang vom Original zum Bild 
die gleiche Verwendung wie q' 
für den vom Bild zum Origi- 
nal. Das rechtwinklige Co- 
ordinatensystem im Bilde mit 
g' als a;'^0 und dem Null- 
punkt in R entspricht dem 
rechtwinkligen System im 
Original mit r &\ä x = a und 
dem Nullpunkt K; die Axen 
der X und x' entsprechen ein- 
ander, die y' und y je der 
unendlich fernen Geraden des 
andern Systems wie in § 99, 
B. 3, 4. Auch die symme- 
trisch gleichen Reihen t, t' 
und Büschel T, T' der dor- 
tigen Entwickelung constniirt 
man leicht aus derselben Um- ' 

legung. (Siehe die Figur.) Die Gegenaxen können in der Mitte 
zwischen Collineations-Centrum und -Axe zusammenfallen, näm- 
lich dann, wenn das Frojectionscentrum in der Halbininge- 
cbene des Drehungs winkeis zwischen beiden Ebenen liegt; liegt 
es in der Halbirungsebene seines Nebenwinkels, so liegen die 
Gegenasen symmetrisch zur Collineationsaxe und diese enthält 
das Colhneationscentrum. Im ersten Falle hat man die Involution 
der colUnea/ren ebene» Systeme. (§ 99). Aus der Collineationsaxe, 
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der einen Gegenase und dem umgelegten Centrum (0) be- 
stimmt sich zn dem als gegeben gedachten einen System 
das andere durch lineare Oonstruetion, zum Original das Bild 
auf gleiche Weise nur mit der andern Gegenase wie zum Bilde 
das Original/'") 

Wir kehren zur Wink elbestimmnng zurück. Die Bilder von 
zwei zu einander rechtwinkligen Richtungen im Original sind 
zwei Punkte in q, deren Verbinduiigalime mit (0) an diesem 
Punkte einen rechten Winkel bilden, oder sie sind Durchmesser- 
endpunkte eines Kreises durch (O), also nach der sehen 
iu § 95 begründeten Ausdrucks weise: AUe Paare recht- 
winkliger Richtungen in der Originalebene werden abgebildet 
durch die Paare der elliptischen Involution in q, welche von 
(0) aus durch die Reehtwinkelinvolution projicirt wird, die 
also M' zum Mittelpunkt und das Paar im Kreis aus H' durch 
(0) zum symmetrischen Paar hat, (Distanzpunkte). 

Und ebenso: Die Paare rechtwinkliger Richtungen in der 
Bildebene haben ihre Originale in der Gegenase r in den 
Paaren derjenigen elliptischen Involution, die durch die Reeht- 
winkelinvolution um (0) projicirt wird, die also in H ihren 
Mittelpunkt und auf dem aus R durch (0) beschriebenen 
Kreise ihr symmeti'isches Paar hat. (Vergl. § 99, 3.) 

Die letztgenannten Paare bilden die symmetrisch harmo- 
nische Darstellung (§ 96) der Entsprechenden zu den absoluten 
Punkten der Original- bez. der Bild-Ebene. Da nun die Invo- 
lution der Paare rechtwinkliger Richtungen die Polinvolution 
des Kreises auf der unendlich fernen Geraden ist (§ 300), so 
hat notwendig der in einer collineai-en Figur einem Kreise 
entsprechende Kegelsehnitt die in der Gegenaxe seines Systems 
liegende elliptische Involution mit den Distanzpunkten als 
dem symmetrischen Paar zu seiner Polinvolution in dieser 
Gegenaxe. Und wenn Kegelschnitte des einen Systems in 
dessen Gegenaxe dieselbe elliptische Polinvolution bestimmen, 
so entsprechen ihnen im andern System immer dann lauter 
Kreise, wenn das Centrum der zwischen beiden bestehenden 
Collineation der Seheitel der über jenen stehenden Reeht- 
winkelinvolution ist: die Wahl der Collineationsaxe hat nur 
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Eiuflnrs auf ihre Gröfse und Lage. Es ist klai-, dafa damit 
die Fragen nacli der Überfülirmig von Kegelachnitten in Kreise 
durch Projection vollständig und in einfachster Art erledigt 
sind. (Man vergleiche aher die elementare Behandlung der- 
selben in § 427 f.). Wir weken zurück auf die Beispiele 
von den entsprechenden Kreisen und Büscheln in coUinearen 
Systemen in §§ 103, 126 f. 

Bringen wir Original und Bild wgendme unverändert zur 
Vereinigung in einer Ebene, so können nun die Elemente beider 
Systeme auf eines der beiden Fundamentalc^uadrupel Ä^, E bez. 
Ai, E' bezogen werden. Dann unterliegen die bisher im andern 
interpretirten Coordinaten einer linearen Transformation, welche 
durch die Lage ihres Quadrupels im gewählten System be- 
stimmt ist (§ 91). Der geometi-isehe Procefs zeigt so die 
Identität des analytischen Ausdruclce für Coordinatenti-ans- 
fonnation und al^emeine Collineation. Haben wir, wie oben, 
die Collineation nur durch eine Drehung der gegebenen Ebenen 
um die gemeinsame Schnittlinie erzeugt, so sind die Sub- 
stitutionen von der besonderen Art, wo ein StrahlbüscheJ und 
eine Punktreihe je sich selbst entspricht (§ 98). Vergl. B. 7. 

B. l) Der Mittelpunkt des Bildes von einem Kegelschnitt 
entspricht dem Pol der Gegenase r in ihm (§ 423). 

2) Die eentriscli coUiaeare Figur zu einem kreisförmigen 
Original mit dem Collineationscentrum als Mittelpunkt ist eia 
Kegelschnitt, der diesen Punkt zum Brennpunkt und die Gegenaxe g" 
Bur entsprechonden Directrix hat (§ 300, ö). Auch das ftthrt 
direct auf das Gesetz des § 197. (Vergl. § 195,B.) 

3) Um zwei Kreise einer Ebene in zwei Kreise central zu 
projicireu, hdt man ihre Potenzlinie als Gegenaxe r der Collinea- 
tion zu wählen und von ihrem Schnitt mit der Centrale aus in 
dieser den Eadms des kleinsten Orthogonalkreises heider Kreise 
abzutragen (Krois über dem symmetrischen Paar der gemeiu- 
samen Polmvolution durch (0), um das CoUineationseentrum aa 
erhalten. Die Wahl der andern Gegenase g' oder der Axe s 
(parallel r) liefert entsprechende Kreise für alle Kreise des 
Büschels, das die zwei gegebenen bestimmen. Man schneidet ihre 
Radien leicht in s ah. 

4) Zu eioer gewählten Centralcoilineation gehören immer 
unendlich viele Oenkalprojectionen : Ihre Projectionacentren lie- 
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gen aul' dem Kreise, der ia der Normalebene durch (0) zu r aus B 
besclirieben wird. 

5) Wenn unter den drei LJnienpaaren eines Kegelsehnitt- 
(§270 f.) nur ein reelles ist, so sind entweder die in 

ihnen liegenden allen Kegelschnitten gemeinsamen Polinvolutionen 
beide elliptisch oder eine von ihnen ist hyperbolisch. Im ersten 
Falle sind beide Gegenasen fllr die Überfllhrong des Kegelschnitt- 
, büschels in Kreisbüsohel verwendbar und der tJesammtort der zuge- 
hörigen Projeetionscentra besteht aus den zwei Kreisen in ihren 
Normalebenen mit den halben Distanzen ihrer symraetrisclien Paare 
als Eadien, etc. Für ein bestimmtes Centrum ist die Bildebene 
parallel zur Ebene Or. 

6) Die dreifach unendlich vielen Kegelschnitte, welche auf 
einer Geraden r dieselbe elliptische Polinvolution besitzen (und 
deren jeder durch drei seiner Punkte bestimmt werden kann), 
liefern als entsprechend alle Kreise der Bildebene — je durch 
die entsprechenden der drei Punkt« (§ 300, 7.). 

7) Nimmt man den Nullpunkt von rechtwinkligen Coordi- 
naten als Colli neationscentrum (0), x = a als Axe (8pizr) und 
x = b als Fluchtlinie g", so gibt die Ausführung der Construction 
des Textes die Gleichungen 

^_ {b^a) cö- ^ ^_ (b-a)y ' 

Das entsprechende Coordinatendreieck der Projeetion, in welchem 
die homogenen Ooordinaten die Werte ^a; | fii/ 1 ^ haben, ist ge- 
bildet aus a — & I 0, I CO, | (Streifencoordinaten § 85). 

Für a = 2& hat man die involutorische Oollineation, für «==0 
ihre entgegengesetzte TJmlegung. (Charakteristik -|- l) allgemein 
(6 — «) ; b. (§ 98). 

426, Eegel zweiten Qrades. Alle Projectioaen eines 
Kreises aus einem nicht seiner Ebene angehörigen Centrum 
sind nach § 421 Curven zweiten Grades. Man nennt daher 
Kegel üher kreisförmiger Basis selbst Kegel zweiten Grades. 
Die Untersuchung der ebenen Querschnitte solcher Kegel ist 
nach dem Obigen identisch mit der Theorie der zu Kreisen 
collinearen Curven (§310). Es soll hier aus der räumlichen 
Auffassung die elementare Definition dieser Querschnitte ab- 
geleitet und damit die Bezeichnung der Curven zweiten Grades 
als Kegelschnitte direct begründet werden. 

Man pflegt einen Kreiskegel ferner gerade oder schief zu 
nennen, je nachdem die Verb indnngsger ade seiner Spitze mit 



y Google 



Kotationskegel and Kegelsolmitte, 815 

dem Centmni des Baaiskreises auf dessen Ebene senkrecht ist 
oder nicht: Axe des Rotationakegels im ersten Fall. Da die 
Voratellung des gerfiden Kreiskegels die einfachere ist, so ist 
es zweekmäfsig, Ton ihm auszugehen. Jedoch stimmt die 
Untersuchung der Schnitte des schiefen Kegels mit derjenigen 
der Schnitte des geraden Kegels völlig ühereiu. 

Die Schnitte eines jeden Kegels mit parallelen Ebenen 
sind ähnUche Curven. Denn, wenn wir in der Ebene der einen 
Curve einen Punkt A und in der Ebene der andern Curve 
den entsprechenden Punkt a auf OA annehmen, und von ihnen 
nach ii^end zwei entsprechenden Cnrvenpankten B, b Vectoren 
ziehen, so folgt aus den ähnliehen Dreiecken OAB und Oab 
die Verhältnisgleiehheit OA : Oa = AB : ab. Weil also jeder 
Vector der einen Curve zu dem entsprechenden Vecfcor der 
andern in dem nämlichen constanten Verhältnis OA : Oa steht 
und die entsprechenden Winkel übereinstimmen, so sind die 
beiden Curven ähnlich (§ 245). Insbesondere wird jeder Kreis- 
kegel durch eine Ebene, welche seiner Basis parallel ist, in 
einem lü-eise geschnitten. Wir denken nur die entsprechenden 
Punkte A, a als die Mittelpunkte der beiden Curven. 

Allgemeiner ' aber erkennen wir nach denselben Über- 
legungen, dafs die Cenk'al/projeclion ebener Figiireit auf parallele 
Ebenen ähnliche Figuren lieferi. Da alsdann Spur und Flucht- 
linie unendlich fern sind, so ist unter Umlegung der einen 
Ebene in die andere eine Parallelverschiebung zu Terstehen, 
bei welcher alle Punkte Normalen der Ebene beschreiben. 
Man kommt so auf die Ähnlichkeit in ähnlicher Lage als 
Specialfall der CentralcoUineation (§ 100). 

427. Die ebenen Schnitte eines Krdskegds simd entweder 
Eüipsen, Hyperbeln oder Parabeln. Im Falle des geraden 
Kegels lege man eine Ebene OAB durch die Axe OC senk- 
recht zur Schnittebene und betrachte sie als die Ebene der 
Zeichnung. Die Schnittebene MSsN sowohl wie die Basis- 
ebene ASB steht dann senkrecht zur Ebene der Zeichnung, 
ebenso die Gerade HS, in der sieh jene beiden Ebenen 
schneiden. Wir setzen alsdann zuerst voraus, dafs die Ge- 
rade MN, in welcher die Schnittehene die Ebene OAB 
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sehneidet, den beiden Seiten OA und OB auf derselben Seite 
des Scheitels begegnet, wie die Figur es angibt. 

Diirch irgend einen Punkt 5 der Sebnittcui-ve legen 
wir eine zur Basis parallele Ebene und erhalten dadurch 
für das Quadrat der Ordinate des 
KreiBeBMS^^ÄE.EB, und ebenso 
rs ^ar.rb. Wenn man aber die 
ähnlieben Dreiecke^iJ Jlf und arM, 
BJfJjVund 5 rJW" betrachtet, so folgt 
AB.BB-.MS.BN^ar.rl-.Mr.rN, 




■BS' 



-MB.RNiMr.rN. 



Daa Quadrat einer beliebigen 
\ Ordinate rs der Sehnittcurve MSsN 
steht also zu dem Rechteck aus den 
a der Linie MN bestimmten Abschnitten in dem eon- 
n Verhältnis ~RS^ : MB . BN. Nach § 162 ist der betrach- 
tete Kegelschnitt eine Mlipse, für welche MN die Hauptaxe ist, 
und deren kleine Axe sich aus der Bemerkung bestimmt, dafs 



ihr Quadrat zu MN 




wegen AB =i 



Verhältnis i?5ä:J}fi?.J^iV stehen mufs. 
Wir nehmen zweitens au, eine der 
Seiten OA werde Yon der Geraden MN 
erst in der Verlängerung geschnitten. 
Der vorige Beweis bleibt YÖllig unverän- 
derf, nur in dem Endergebnis tritt die 
Veiänderur^ ein, dafs nun das constante 
Verhältnis zwischen dem Quadrat der 
Ordinate rs und dem Rechteck Mr.rN 
aus den Abschnitten stattfindet, welche 
ein äufserer Teüpnnkt in der Strecke M N 
bestimmt. Die Sehnittcurve ist in diesem 
Falle eine Hyperbel ans den beiden Ästen 
NsS und Ms'S'. 

Wenn, drittens die Gerade MN zu 
einer der Seiteu parallel ist, so ist, 
ar und Bß : rh = BN : rN, daa mit dem 
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Rechteck ar . ri gleiche Quadrat der Ordinate rs zu der 
Abcisee r N m dem constanten Verhältnis R^ i UN odev 
AB . EB : EN. Demnach iat die Sehnitt- 
eurve in diesem Falle eine Pmalel^'''^) 

Man erkennt die Paiibel deutlich 
als den Grenzfall zwischen TU pse und 
Hyperbel, wenn mau die Sehuittcbeue 
sich etwa um die zu OB «enkiechte 
Scheiteltangente drehen laist Die Lagen 
der Schnittebene für- Hypeibel Paiabel 
Ellipse können dadurch charaktens rfc 
werden, dafs die parallele Ebene duruh die bpitze des Kegels 
denselben in reellen oder zusammenfallenden o 1er imaginäj^n 
Geraden als den Asymptotenparalklen schneidet Dabei rückt 
die entsprechende Tangente im Falle der Parabel in unendliche 
Ferne. 

B. CoDStruirt man in der Ebene J.05 ein iium Dreieck Wr & 
ähnhches Dreieck LNK derart, dafs die rh entsprechende Seite 
NK in Nli und die N entsprechende Ecke L in. OA fällt, so 
ist N K der Hauptparameter p des Kegelschnittes. Man erhält 
damit leicht die Gleichnngsformen der drei Curven von § 206. 

428. Schnitte des schiefen Kireiskegels. Die Ebene der 
Zeichnung sei durch die Spitze des Kegels und den Mittel- 
punkt G des Basiskreisea senkrecht zur Ebene desselben ge- 
legt; QS sei die Schnittlinie der Schnitt- ^ 
ebene mit der Ebene des Kreises 
AQSB; LK der die Sehne QS hal- 
birende Durchmesser und MN die Ge- 
rade, welche die durch ihn und die 
Kegelspitze gelegte Ebene mit der 
Scbnittebene gemein bat. 

Nun entwickelt sich der Beweis 
ganz wie vorher; das Quadrat der Ordi- 
nate RS ist dem Rechteck LE . KE 
gleich, und wenn wir wieder eine zur 
Basis parallele Ebene einführen, so ist das Quadrat der ihr 
angehörigen Ordinate rs gleich dem entsprechenden Rechteck 
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Ir . rli. Wir beweisen sodann aus den ähnlichen Dreiecken 
KRM, krM und LBN, IrN in der Ebene OLK, ebenso 
wie im Falle des geraden Kegels, dafs das Verhältnis der 
Quadrate HS : rs mit dem Yerhältnis der Rechtecke identisch 
ist, welche aus den durch den Fufspunkt der Ordinate be- 
stimmten Abschnitten von MN gebildet werden. Demnach 
ist die Sclmittcurve eiu Kegelschnitt, für welchen MN der 
die Sehne QS halbirende Durchmesser ist, nämlich apeciell 
eine Ellipse, wenn MN die Geraden OL und OK auf der- 
selben Seite der Kegelspitze schneidet; eine Hyperbel, wenn 
diese Schnittpunkte auf yer schieden en Seiten der Spitze 
liegen, und eine Parabel, wenn einer derselben unendlich 
fern ist. 

Die in dem Beweise gemachte Voraussetzung, dafs der 
Basiekreis reelle Punkte mit der Schnittcurve gemein habe, 
ist in jedem Falle statthaft, weil jeder der Kreise, welche 
die der Basis parallelen Ebenen in der Kegeliläche bestimmen, 
als Basis betrachtet werden kann. 

Äufser diesen gibt es aber in jedem schiefen Kreiskegel 
dne zweite Serie von unter eimmder parallelen Krmschnitten. 
Denken wir uns nämhch eine Sehnittebene um die Normale 
der Zeichnungsebene in C gedreht, so kommt sie in eine 
zweite Lage, in welcher das zwischen DA, OB enthaltene 
Segment A' S' ihrer Spur dieselbe Länge Aß amiimmt. Der 
Ton ihr dann ausgeschnittene Kegelschnitt hat zwei gleich 
lange zu einander senkrechte Durchmesser, ist somit ein Kreis, 
ebenso sind alle parallelen Querschnitte Kreise. 

429. Wenn ein Kreisschnitt des Kegels von einer Ebene in 
der Geraden QS geschnitten wird, so begegnen der zu QS con- 
jiigirte üwrchmesser in diesem Querschnitt und im Kreise sich 
mit PS in demselben Punkte. Schneidet qs den EJreis reell, 
so ist der Satz evident und könnte auf den Fall ausgedehnt 
werden, wo QS nicht in reellen Punkten schneidet. Direct 
wird bewiesen, dafs der Durchmesser df, welcher die zu qs 
parallelen Sehnen eines beliebigen Kreisachnittes halbirt, sich 
in einem Durchmesser DF projicirt, der die gleichgerichteten. 
Seimen eines parallelen Schnittes halbirt (§ 426). Der Ort der 
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Mittelpunkte aller zu qs oder QS parallelen Sehnen ist die 
Ebene Odf; der zu QS in irgend einem ScLuitte coujugirte 
Durclunesser ist daher die ScinittHiiie der Ebene Odf mit der 
Ebene dieses Schnittes und geht durch den Punkt B, wo QS 
die Ebene Odf schneidet. 

Wenn in demsdben Falle die mt QU im Kreise imd im 
a/näem Schnitte eonjugirte Dwrchmesser in Segmente MD, MF; 
Bg, Bk gesekniüen werdet, so verhalten sich die Seehtecke 
DB, . RF und gR . Rk wie die Quadrate des zu QS pwraUelen 
und des eonjugirten Burehmessers des Schnittes. Wenn qs den 
Kreia schneidet, so ist offenbar rs = dr . rf. Für den all- 
gemeinen Fall ist aber bewiesen, dafs die Geraden gk, df, Df 
in einer die Spitze des Kegels enthaltenden Ebene liegen; 
daher sind die Punkte d, D Projectionen von g und liegen 
mit ihm in einer durch die Spitze 
gehenden Geraden. Wie in § 428 
folgt daher aus ähnlichen Drei ecken 

dr.rf:DR.BF = gr.rk:gR.BJc; 

und weil dr . rf zu gr . rk sich ver- 
hält, wie die Quadrate der parallelen 
Halbdurchmesser, so stehen auch 
DB.BF ^mA ffR.Rk i 
ben Verhältnis. Dieser Satz 
stattet, für den Schnitt gskq und 
die Gerade QS das Produet JJB . BF oder dai 
durch R gehenden Tangente des Kreissehnittes s 
dessen Ebene durch QS geht. 

430. Jeder Kegelsehniü ka/rm im, einen Kreis projidrt werden, 
wie jede Kreisprojection ein Kegelschnitt ist. Analog zu 
§ 425 können wir dafür auch sagen: Jeder Kegel iswdten Grades 
ist ein Kreiskegel. Wenn man durch die Spitze des Kegels 
parallel zur Ebene des Basiskreises eine Ebene legt, welche 
die Schnittebeue in der Geraden TL schneidet, so folgt als 
ein specieUer Fall des Vor^en, dafs gL . Lk : OL gleich dem 
Verhältnis der Quadrate der parallelen Durchmesser des Schnittes 
ist. Somit ist es eine unbestimmte Aufgabe, zu einem ge- 
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gebenen Kegelschnitt und einer Gferadeu TL seiner Ebene 
die Spitze eines Kegels, der den ersteren zur Leitcurve 
hat, eo zu bestimmen, dafe der von einer 7.u OTL parallelen 
Ebene in ihm bestimmt« Schnitt ein Kreia sei. Denn wenD 
wir den zu der tferaden TL eonjugirten Durchmesser der 
Schrdttcurve ziehen, so ist die Entfernung OL des Punktes L 
Ton der Spitze des Kegeis durch das Vorhergebende bestimmt; 
und OL ist in der Normalen aus zu TL zu messen, weil 
OL dem zu TL normalen Durchmesser eines Kreises parallel 
sein muia. Die Spitze kann demnach in jedem Punkte eines 
gewissen umL in einer zm TL senkrechten Ebene beschriebenen 
Kreises genommen werden, 

Em Kegelschnitt kann immer in der Art in einen Kreis 
projiciH werden, dafs eine in seiner Ebene beliebig gewählte Ge- 
rade TL, welche ihn nicht schn^det, in tmendlicher Entfernung 
projidrt wird. Man hat dazu die Spitze des projicirenden 
Kegels nur auf dem oben bestimmten Kreise zu wählen, und 
irgend eine der zur Ebene OTL parallelen Ebenen als Pro- 
jectionaebene zu nehmen. Statt dessen kann man auch sagen: 
Jeden Kegelschnitt kann man so in einen Kreis prqjiären, daß 
dessen Centrmit die Pr(yection eines beliebigen PtmJctes im Lnnern 
der Ctirve ist. Denn wir haben nur die Polare jenes Punktes 
in unendliche Entfernung zu projiciren, 

431. Brennpunkte und Direotrixen lassen sich sehr ein- 
fach an die Betrachtung der Querschnitte des geraden Kegels 
anknüpfen.*''^) Man kann in jeden geraden 
Kegel zwei Kugeln so einschreiben, dafs sie 
zugleich die Schnittebone berühren: die Be- 
rührungspunkte sind die Brennpunkte F, F', 
undjedem entspricht alsDirectris derSchnitt- 
curve die Gerade, in welcher die Ebene des 
BeiTihxungskreises der zngchöa-igen Kugel 
mit dem Kegel die Schnittebene schneidet. 
Denn, wenn man einen beliebigen Punkt P 
die Schnittcurve mit der Spitze des Kegels durch eine Gerade 
verbindet und die Schnittpunkte derselben mit den Ebenen 
der Berührungspunkte durch D, d bezeichnet, so hat man 
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zwischen den Taugentenldiigeii der Kugeln die Relationen 
PD=Pj;Pd=Pi^, demnach fiireineEllipsePF+P-F'=M, 
welche constante L^nge mit dei grofsen Axe MN der Schnitt- 
earve übereinstimmt. Für den hyperbolischen Schnitt befindet 
sich offenbar in jeder Kegelöffining eine Berühmugakugel auf 
derselben Seite der Ebene. Der Punkt H, in welchem die 
Geraden FF' und Ali bei genügender Verlängerung sich 
schneiden, ist ein Punkt der Polare des Brennpunktes F, 
weil die Polare von E in Bezug auf den Kreis AFB zu- 
gleich ihm in Bezug auf die Tangenten OÄ, OB harmoniscli 
conjugirt ist. 

Läfst man die eingeschriebene Kugel die Querschnitt- 
ebene schueiden, so erweitern sich die einfachen Beziehungen 
auf PocaJkreiee des Kegelschnitts und ihre Direetrixen. 

D^ Ort der Scheitel aller geraden Kreishegel, atis welchen 
eine gegebene Eilige (Hyperbel, Parabel) geschnitten werden 
Icamt, ist eine Hyperbel (EÜ^se, Farabel) in einer mir SchniU- 
ebme normalen Ebene, welche die Brermpwnlde der Ellipse 
(Hyperbel, Parabd) zu Scheiteln und ihre Scheitel su Brenn- 
punkten hat. Denn die Differenz von MO nnd NO ist con- 
stant als gleich MF' — NF' *) etc. 

*) Mit Hilfe dieaea Principa können Eigenschaften, der am Brenn- 
punkte eines KegelachniiteB gespannten Winkel ans den EigenHotaften 
von Kugelkreisen abgeleitet werden. Z. B, man weifs, dals für einen 
festen Punkt F in der Kugelolierfläche und einen beliebigen festen 
Kreis auf der Kugel die Eelation tan iAP . tan ^£P = const. besteht, 
■wenn A und B die Schnittpunkte dieses Kreises mit einem durch den 
Punkt P gehenden gröfaten Kreise der Kngel bezeichnen. 

Nehmen wir nun einen Kegel, dessen Basis der erste Kreis und 
dessen Spitze das Centmm der Kugel ist, nnd denken ihn durch eine 
beliebige Ebene geschnitten, so erhalten wir den Satz: Wenn man. 
dwch einen Punkt p in der Ebene eines Kegelschnittes eine Gerade 
zieht, welche den letzteren in den Punkten o, 6 schneidet, so ist das 
Product der Tangenten von den Hälften der Winkel, welche ap, hp 
an der Spitze des Kegels spannen, constant. Da nun diese Eigenschaft 
für die Spitze jedes geraden Kegels gelten mufs, ans welchem der ge- 
dachte Kegelschnitt geschnitten werden kann, und da sein Brennpunkt 
ein Punkt in dem Orte dieser Spitzen ist, so erhält man für den Brenn- 
punkt die Relation tan^afp , taji^ ;i/'p = const.'") (Vgl, g 208, j). 
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B. 1) Der Parameter der Sehaittcurve ist oonstaat, so lange 
ihre Ebene den nämlichen Abstand von der Kegelspitze besitzt, 
Qämlich gleich dem vierfachen Produet aus dem Abstand in die 
Tangente des halben Oflnungs winkeis. 

2) Man kann aus gegebenem Centrum jeden Puntt in der 
Ebene eiaes Kreises in einen Brennpunkt der Projectioa desselben 
projiciren. 

432. Continuitätsprincip. Kegelscknitff)usckel kötmen in 
Kreisbüschel projicirt werden, zunächst alle solche, welche nicht 
lauter reelle Schnittpunkte haben. Denn, wenn wir einen der 
Kegelschnitte so in einen Kreia projieiren, dafs eine seiner 
idealen Sehnittsehnen mit dem andern in unendlicher Ent- 
fernung projicirt wird {§ 429), so müssen die Projectionen 
der übrigen Kegelschnitte auch Kreise werden, weil sie mit 
dem ersten die unendlich fernen Punkte gemein haben. Iiis- 
besondere können DoppdberührungsMsdiel in Süsckd coticen- 
irischer Kreise projieirt werden. Ist die Berührung imt^inär, 
80 projicirt man sie so in Kreise, dafe die Berflbrungssehne 
in unendliche Entfernung fällt. (§ 275.) 

Vermittelst solcher Projectionen gelangt man, sofern die- 
selben als reell Torausgeeetzt werden, von jeder Eigenschaft 
eines Kreisbüschels zur entsprechenden Eigenschaft eines Kegel- 
schnittbüachels , welches zwei imaginäre Grundpunkte hat. 
Nachdem aber die Centralprojection als mit der CentralcoUi- 
neation identisch erkannt worden ist (§ 424), so überträgt 
sich die Allgemeinheit der analytischen Methode (§§98,370) 
auf die Ergebnisse der Methode der Projectionen. Zwar haben 
wir nur reelle Substitutionen wirklieh untersucht, aber aUe 
algebraischen Operationen und Projectionen miÄssen eintreten, 
sobald einem einzigen reellen Elemente ein einziges imaginäres 
entspricht; sie können aber so beschaffen sein, dafs nur ge- 
wissen reellen Punkten wiederum reelle entsprechen. 

So wie die analytischen Procease, durch welche die Eigen- 
schaften der durch Gleichungen von der Form S=icLM 
oder 8 = kL^, etc. dai^estellten Curven erkannt werden, un- 
geändert bleiben, ob man voraussetzt, dafs die Geraden L = 0, 
3f = den Kegelschnitt S = in reellen oder imaginären 
Punkten schneiden, so ist es nach der erwähnten Identität 
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gestattet, dea durch Centralprojection gewonneDeii Sätzen All- 
gemeinheit zuzuschreiben. Denn Eigenschaften von Kegel- 
sehnittbüscheln mit einer idealen Schnittsebne können un- 
mÖglicb durch allgemeine Gleichungen ausgedrückt werden, 
■ohne dafs dieae sie zugleich für Büschel mit reellen Grund- 
punkten beweisen. Dies au übersehen ist mittelst der Algebra 
meist leichter, als mit den Mitteln der reinen Geometrie. In 
der Unabhängigkeit der algebraischen Processe von der Unter- 
sdieidmig gmscken reeUcn und complexen Qrbfsm beruht die 
BerechÜgwng des Frincips der ConUrmität, nach welchem Mgen- 
schaften einer Figwr, die hei der Becditäi gewisser m ^nm 
■a/uftretender Elemente bewiesen sind, auf den Fall der Nicht- 
realUät diesem- Elemente ausgedehnt werden."^) 

Es sind Beispiele für die Anwendung desselben, wenn 
man den Satz des § 236, 4 als eine allgemeine Eigenschaft der 
Kegelschnitte so ausspricht: Durch einen Punkt in der Peri- 
pherie eines Kegelschnittes und durch zwei beliebige Punkte 
seiner Ebene lassen sich immer drei Kegelschnitte legen, welche 
mit dem gegebenen eine Berührung zweiter Ordnung haben, 
und die Berührungspunkte liegen mit den drei ai^enommenen 
Punkten in einem Kegelschnitt; oder, wenn der Satz des § 121 
zu dem Satze des §279 erweitert wird (vgl. §284); oder, 
wenn an Stelle eines mit einem Kegelschnitt verbundenen 
Punktes ein Kegelschnitt tritt; der mit dem gegebenen in 
doppelter Berührung ist (vgl. § 207, i; § 309); oder an Stelle 
■der Brennpunkte eines Kegelschnittes ein confocaler Kegel- 
schnitt (wie § 247 gegen § 201); oder, wenn wir die Er- 
zeugung einer Curve dritter Ordnung aus zwei projectivischen 
involutorischen Büscheln mit sich selbst entsprechendem 
Scheitelstrahl allgemein aussprechen, auf Grund von §313,9; etc. 
Vgl. besonders auch die Kap. XIS und SX.) 

433. Kegelschnitts- und Kreiseigensehaften. Wir geben 
nun Beispiele zu der Art und Weise, durch welche Eigen- 
schaften der Kegelschnitte aus denen des Kreises oder aus 
andern speciellen Eigenschaften der Kegelschnitte eentralpro- 
jeetivisch abgeleitet ^ 
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B. l) Jede durch einen festen Punkt gezogene Gerade wird 
von einem Kegelsctnitt und von seiner in Be^iug auf diesen ge- 
nommenen Polare harmonisch geteilt; die Tangenten in den Schnitt- 
punkten schneiden sich auf der Polaren. 

Es reicht hin, zu bemerken, dafs diese Eigenschaft ebenso 
wie ihre Eeciproke projectivieche Eigenschaften sind, und dafs sie 
für den Kreis Gültiglceit haben; in Folge dessen sind sie not- 
wendig für alle Kegelschnitte wahr. Alle Eigensobaften der Kreise, 
die von der Theorie der Pole und Polaren abhängen, gelten für 
Kegelschnitte überhaupt. 

2) Die auf die Doppelverhältnisgleichheit bezüglichen Eigen- 
schaften der Punkte und Tangenten eines Kegelschnittes sind pro- 
jectivischer Natur; sie gelten für alle Kegelschnitte, wenn sie für 
den Kreis bewiesen sind. Alle Eigenschaften des Kreises, welche 
aus Doppelverbältnisgleicbheiten hervorgehen, sind gleichmäfsig 
für alle Kegelschnitte wahr. Die Sätze von Pascal und JBriamdwn 
beispielsweise brauchen nur für den Kreis bewiesen zu werden, 
um allgemein gültig zu sein; die Paseal'sche Linie wird in un- 
endlicher Entfemimg, der Brianchon'sche Punkt als Mittelpunkt 
des Kreises projicirt, in welchen man den gegebenen Kegelschnitt 
überführt. Beide Sätze nehmen eine so elementare Gestalt an, 
dafs sie des Beweises kaum noch bedürfen: Wenn in einem dem 
Kreise eingeschriebenen Sechseck zwei Paare gegenüberliegender 
Seiten parallel sind, so sind es auch die dritten; wenn in einem 
Kreise umgescliriebeaen Sechsseit zwei Paare von Gegeuecken in 
je einem Durchmesser liegen, so ist dies auch für das dritte Paar 
der Fall. 

3) Der Satz von Camot (§ 327) ist eine projectivisohe Eigen- 
schaft und braucht nur für den Fall des Kreises bewiesen zu 
werden, in welchem er deshalb evident ist, weil A^B^ . Ä^B^' 
— A^B^ . A^B^', etc. (Vgl. § 410.) Der Satz gilt ebenso und 
wird in derselben Art bewiesen für ein beliebiges Polygon. 

4) Umgekehrt können aus diesem Camot'sehen Satze die 
Eigenschaften des § 162 leicht abgeleitet werden; denn, wenn 
vrir den Punkt C in unendlicher Entfernung voraussetzen, so ist 

\B^.A^B^' lA^B^ .A^Bs'=A^B^ . A^B^' : A^B^ . A^B^', 

unter der "Voraussetzung, dafs die Gerade A,^ Bj^ zu jl^ .B^ parallel ist. 
5} In. zwei concentriachen Kreisen wird jede Sehne des einen, 
welche den andern berührt, im Berührungspunkte halbirt. — In 
zwei Kegelschnitten, welche eine doppelte Berührung mit einander 
haben, wird jede Sehne des eineu, welche den andern berührt, im 
~ ' ■ t und im Schnittpunkt mit der Berührungssehne 
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harmoaisch geteilt (§ 301, s). § 244, ä ist ein specieller Fall 
dieses Satzes. 

6) Wenn drei coneeutrisclie Kreise gegeben sind, so wird 
jede Tangente des einen von den beiden andern in Piinkten ge- 
schnitten, deren Doppel verMltnis constant ist. — Wenn drei Kegsl- 
sclinitte einander iu den nämliclien beiden Punkten berüliren, so 
wird jede Tangente des einen von den andern beiden in vier 
Punkten geschnitten, deren Doppelverkältnis constaTit ist. 

Der erste Satz ist wegen der Unveränderlichkeit der vier 
Segmente evident; der zweite kann als eine Erweiterung der pro- 
jectivischen Teilung der Tangenten eines Kegelschnittes betrachtet 
werden. In derselben Weise können die Sätze des § 308 in Bezug 
auf Doppel Verhältnisse in Kegelschnitten, welche sich doppelt be- 
rühren, unmittelbar bewiesen weiden, indem man die Kegelschnitte 
als concentrisehe ICrdse projicirt. 

7) Wenn ein Dreieck einem Kegelschnitt eingeschrieben ist 
und zwei seiner Seiten durch feste Punkte gehen, so soll man die 
Enveloppe der dritten Seite bestimmen. (§ 309, 4.) 

Wenn wir die Verbindungsgerade der festen Punkte in unend- 
liche Entfernung und zugleich den Kegelschnitt in einen Kreis 
projieiren, so verwandelt sich die Aufgabe in diese: Ein Dreiect 
ist einem Kreise eingeschrieben, und zwei seiner Seiten sind fest«n 
Geraden parallel; man soll die Enveloppe der dritten Seite be- 
stimmen. Diese Enveloppe ist ein concentrischer Kreis, weil der 
Wiakel an der Spitze des Dreiecks gegeben ist, und die Enveloppe 
ist demnach im allgemeinen Fall ein Kegelschnitt, welelier mit 
dem gegebenen eine doppelte Berührung in den beiden Punkten 
hat, welche ia der Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte 
liegen. 

8) Die projoctivi scheu Eigenschaften des in einen Kegelschnitt 
eingeschriebenen "Vierecks zu untersuchen (vgl. § 423). 

Nach den gegebenen allgemeinen Eutwickelimgen kann der 
Kegelschnitt in einen Kreis und zugleich das Viereck in ein Beeht- 
eok projicirt werden. Für ein in einen Kreis eingeschriebenes 
Kechtect ist der eine Diagoualpunkt im Centrum des Kreises; 
demnach ist der eine Diagonalpunkt des in einen Kegelschnitt ein- 
geschriebenen Tierecte der Pol der Geraden, welche die beiden 
andern verbindet. Für das dem Kreis eingeschriebene Rechteck 
ABCB liefern die in seinen Eckpunkten an den Kreis gelegten 
Tangenten a, &, C, d einen Rhombus, dessen Diagonalen ah, cd und 
bc,ad mit den Diagonalen Fft oder SC, A2>- — ÄC,BD und bez. 
JGCf oder jIB, C-D — AC,£D des Rechtecks zusammen fallen, 
während die dritten Diagonalen tic,hd und EF im Unendlichen liegen. 



y Google 



826 XXII. Von der Metliode dor Projection. 434. 

In Folge dessea fallen allgemein die Diagonalen, des in einen Kegel- 
schnitt eingeschriebenen Vierecks und des entsprechenden umgeselme- 
benenVierseitfi zusammen. (Vergl. § 423 Sehluis, § 63 und§ 286, ö.) 

9) Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so 
ist der Ort seines Centrums ein Kegelschnitt, welcher durch die 
Mittelpunkte der Seiten des gegebenen Vierecks hindurchgeht. — 
Wenn vier Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der 
Ort des Pols einer festen Geraden ein Kegelschnitt, welcher zu 
den Endpunkten jeder Seite und dem Schnittpunkt der gegebenen 
Goraden mit derselben in ihr den vierten harmonischen Punkt 
bestimmt. 

10) Der Ort der Punkte, in Vielehen alle parallelen Sehnen 
eines Kreises in einem gegebenen Verhältnis geteilt werden, ist 
eine Ellipse, welche mit dem Kreise eine doppelte Berührung 
besitzt. (§ 172.) — Wenn man durch einen festen Punkt eine 
Gerade zieht, welche mit einem festen Kegelschnitt die Punkte 
A, B gemein hat, und in ihr einen Punkt P so wählt, dafs das 
Doppelverhältnis der vier Punkte 0, A, B, F unveränderlich ist, 
so ist der Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, welcher mit dem 
gegebenen eine doppelte Berührung hat. 

434. Mit Hilfe der allgemeinen Definition der Brenn- 
punkte (§1 195, 312) können Eigenschaften derselben proji- 
cirend auf ihren allgemeinen Ausdruck gebracht werden. 
Hier ist aber stets eine imaginäre Projection oder, statt der- 
-selben, nach einer reellen Projection das ContiniAifcätsprineip 
des § 432 in Anwendung zu bringen. 

B. l) Wenn ein Kreis zwei gegebene Kreise stets berührt, 
so ist der Ort seines Centrums ein Kegelschnitt, welcher die Ocntra 
der gegebenen Kreise zu Brennpunkten hat (§ 209). — Wenn ein 
Kegelschnitt durch zwei feste Punkte geht und zwei feste Kegel- 
schnitte stets berührt, welche auch durch diese Punkte gehen, so 
ist der Ort des Pols der Verbindungsgeraden dieser Punkte ein 
Kegelschnitt, welcher dem Vierseit eingeschrieben ist, das von 
den Verbindungsgeraden der gegebenen Punkte mit den in Bezug 
auf die beiden gegebenen Kegelschnitte genonunenen Polen ihrer 
Verbindungslinie gebildet wird. 

Hier kommen gleichzeitig die folgenden verschiedenen Prin- 
cipien zur Anwendung: dafs alle Kreise durch zwei feste Punkte 
in unendlicher Entfernung gehen; dafs das Centrum der Pol ihrer 
Verbindungslinie ist; dafs der Brennpunkt als der Schnittpunkt 
der von ihnen ausgehenden Tangenten der Curve betrachtet werden 
mufs; und dafs wir zur Ausdehnui 
ginären auf reelle Punkte berechtigt sind. 
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2) Wenn von einem Kegelselinitt ein Brennpunkt und zwei 
Punkte der Periplierie gegeben sind, so liegt der Schnittpunkt 
der ia diesen Punkten an ihn gezogenen Tangenten in einer 
festen Geraden (§ 20i). — Wenn Kwei Tangenten und zwei 
Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, so liegt der Schnitt- 
punkt der in diesen Punkten an ihn zu ziehenden Tangenten in 
einer festen Geraden. 

3) Wenn ein Brennpunkt und aw 
Schnittes gegeben sind, so ist der Ort s 
eine Gerade. (Nach §202.) — Wenn 

fester Punkt in zweien derselben gegeben sind, so ist der Ort 
des Schnittpunktes der von diesen an den Kegelschnitt au legenden 
Tangenten einer Gerade. 

Denn die zwei unendlich fernen Punkte eines Kreises liegen 
jeder in einer der vom ersten Brennpunkt ausgehenden Tangenten, 
und die von ihnen ausgehenden beiden andern Tangenten des 
Kegelschnittes schneiden sich im andern Brennpunkte. 

4) Wenn drei Tangenten einer Parabel gegeben sind, so geht 
der ihrem Dreieck umgeschriebene Kreis durch den Brennpunkt 
derselben. (§ 228.) — Zwei einem und demselben Kegelschnitt 
umgeschriebene Dreiecke haben ihre sechs Ecken auf einem und 
demselben Kegelschnitt. (§298,8; §312,3.) 

Denn der Brennpunkt bildet mit den absoluten Kichtungen 
ein zweites der Parabel umgeschriebenes Dreieck. 

5) Der Ort des Centrums für einen Kreis, welcher durch 
einen festen Punkt geht und eine feste Gerade berührt, ist eine 
Parabel, welche den festen Punkt zum Brennpunkt hat. — ■ Wenn 
eine Tangente und drei Punkte eines Kegelschnittes gegeben sind, 
so ist der Ort des Schnittpunktes der Tangenten in irgend aweien 
dieser Punkte ein Kegelschnitt, welcher dem von ihnen j 
Dreieck eingeschrieben ist. 

6) Wenn vier Tangenten e 
so ist der Ort seines Centrums die Gerade, welche die Mittel- 
punkte der Diagonalen des Vierseits verbindet. — Wenn vier Tan- 
genten eines Kegelschnittes gegeben sind, so ist der Ort des Pols 
einer Geraden die Verbindungsgerade der Punkte, welche mit den 
Schnittpunkten der ersteren in den Diagonalen diese selbst har- 
monisch teilen. 

7) Aus unserer Definition der Brennpunkte ergibt sich, dafs 
der gemeinschaftliche Brennpunkt zweier Kegelschnitte als der 
Schnittpunkt gemeinschaftlicher Tangenten derselben angesehen 
werden mnfs und demnach die im § 279 entwickelten Eigen- 
schaften eines solchen besitzt. Wenn zwei Kegelschnitte einen 
Brennpunkt und die zagehörige Directrix gemeinschaftlich haben. 
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SO müssen sie als solche Kegelschnitte betrachtet -werden, die eine 
doppelte Berührung mit einander haben, und können daher als 
concentrisehe Kreise prcjicirt werden. 

8) Auch über die Beziehnngen zweier Kegelschnitte führt 
die Methode der Projeetiou mit grofser Leichtigkeit zu einer Fülle 
von Sätzen allgemeiner Natur, Wir projieiren beide Kegelschnitte 
so, dafs eine Seite ihres gemeinsamen Polardreiecks im Bilde 
unendlich fem ist, beide also concontrisch werden. Sie haben 
dann im allgcnieinen ein reelles gemeinscliaftliches Paar con- 
jugirter Durehmesser — ■ nur dann nicht, wenn sie Hyperbeln 
sind, deren Asymptoteupaare sich trennen (§ 299,3) — und vier 
reelle gemeinsame Punkte oder Tangenten, wenn sie einen solchen 
Punkt oder Mie solche Tangente haben. Wir nehmen an, dafs 
dies der Pall sei, und nennen a, Ö, e, d die gemeinsamen Tan- 
genten mit den Berührungspunkten Ä^,Ä2] B^,Ji^] ^ii^h' -^h^s 
bez. am ersten und aweiten Kegelschnitt; ferner E, F, G, II die 
gemeinsamen Punkte, und e^, e^; f^, f^; ffi, g^\ h^, h^ die in ihnen 
an den ersten und zweiten Kegelschnitt gehenden Tangenten. Alle 
erwähnten Punkte liegen in Paaren auf einerlei Durchmesser 
A^G^, EG, A^O^, -BsA, FH, B^B^ ond in Parallelen zu den 
gemeinsamen coujugirten Durchmessern .il^Bj) ^F, Aj^Bj^, C^B^, 
GH, CgDa; Ä^B^, EE,A3Bj,B^Ci,FG,B^Ci; die Geraden sind 
in Paaren parallel %, c^; ö^, d^^, e^, g^; etc. oder sie schneiden 
sich in jenen Dnrchmessem. (§ 371, lo.) Nach diesen Eelationen 
sind die Sätze des § 369 -von den Kegelschnitten F und evident, 
zugleich aber noch eine Menge anderer. 

Die vier gemeinschaftlichen Punkte liegen mit jedem Gegen- 
eckenpaar des umgeschriebenen Vierseits ia einem Kegelschnitt; 
z. B. E, F, G, S, a^\, c^d^. Die Geraden A^E, B^F, C^G, B^H 
berühren einen Kegelschnitt in A^, B-^, Cj, By bez. Die Punkte A^^, 
Bi, A^, Bj, E, Fund Ci,D^,C\,Bs,E, Fliegen je in einem Kegel- 
schnitt, und diese berühren sich in E und F. Das erstere geschieht 
zwölfinal in der rigur, nämlich folgender Tabelle entsprechend, nach 
deren erster Gruppe aufser den Torangeführten auch A^B^A^B^GH, 
C^B^C^D^GH doppelt berührende Kegelschnitte sind; 

Ia^b^a^bJefI \a^CiAsGJeg\_ Ia^d^a^bJehI 

\ C^D^C^B^lGUy \B^I)^B^bJ\Fh\' \ B^OyB^G^ l^'^l' 
Die dualistisch entsprechenden Sätze bildet man leicht.^'''') 

435. Metrik der Projection. Strecken und Winkel, welche 
in der gegebenen Figur constant sind, sind es in einer Central- 
projection derselben im allgemeinen nicM. Es sind daher 
die Gesetze speeieil zu untersuchen, nach welchen metrische 



y Google 



MetrOi der Projectioocn, 829 

ihaften generalisirt werden können. Nach § 424 muTs 
werden, dafs dieselben mit den Ergebnissen der 
Theorie der Distanz in §383 f. zusammenfallen. 

Zunächst ist die Projection einer Strecke mit ihrem Hal- 
birungspunkt eine Strecke, welche durch die Projection des- 
selben und den Flachtpiinkt der Geraden harmonisch geteilt 
wird. Hiernach kann man im Bilde eine Seala eonstruiren. 
Ferner bilden die Richtungen von zwei au einander recht- 
winkligen Geraden mit den imaginären absoluten Richtungen 
ein harmonisehea Büschel. Wenn also vier harmonische Punkte 
A, B, C, D einer Geraden durch eine reelle oder imaginäre 
Projection so projicirt werden, dafs die Punkte A und C, die 
wir als reell oder als imaginär denken dürfen, mit den zwei 
imaginären unendlich fernen Kreispunkten zusammenfallen, 
so projiciren sich gleichzeitig beliebige durch die Punkte B 
und D gehende Gerade als die Schenkel eines rechten Winkels. 
Und vimgekehrt: Wewn, zwei Gerade m einander rechtwinklig 
sind, so werden sie als Gerade projicirt, welche die Verbinätmgs- 
linie der beiden festen Pv/nkte ha/rmorhisch teilen, die als die 
Trojectionen der absoluten Richtungen erscheinen. 

Die Projection eines Linienpaares mit seinen Winkel- 
halbirenden ist daher ein Liuienpaar und das harmonische 
Paar, welches dasselbe mit den Projectionen der Strahlen der 
absoluten Richtungen gemeinsam hat. Hiemach kann in der 
Projection eine Winkelscala constrairt werden. Nehmen wir 
die Projectionen der imendUck fernen imaginären Kreisputüite als 
die absduten Memente der Metrik, nach welcher wir die proji- 
cirten Gebilde messen, so üb^ragen sich aUe metrisdten Gröfsert 
unverändert; mcht aber im ailgemeinen, weim wir dieselbe Messung 
im Original mid Bild anwenden. Man erhält durch Projection 
nicht die allgemeinste Metrik, sondern nur die der parabo- 
lischen Geometiie (§ 394). 

B 1 ) Die Tingente eines Kreises ist rechtwinklig' zum Eadius 
des BeiuhiTingspunktes. — ■ Jede Sehne eines Kegelschnittes wird 
üaiah eme lingente desselben und durch die Terhindungsgerade 
ihres Beruht ungspunktes mit dem Pol der gegebenen Sehne har- 
m<jni,ch geteilt (^§ 157.) 

58* 
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Denn sobald wir die Sehne des Kegelsclinittes als in die 
wnendlicli ferne Gerade der Ebene eines Kreises projicirt voraus- 
setzen, so ersclieineii die Punkte, in welchen dieselbe den Kegel- 
schnitt schneidet, als die absoluten Richtungen und der Pol der 
Sehne als das Oentrum des Kreises. 

2) Jede durch den Brennpunkt eines Kegelschnittes gehende 
Gerade ist rechtwinklig zu der Verbindnngsgeraden ibres Pols 
mit dena Brennpunkte. (§ 204.) — Jede Gerade durch einen festen 
Punkt bildet mit den beiden von ibm ansgehenden Tangenten 
eines Kegelschnittes und der Verbindungslinie desselben mit ihrem 
eigenen Pol in Bezug auf diesen ein harmonisches Büschel. 

Denn die vom Brennpunkt ausgehenden Tangenten des Kegel- 
schnittes sind die Terbindungsgeraden des Brennpunktes mit den 
absoluten Richtungen. 

3) Nach § 434, c) können virir den Ort des Pols einer Ge- 
raden in Bezog auf ein System confoealer Kegelschnitte bestiia- 
mea; denn die Brennpunkte bestimmen, heifst ein dem Kegel- 
schnitt umgeschriebenes Vierseit angeben, welches die VerbLndungs- 
gerade der Brennpunkte zu einer Diagonale hat. In Folge dessen 
ist der vierte harmoniselie Punkt au dem Schnittpunkt der ge- 
gebenen Geraden mit der zwischen den Brennpunkten enthaltenen 
Strecke ein Punkt des gesuchten Ortes. Die andere Diagonale 
ist die unendlich ferne Gerade, und ihre Endpunkte sind die 
absoluten Eichtungen; demnach ist der gesuchte Ort zur gegebenen 
Geraden rechtwinklig und somit vollkommen bestimmt. 

4) Zwei confocale Kegelschnitte schneiden einander unter 
rechten Winkeln. — Wenn zwei Kegelschnitte demselben Vierseit 
eingesehrieben sind, so teilen die beiden in jedem ihrer Schnitt- 
pimkte zu ziehenden Tangenten derselben jede Diagonale des 
Vierseits harmonisch. 

Wir bemerke», daXs der letzte Sata ein Fall von dem 
redproken Satze zu §301,5) ist. 

5) Der Ort des Schnittpunktes solcher Tangentenpaare eines 
Centralkegelschnittes, welche sich rechtwinklig sehneiden, ist ein 
Kreis aus dem Centrum desselben, — Wenn man von zwei Punkten 
5, D, welche eine gegebene Strecke AO harmonisch teilen, Tan- 
genten an einen Kegelschnitt construirt, so ist der Ort ihres 
Schnittpunktes ein durch die Punkte A^ C gebender Kegelschnitt, 
in welchem diese Gerade denselben Pol hat wie in jenem. 

Der Satz kann auch so ausgesprochen werden: Der Ort eines 
Punktes 0, für vvelchen seine Verbindungsgerade mit dem Pol der 
festen Geraden A durch den festen Punkt C geht, ist ein durch 
die Punkte A und gehender Kegelschnitt. Alsdann ist seine 
Richtigkeit direct daraus ersiehiJich, dafs wir das Doppelverhältnis 
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des vott vier beliebigen Lagen der Geraden GO gebildeten Büsoliels 
als mit dem des Büsdiels übereinstimmend erkennen, welches die 
vier entsprechenden Lagen von ÄO bilden. (§ 334, i) 

6) Der Ort des Schnittpunktes der Tangenten einer Parabel, 
die einander rechtwinklig achneiden, ist die Directris. — Wenn 
in dem allgemeinen Satae 5) die Gerade A C den gegebenen 
Kegelschnitt berührt, wird der Ort des Punktes die Gerade, 
welche die Berührungsptinkte der von A imd C ausgehenden 
Tangenten des Kegelschnittes verbindet. 

7) Der Kreis, welcher einem in Bezug auf eine gleichseitige 
Hyperbel sich selbst conjugirten Dreieck umgeschrieben ist, geht 
durch das Centrum der Curve. (§ 179,1.) — Wenn zwei Dreiecke 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt sich seihst conjugirt sind, 
so liegen ihre sechs Eckptmtte auf einem Kegelschnitt. (§312,2; 
§ 361, 3.) 

Die Schnittpunkte der gleichseitigen Hyperbel mit der un- 
endlich fernen Geraden sind in Bezug auf die imaginären Kreis- 
punkte derselben harmonisch conjugirt; das von ihnen mit dem 
Centrum gebildete Dreieck ist ajso ein Polardreieck der Curve. 
Durch BeciprocitSt ergibt sich, dafs die Seitea von zwei in Bezug 
auf einen Kegelschnitt sich selbst conjngjrten Dreiecken einen 
Kegelschnitt berühren. 

8) Wenn durch einen beliebigen Punkt eines Kegelschnittes 
zwei Gerade rechtwinklig zu einander gezogen werden, so geht 
die Sehne, welche ihre Endpunkte in der Garve verbindet, stets 
durch einen festen Punkt (§ 207.) — Wenn durch einen be- 
liebigen Punkt eines Kegelschnittes ein harmonisches Büschel gelegt 
wird, in welchem zwei Strahlen unveränderlich sind; so geht die 
die Endpunkte der jedesmaligen beiden andern Strahlen verbin- 
dende Sehne stets durch einen festen Punkt. 

Dasselbe Ergebnis lautet, anders ausgedrückt; Wenn zwei 
Punkte a, c eines Kegelschnittes gegeben sind, uad (abcä) eine 
harmonische Gruppe ist, so geht die Gerade hd stets durch einen 
festen Punkt, nämlich durch den Schnittpunkt der Tangenten 
des Kegelschnittes in a und c. Denn die Tangente des Kegel- 
schnittes im Punkte a mufs die Gerade öd in dem vierten har- 
monischen Punkte zu dem Punkte K schneiden, welchen ac mit 
ihr gemein hat, weil (a-abcd') ein harmonisches Büschel ist; und 
das nämliche gut von der Tangente in c, so dafs diese Tan- 
gente bd m demselben Punkte schneiden müssen. Als ein spe- 
cieller Fall dieses Satzes erscheint der folgende: Wenn durch 
einen festen Punkt eines Kegelschnittes zwei Gerade so gezogen 
werden, dafs sie mit einer festen Geraden gleiche Winkel bilden, ao 
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geht die Setne, welche ihre Endpunkte verbindet, durch einen 
festen Punkt. 

436. Zwei Strahleiij welche einen cOLStanten Wintel 
einBchliefsen, bilden mit den StraMen absoluter Richtung aus 
ihrem Schnittpunkt ein constantes DoppelverMItnis (§ 387). 
Daher beschreiben die Projectionen der beiden Schenkel eines 
sich in seiner Ebene um seinen Scheitel drehenden constanten 
Winltels projectivische Büschel, deren Doppelstrahlen nach 
dem absoluten Punktepaar der Projection gehen. Dieses Ab- 
solute der Bildebene trird also anf der Fluchtlinie der Original- 
ebene durch jede Projection einer Recht winkelinyolntion 
deflhirt. 

Umgekehrt Itmm jede StrableninvoluUon reell oder imaginiä" 
in eine BeckkvmkdinvoluMon unä gleichseitig eine gegebene Gerade 
ihrer Ebene in imemäliche Entfemwn^ projidti werden (§ 96). 
Man hat das Centrum auf einem gewissen Kreis zu ■wählen, 
der die Gerade als Mittelnonnale hat (§§ 426, 430). Es können 
überhaupt irgend zwei gegebene Winkel gleichzeitig in Winkel 
Ton gegebenen GrÖfsen projicirt werden, denn die Strecke, 
welche jeder von ihnen auf der gegebenen Geraden, d. h. der 
Fluchtlinie r abschneidet, wird von allen Punkten einer gewissen, 
die Endpunkte der Strecke enthaltenden Kugel unter vor- 
geschriebenem Winkel gesehen; reelle Projectionscentra gibt 
es aber nur, wenn die Strecken in einander greifen. 

Dieselbe Conatruction kann aber dazu dienen, ewei ge- 
gebene concenirisehe 8traMeninvolution.en, reell od&r imaginär, 
gl^hseitig im symmetrische zu pr(yiciren. Denn, denken wir 
uns die beiden Paare der Doppelstrahlen bestimmt, so sind 
diese nur gleichzeitig in Rechtwinkelpaare zu projiciren. In 
den symmetrischen Involutionen auid die Strah,Ien absoluter 
Richtmig einander zugeordnet (§ 96). 

E. l) Der in demselhea Segment eines Kreises enthaltene 
Winkel ist constant. IHeser Satz ist, wie der gegenwärtige Artikel 
lehrt, die von der Doppelverhältnisgleichheit von vier Punkten 
eines Kreises angenommene Form für den Fall, wo zwei dieser 
Punkte in unendlicher Entferoung sind. (Vgl. § 433, 2.) 

2) Die Enveloppe derjenigen Sehnen eines Kegelschnittes, 
welche einen constanten Winkel am Brennpunkt spannen, ist ein 
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Kegelschnitt, welclier mit dem gegebenen Kegelsohnitt den Brenn- 
p-unkt und die Directrix gemein hat. (§ 313, s). — Wenn die von 
dem Punkte gezogenen Tangenten mit dem Kegelschnitt die 
Punkte T, '£' gemein haben, und zwei Funkte A und B in dem- 
selben so gewählt werden, deJs das Doppel Verhältnis (0 . A TB T') 
eonstant ist, so ist die Enveloppe der Sehne AB ein Kegelschnitt, 
■welcher den gegebenei^ in den Punkten T, T' berührt. 

3) Der Ort des Schnittpunktes derjenigen Tangenten einer 
Parabel, die einander unter gegebenem Winkel sehneiden, ist eine 
Hyperbel, die mit der Parabel den Brennpunkt und die Directrix 
gemein hat. — Wenn eine begrenzte Gerade AB, welche einen 
Kegelschnitt berührt, von zwei Tangenten desselben nach oon- 
stantein Doppel Verhältnis geteilt wird, so ist der Ort ihres Schnitt- 
punktes ein Kegelschnitt, der den gegebenen in den Berührungs- 
punkten der von Ä, B ausgehenden Tangenten berührt. 

4) Wenn durch den Brennpunkt eines Kegelschnittes eine 
Linie gesogen wird, welche mit einer Tangente desselben einen 
gegebenen Winkel einschliefst, so ist der Ort des Punktes, in 
welchem sie dieselbe schneidet, ein Kreis. — Wenn eine veränder- 
liche Tangente eines Kegelschnittes zwei feste Tangenten in T, T' 
und eine feste Gerade in M schneidet, und ein Punkt P in ihr 
so bestimmt wird, dafs das Doppelverhältnis {PTMT') eonstant 
ist, so ist der Ort des Punktes P ein Kegelschnitt, welcher durch 
die Punkte geht, in denen die festen Tangenten die feste Gerade 
schneiden. (§ 304, 4.) 

5) Ein Speciaifall von 4) ist: Der Ort des Punktes, in welchem 
der von zwei festen Tangenten eines Kegelschnittes in einer ver- 
änderlichen Tangente desselben bestimmte Abschnitt in einem 
gegebenen Verhältnis geteilt wird, ist eine Hyperbel, deren 
Asymptoten den festen Tangenten parallel sind. 

6) Wenn von einem festen Punkt die Gerade gezogen wird, 
welche einen gegebenen Kreis im Punkte P schneidet, und an 
sie der constante Winkel TPO angetragen wird, so ist die En- 
veloppe des neuen Schenkels TP ein Kegelschnitt, welcher den 
Punkt zum Brennpunkt hat. — Wenn das Doppel Verhältnis 
eines Büschels , von welchem drei Strahlen durch feste Punkte 
gehen, gegeben ist, imd der Scheitel desselben sich auf einem 
durch Ewei dieser Punkte gehenden gegebenen Kegelschnitt bewegt, 
so umhüllt der vierte Strahl desselben einen Kegelschnitt, welcher 
die VerbiBdungsgeraden dieser zwei Punkte mit dem dritten festen 
Punkt berührt, 

7) Ein Specialfall von 6) ist: Wenn zwei feste Punkte A 
und B eines Kegelschnittes mit einem veränderlichen Punkte P 

L durch Gerade verbunden werden, und der von den Ter- 
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bindungsliaieii ia einer festen Geraden begtimmte Abschnitt in 
dem Punkte M in einem gegebenen Verhältnis geteilt wird, so 
ist die Enveloppe der Geraden PM ein Kegelschnitt, welcher die 
durch A und B gezogenen Parallelen zu der festen Geraden beröhrt. 

8) Wenn man an die um den festen Punkt sich drehende 
Gerade OP in ihrem Schnittpunkt P mit einer festen Geraden 
den Constanten Winkel TPO antragt, so ist die Enveloppe seines 
neuen Schenkels PT eine Parabel, welche den Punkt zum Brenn- 
punkt hat. — Wenn das Doppelverhältnis eines Büschels, von 
welchem drei Strahlen durch feste Punkte gehen, gegeben ist, 
und sein Scheitel sich längs einer festen Geraden bewegt, so ist 
die Enveloppe des vierten Strahles ein Kegelschnitt, der die drei 
Seiten des von den gegebenen Punkten gebildeten Dreiecks berührt. 

9) Die von einem beliebigen Punkte zu einem System con- 
focaler Kegelschnitte gezogenen Tangenten machen mit zwei festen 
Geraden gleiche Winkel. (§ 247.) — Die von einem beliebigen 
Punkte zu einem System von demselben Vierseit eingeschriebenen 
Kegelschnitten gezogenen Tangenten schneiden jede Diagonale des 
Vierecks in einer Involution, welcher die Endpunkte der Diagonale 
als ein Paar conjugirter Punkte angehören. (§ 301.) ■' 

437. Parallelprojection. Weim das Projectionacentrum in 
tmendliclie Entfemitng rückt, so gehen die Strahlen des proji- 
cirenden Bündels in parallele Strahlen über, deren Lage gegen- 
über der Bildebene abgegeben werden muTs. Legt man durch 
alle Punkte der Begrenzung einer Figur Strahlen derselben 
Richtung, so bilden sie einen projieirenden Cylinder und jeder 
Querselinitt desselben heiTst eine PwraUelprojecUon der Figur (§ 1). 

Die gebräuchlichste Projectionsrichtung ist die zur Bild- 
ebene normale. Die Fufspunkte der von den Punkten der 
aer Fignr gefällten Perpendikel bilden die 
•Mon derselben. Die entsprechenden ebenen 
Figuren haben nicht nur nnveränderten projecti vi sehen Cha- 
rakter, sondern auch gewisse metrische einfache Beziehungen. 

Parallde StraUen hohen parallele Projectionen. Die ge- 
gebene Strecke and ihre Projection sind den Seiten eines 
Dreiecks gleich, dessen Winkel nur durch die Neigungen der 
Strecke und der Projectionsrichtung gegen die Bildebene be- 
stimmt sind. Parallele Streiken stehen zu ihren ParaUel^rojectionen 
in consianiem Verhältnis. Insbesondere ist die Orthogonal- 
projection einer Strecke daa Produet der Strecke in den Cosinus 
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des von ihnen eingesetlossenen Winkels. Wie die in der 
Bildebene selbst liegendeuden Strecken nicbt geändert wer- 
den, so ist die Projection jeder sw Südeben^ parallelen Sirecke 
ihr gleich. 

Der Flächeninhät emer eftme« Origincdfigur steht m, äem 
ihrer FaralMprojecHon in einem constanten Verhältnis. Setzen 
wir die Ordinaten der Figur und ihrer Projection rechtwinklig 
zur Schnitttiinie ihrer Ebenen vorans, so setzen 9ieh beide 
Flächen aus Parallelatreifen von je gleicher Breite zusammen, 
deren Höhen in einem constanten Verhältnis stoben dis nur 
von der Neigung der Ebene and der Projectioneiichtraig 
abhängt. Nach der Methode des XIII. Kapitels (§ 254) tolgt 
die gleiche Proportionabtät der ganzen Flächen. Die Fläche 
der Orthogonalprojection ist gleich der Oiiginalfläche, mul- 
tiplicirt mit dem Cosinus des Winkeis der Ebenen. 

Bringt man die ebenen Figuren durch Drohung der einen 
um die Schnittlinie ihrer Ebenen in dieselbe Ebene (§ 425), 
eo erhält man den speciellen Fall der centrischen Lage col- 
linearer Systeme, bei welchem das CoUineationscentrum un- 
endlich fem ist. Wir haben sie in § 100 als Affinität be- 
zeichnet. Die Affinität zwischen der Umlegung des Originals 
und der Orthogonalprojection wird mau selbst orthogonal 
nennen, weil die Afflnitätsrichtung zur CoUineationsaie nor- 
mal ist. 

Diese Affinität geht in schiefe bez. orthogonale Symmetrie 
zur Axe über, wenn die Richtung der projicirenden Strahlen 
der Halbirungsebene des Drehunge winkeis zwischen beiden 
Ebenen angehört. Gehört die Richtung dagegen der Hal- 
birungsebene des Nebenwinkels an, so wird die Affinitäts- 
richtung mit der Axenrichtung identisch, und man erhält 
flächaigleiche Systeme (§ 100). 

Jede EUipse hamn orthogonal in einen Kreis projid/rt 
werden. Wir wählen die Projections ebene so, dafs ihre Schnitt- 
linie mit der Ebene der gegebenen Ellipse der kleinen Axe 
dieser letzteren parallel ist und zugleich so, dafs der Cosinus 
des von den beiden Ebenen eingeschlossenen Winkels dem 
Verhältnis 6 : a der kleinen Axe zur grofsen Axe gleich ist. 
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Alsdann bleiben alle zur kleinen Äxe parallelen Sehnen der 
Ellipse unvei'ättderfc in der Projeetion, während alle der grofsen 
Axe parallelen Sehnen in dem Verhältnia 6 : a verkürzt 
werden; foJgHeh wird die Projeetion ein Kreia Tom Radius 6. 
(§ 172.) Die rechtwinkligen Durchnieaser paare des Ki-eisea 
liefern die conjngirten der ElUpse. (§ 183.) Dabei kann ein 
Erenapunkt an eine beliebige Stelle des Kreisinnern projicirt 
werden. 

Da bei Parallelprojoctionen keine im Endlichen gelegenen 
Geraden in die imendlicb ferne projicirt werden, so sind alle 
Querschnitte eines Kreia cy linders Ellipsen (oder zwei Mantel- 
linien etc.). Ditrck Pa/raUelprojecUon wird die Gattung des 
Kegdsehnittes nicht geändert. Auch entsprechen eich in Original 
und Bild die Mittelpunkte. 

B. l) Untersuchnng des Ausdrucks in § 183, 7) für den 
Radius des Kreises, der einem, in einen Kegelschnitt eingeschrie- 
benen Dreieck umgeschrieben ist."*) 

Beianatlich gilt die Relation 2FB = IJ^l^, wenn M diesen 
Radius, ^ .F denPlächeninhalt desDieiecks ?j^ 1^ ?g die Seiten! kngpu 
desselben bezeichnen. Pjojiuien wii dann die ElhpSH m emen 
Kreis vom Radius h, .o gilt weil dieser Kreis als der umge 
achriebene Kreis des projicii-tea Dieiects erscheint die Eelation 
2F'b = 1(1^1^- Wenn wir nun he den Seiten 1 eses Die ecVi, 
parallelen Halbmesser der Ellipse dmch b b h be/ei tuen 
so gelten die Proportionen ?j ?^ == ö ö \ lg =^ h b 1^ ?j 
= & : b'". Es steht ferner F -ivm Inhalt des Kreises b al&o 
fflö^, in demselben Verhältnis wie F zum Inhalt der Ellipse von 
den Halhaxen a und 6 al 3 jc(ö demnach, ist i^ F^b a 
Alles dies gibt die Kelatiin 
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2) Gute weitere Beispiele liefern die Probleme von der 
kleinsten einem Dreieck mngesohriebenen und der gröfsten ihm 
eingeschriehenen Ellipse, etc. Jene geht in den umgeschriebenen 
Kreis über für ein gleichseitiges Dreieck, dessen Ecktangenten 
au den Gegenseiten parallel sind; und dies letztere gilt auch für 
die Projeetion. 

3) Man achreihe einer Ellipse ein conveses m-Eek Pj^P^Fg .... 
ein, dessen Seiten am Brennpunkt JF gleiche Winkel P;^FP3=PgFPg 
^ etc. spannen, und projicire die Ellipse orthogonal in einen 
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Kreis. Die Projection P^'Pg'Pg' ... des «-Ecks heifst eim har- 
monisches Krd^olygon in Bezug auf dm PmiM F, d. h. ein solches, 
dessen Seiten ihren Abstanden, von dem festen Punkt F' pro- 
portional sind. 

Denn ziehen wir in Pj, P^ die Tangenten P^ % Pg T an die 
Ellipse, so ist P^T'=P^T\ also verhalten sieh die Abstände 
der Seiten P^P^\ P^P^ von T' wie sin TP^P^ : sin T'P^'P^' 
= sin Pi'Pg'P/ : sin Pg'Pi'P/ = P-i'Pg' : Ps'Pi-, aber auch wie die 
analogen Abstände von F', weil F'P^'T' ebenso wie FP^T in 
einer Geraden liegen. 

4) Jedem harmonischen Kreispolygon kann eine EUipse ein- 
geschrieben werden. Denn awf der in 3) benutztea Ellipse er- 
zeugen die Schenkel eines sich um F drehenden constanten Winkels 

projectiviache Beihen von Schnittpunkten P^ P^ P, ... und PgPgP^ 

Die Verbindungslinien entsprechender Punkte, d. h. die Polygon- 
Seiten umhüllen einen doppeltberührendeE Kegelschnitt (§ 309). 
Die Berührungspunkte liegen auf den Strahlen absoluter Eichtung 
von F, also hat der Kegelschnitt mit dem ersten den Brennpunkt F 
und die Direotris gemeinsam. 

438. Orthogonolsystem im Bündel. Auch die geome- 
trische Verwandtschaft der Polarreciproeität läfst sich in frucht- 
barer Weise mit dem Proeefs der Projection durch gerad= 
liüige Strahlen aus einem Centrum auf eine Ebene verbinden 
in dem speciellen Falle, wo die Directi'ix ein Kegelschnitt 
von der Gleichungaform x^ -\- y^ -{- z"^ = 0, d. h. ein aus dem 
Anfangspunkte der Coordinaten mit dem Radius i beschrie- 
bener Kreis ist. Es ist dies der wichtige Fall, wo die polar- 
reciproken Gleichungen identisch sind, aber dualistisch inter- 
pretirt werden (§ 404). Die Gleichung der Polare des 
Punktes x \ y oder P ist xx' + yy' + 1 = 0; man conetruirt 
sie wie folgt: Man bildet aus dem Vector POj des Pols und 
der Einheit s als Katheten ein rechtwinkliges Dreieck P 0^ (0) 
und schneidet den ersten durch das im Endpunkt (0) der 
letzten auf seiner Hypotenuse {0)F errichtete Perpendikel; 
die im Schnittpunkt P' auf dem Vector errichtete Normale p 
ist die Polare von P, 

Dies Verfahren ist einer einfachen stereometriaehen Ver- 
anschaulichung fähig. Denken wir ans das Dreieck P(0)F' 
um TP' aufgerichtet, bis O^P = 0^(0) auf der Bildebene 
senkrecht ist, so ist die durch p und gelegte Ebene nor- 
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mal am- Geraden OF. Wird also in der Entfermmg Eins mm 
Cenlrum der Red^odtät (mf der Normale ihrer Ebene ein 
Frojectionscentram angenommen, so sind der SehstraM Peines 
Pols und die proßeirende Ebene Op seiner Polare normdl su 
einander.^'''') 

Ordnet man nun in einem Bündel den Sirafüen ihre 
Normalehenen als entsprechend zn, so nennt man die öesammt- 
heit solcher Elementenpaare ein Orfhogoniüsystem. Interpre- 
tiren wir die Coordinaten ic ] ^ [ « aber im Bündel, so stellt 
a^^ -|- »/^ -|- «^ = einen imaginären Kegel dar, in Bezug auf 
welchen der Strahl OP und die Ebene Op b\.& polareonjugirte 
Elemente zusammengehören, wie der Punkt P und die Gerade p 
in Bezug auf den Querschnitt des Kegels mit der Bildebene. 
Das Ortho goualsyatem ist also eiue Polarreciprocitat mit dem 
Kegel als Directrix. 

Endlieh aber kann dieser Kegel auch als die aus als 
Mittelpunkt beschriebene Kugel vom Radius NuU beaeichnet 
werden. la der That hegt in der durch 0, gelegten Ebene 
ein MantellinJenpaar des Kegele, welches nach den absoluten 
Richtungen dieser Ebene geht, somit als ein N"ullkreis gilt 
(§ 103); denn die Mantellinien schneiden auf den Schenkeln 
0^0, P'P eines rechten Winkels Segmente von den Längen 
1 und i ab. Durch Drehung dieser Querschnitte um 00^ 
entsteht aber ein Kegel absoluter Richtungen oder eine 
Nullkugel. 

B. l) Jeder Kegel zweiten Grades kann deflnirt werden als 
Directrix eines Pdarsystems im Bündel. Man hat in der That nur 
das ebene Polarsystem, welches einen seiner- Querschnitte deflnirt, 
aus seinem Centrmn zu projiciren. Zwei concentrische Kegel haben 
ein gemeinsames harmonisches Polartripel. 

2) Bin Kegel zweiten Grades besitat drei m einander recht- 
wmkliffe Ajsen. Denn das ihn defliiirende Polarsystem hat mit dem 
Orthogoflalsystem an seinem Seheitel ein harmonisches Polartripel 
gemeinsam, dessen Strahlen zu den entsprechenden Ebenen nor- 
hlbI sind. 

3) Das conoentrisehe Orthogonalsystem ordnet einem Kegel 
zweiten Grades einen Normalen' Kegel zweiten Grades zu, dessen 
Mantelliniea die Normalen der Tangentialebenen des ersten sind. 
Die Querschnitte beider Kegel sind polarreciproke Gurren in 
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Bezug auf dea Fufspunkt des vom. Kegelscheitei auf die Ebene 
gefällten Perpendikels. 

4) Die beiden Paralleletieaeu durcli au den Kreisselmitt- 
ebeaeu enthalten Rechtwinkelinvoluticmett harmonisclier Polaren 
in Bezug auf den Kegel. Das Orthogonalsystem ordnet ihnen 
zwei Strahlen mit Recht winkelinTolutionen harmonischer Polar- 
ebenen in Bezug auf den normalen Kegel zu. 

5) In jedem Kegel zweiten Grades gibt es ewei Focaistrahlen, 
d. h. Strahlen, deren jeder einen Brennpunkt aller zu ihm nor- 
malen Querschnitte enthält. Denn sind die Strahlen die Träger 
YOn Kecbtwiakelinvolutionen im Bündel, so haben ihre Fuispunkte 
in Normalebenen dieselbe Eigensebaft (§ 195). Die Pocalstrablen 
sind die Normalen der Kreissobnittebenen des normalen Kegels. 

439. Methode der Kreissoheitel. Da im Yorigen der 
Directrixkreia und das Projectionscentrnm sieb gegenseitig 
bestimmen, so kann man die zu Grunde Üegende Betrachtungs- 
weise dahin auBsprecben, dafs überhaupt ein Kreis vom 
Mittelpunkt M und dem Radius r in der Ebene E durch zwei 
Punkte S and S' im ßaume dargestellt oder bestimmt werden 
kann, welche in den durch MS^ = MS'^ = — r^ gegebenen 
Diatanzen MS= — MS' von M in der in If auf E errich- 
teten Normale liegen. Sie sind offenbar für jeden reellen 
Kreis imaginär und für jeden rein imaginären reell und zwar 
sind sie als zu jedem Paar von Durehmeaserendpunkten associirte 
Punkte zu charakterisiren (§ 96). Daher wird man dieselben 
auch die assodirten Punkte oder die Scheitd des Kreises nennen. 
Also sind die Sdieitel auch als die Mittelpunkte der Kugdn vom 
Madius Nidl anzusehen, von welchen d&r gegebene Kreis der 
^ierschnitt ist. Denn ist X ein Punkt des Kreises, so hat 

man MX^-- M^, und offenbai- Äl* = MX^ + M8^ = 0, 

d. h, die Scheitel haben von jedem Punkte des Kreises den 
Abstand Null. 

Die Beziehungen von Kreisen in der Ebene lassen sieh 
nun an den räumlichen Beziehungen zwischen ihren Scheiteln 
studireu. Der Hauptsatz dieses Ubertragungsprincips lautet: 
Die Entfemuttgen zwischen den Scheiteln zweier Kreise sind 
gleich den Längen ihrer gemeinsamen Tangenten. Bezeichnen 
wir die auf der einen Seite der Ebene gelegenen Scheitel von 
.Kreisen {S^ mit S;, ihre symmetrischen mit S^, so ist Sj Sg 
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oder Ä/Sg' gleich den inuern, S-^S^' oder S^' S^ gleich den 
änfsem Tangenten von (jS^) imd (Äj). Denn ihre Quadrate 
sind gleich dem Quadrat der Gentraldiatanz c, Termekrt um 
das Quadrat der Differenz bez. Stunme der Normalen der 
Scheitel oder aneh vermindert um das Quadrat der Differenz 
hez. Summe der Kreisradien (§ 129). 

B. Das Apollonische Problem (§ 133). 

Setzen wir zuerst die Mittelpunkts coordiuatea und Badien der 
drei gegebenen Kreise Sj^, Sg, S^ des Problems gleich «^ | ^[ | i (0' — j'j.) 
für s als eine Constante, so sind die Gleichungen derselben. 

und der Äpollonische Kreis (Ä) hat die Gleichung 

(i - .)■ + (» ~ ß)' + (» - ff - 0, 



■en z. B. der 

(«-..)' + ( 



Mittelpunkt nnd Radius bestimme 
Berührung zwischen ihm und jer 

- ß,y + (r - y,y = 0, 



. Die 



denn diese Gleichungen sagen aus, dafs die Längen der äuisern 
gemeinsameu Tangenten zwischen ihm und jenen Null sind. 

Zur Elimination der c, ß, y zwischen den drei Bedingungen 
und der Gleichung des Apollonisohen Kreises fuhrt dann folgende 
Überlegung. Es ist S8^^ = 0, wenn die 
Tangenten, und SS,^^ = 0, wenn die äufser« 
genten der Kreise die Länge Null haben; jenes ist also die Be- 
dingung der äulseren, dieses die Bedingung der inneren Berührung. 
Den Apollonischen Kreis suchen heifst daher nichts anderes als: 
diejenigen Kugeln vom Eadius Null bestumnen, welche von jedem 
der drei gegebeneu Kreise einen Seheitel enthalten. 

Nun besteht aber zwischen den Distanzen von fünf Punkten 
im itaume eine Relation, welche sich von der in § 140, 1 für 
vier Punkte der Ebene gegebeneu nur dadurch unterscheidet, daTs 
der Saum 1, ib% 25^, 35*, 45*, rechts und unten hinnutritt, 
also die Eelation in B. 3 a, a. 0.; wenn dann der fünfte der Punkte 
das Oentrum einer durch die vier ersten gehenden Kugel vom 
Radius NuU ist, so dafs 15, 25, 35, 45 sämmüich Null sind, so 
kommt man zu der am SchluTs des B. 2 a. a. 0. gefundenen Re- 
lation, welche die Beziehung zwischen den Längen der gemein- 
samen Tangenten von vier Kreisen ausdrückt, die voi 
fünften Kreis berührt werden; hier also erscheint ( 



y Google 



Reelle aanociixte Punkte für reelle Kreise. §41 

Eelatioa zwischen den gugensPitigon Entfernungen von vier Punkten 
einer Kugel vom Eadiua Null Die irrationale Form dersellien 

23. 14 + 31.^ + 12.34 = führt wegen 

23 = yiK ~ a,y + (ß, - ß;f + {y, - ^f], etc.; 

li = y[{x-a.,y + (^- ß,y + (^ - y,y), etc, 

wonach. 23, 31, 12 die Längen der äul'seren gemeinsamen Tan- 
gentöB der bezeichneten Kreispaare sind, direct zu der Gleichung 
von Casey in § 140 

,. 23 . "J/ä^ + 31 . ys^ + 12 . y&i = 0, 

welche zwei der Beruhiimgskinse ausdruckt 

Der geometnaLhe Sinn diesei Losung ist, dal« die Querschnitte 
der Projectionsebene mit den heiden Kullkugeln (S) und (5'), 
welche duich die Scheitel iS^, 6__, 63 odei durch 8^\ S^', Sg' bez. 
gehen, zwei der Apollonisi,hen Kieise sind 

Und die Constiuction von Gergonne eigibt sich daraus in 
folgender Weise. Die Geraden S^S^, ÄjSj, S^S.^ schneiden die 
Ebene der drei Kreise in ihren äufseren Ähnlichkeitspunkten, die 
ia der Schnittlinie derselben mit der Ebene der drei Scheitel S^S^S^ 
als der bezüglichen Ähnlichkeitsase liegen. Die Gerade ySS' schneidet 
dieselbe Bildebene in einem von Sj, S^, Sg gleictweit entfernten 
Punkte, also in einem Punkte gleicher Tangenteniängen zu den 
gegebenen Kreisen oder im Eadioalcentrum JB derselben. Dals die 
Punkte 8, 8' von jedem Punkte der vorerwähnten Ahnliclikeitsaie 
gleichen Abstand haben, sagt weiter aus, daJs die Tangenten von den 
Punkten der Ähnlichkeitsase aJi die erhaltenen Apolloniaohen Kreise 
gleiohlang sind, oder dafs sie die Radicalaxe derselben sein mufe. 

Da endlich die Kreise S und Sj sich berühren müssen, so 
haben die entsprechenden Kugeln vom Radius Null (S) und (Sj) 
in allen Punkten der Geraden 88^ Berührung mit einander; somit 
liegen die Berührungspunkte des Kreises S^ mit den beiden Apollo- 
niscken Kreisen S und S' in der Ebene 8^88' Jt, welche auch die 
Normale zur Ebene 8i8^S^ im Punkte 8^ enthalt. Daher ist ihre 
Schnittlinie mit der Bildebene die Gerade, die das EadicaJoentrum 
M mit dem Pol der Almlichkeitsaxe in Bezug auf den Kreis Eins 
verbindet; denn jene Normale ist die Polare der Ahnliohkeitsase 
in Bezug auf die Nullkugel Eins.*'^) 

440. Methode der räumliclien Repräsentation. Oyklo- 
graphie."*) Die vorige Methode ist sehr bequem, um die 
Kreislehre nach ihrer Anleitung analytisch zu entwickeln, 
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aber sie ist infolge des Übergangs vom Reellen zum Tmagi- 
r^ren nicht ebenso vorteilhaft für die geometrische Construction. 
Diese Schwierigkeit kann man nun leicht beseitigen, indem 
man das imaginäre Scheitelpaar des Kreises dnrch das reelle 
Stellvertreterpaar ersetzt (§ 17). Es kommt dies darauf hin- 
aus, als die r^räsmUrmden Punkte des Kreises die Spitsen 
der gleichseiiigen, geraden Kegel gu hefy-achten, welche den Kreis 
sw Sasis haben; d. h. jeden Kreis als Distamkrels zugehöriger 
Projectionscentra nach § 425. 

Denken wir in der Mittelnormale jedes Kreises den Radius q 
als MS und MS' beiderseits abgetragen, so entspricht offen- 
bar eine gerade Beihe r^räsenürender Punkte der Qesammiheit 
der einem Tangenienpaatr eingesckriebenen Kreise. Dena die 
Orthogonalprojectionen M von S erfüllen eine Gerade, die 
Centrale der Kreise, deren Radien MS den Abständen MÄ 
vom Selmittpuiikt A der Geraden mit der Ebene proportional 
sind. Also ist A ein gemeinsamer Ährüichkeitspunkt der Kreise. 
Punkte einer Ebene repräsentiren ebenso Kreise, welche die 
Spur der Ebene zu einer AJmlichJcdisaxe haben (§ 131). 

In jedem KreishOschd ist die Differenz der Quadrate des 
Radius und der Mittelpunktsentfemung vom Centralpunkt des 
Büschels conetant. Die repräsentirenden Ptmkte eines Kreis- 
büschels bilden also eine gleichseitige Hyperbel, welche die Centrale 
des Büschels und die im Centralpunkt emchtete Normale der 
Ebene zu Axen hat (§179, i). Die Örenzpunkte des Büschels 
sind die in der Centrale liegenden Scheitel der Hyperbel (§ 126). 

Alle Kreise, wdche einen gegebenen Kreis berühren, werden 
durch die Punkte des über jenem Kreise stehenden geraden gleich- 
seiiigen Kegds r^fräsentirt. Denn einer ManteUinie desselben 
entsprechen alle die Basis in ihrem Fufspunkt berührenden 
Kreise. Damit ist wieder ein Mittel zur constnietiveu Losung 
des Apollonischen Problems gegeben; es führt nach der Methode 
der Protection**') dircet auf die Construction des §133; aber 
in der Bemerkung, daß die Rotation der ein Kreiabüschel re- 
präaentirenden Hyperbel um ihre zur Zeiehnungsebene nor- 
male Axe ein einfaches bez, zweifaches Eotationshyperboloid 
als Repräsentant des linearen Kreissystema zweiter Stufe (§ 128) 
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liefert, nämlicli mit reellem bez. rein imaginären Orthogonal- 
kreis, liegt der Keim zu der Entdeckung, daß diese einfachen 
Formen zur gleichartigen Lösung aller Winkelsclmittproblenie 
über Kreise führen — nicht nur in der Ebene, sondern auch auf 
der Kugel, und in beiden Fällen mit Einschlufs der imagirmren 
Kreise und Winkel — Probleme, denen wir schon in § 132 
n. § 140,1 begegnet sind; sowie zur vollständigen Theorie der 
linearen Kreissysteme und den entsprechenden Construetionen 
und Theorien über Kugeln und Kugelsysteme, also auch zur 
Inversion. 

Wie die Kreise nach diesem specieUen Procefs, so imnen 
iS}erkcmpt die Kegdschnitte eines Systems dritter Stufe dm-ch 
die Punkte oder Ebenen des Bamnes nach hestimmt&n. Ge- 
setzen repräsenUrt werden. Denn der Raum ist ein dreidimen- 
sionales Q-ebUde, eine dreifache Mannigfaltigkeit von Funkten 
und Ebenen, wie das System dritter Stufe eine dreifache 
Mannigfaltigkeit von Curven enthält. 

Insbesondere aber weist die Lehre von den linearen Ver- 
wandtschaften überaU hinaus auf die räumliche Geometrie, 
weil erst da die organische Entwickelung aus Grundgebilden 
ihre vollständige Durchführung findet. Der Wert der ProjecHons- 
metfwde ieruM vor allem in der geomelriscJien ÄmckmUeM^U, 
wdche sie den analytischen Operationen zu mhstüuirm. erUj/iAt, 
Als Hauptunterschied in der Handhabung der geometrischen 
und der analytischen Methode stellt sich aber der her- 
aus, dafs das rein georaetriscbe Verfahren meist einfacher 
zuerst zu einem speeiellen Satae führt, dessen Verallgemeine- 
rung die Projectionsmethode liefert; während die algebraische 
Rechnung den allgemeinen Satz in der Regel ebenso leicht 
wie den speeiellen beweist, so dafs nach Aufstellung des 
ersten nur zu specialisiren bleibt. 
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Conjugirte Durchmesser 331 f., 

343, Ö84 f. 

— Ellipsen und Hyperbeln 322 t. 

— Kreisbüaehel 245 f. 
Conj.-imag. Gerade 63 f., 507. 

— Punkte 22, 39, 507. 
Constanten der Transformation der 

Centralgleichung 313 f, 
Conatruction oonj. Durchmesser 
333, Yon gegebenem Winkel 339 f. 

— der Geraden aus der homogenen 
Gleichung 114. 

— mit imag. Elementen 503. 

— der B. aus d. Scheitelkreisen 319 f, 
~ der H. 328. 

— derKe.au8derGleichung286f. 

— ans linearen Bedingungen 601 f. 

— ausPol-bez.Polar-Inv, 505,604, 

— der oBCulirenden Ke. durch, zwei 
Punkte 516, 

— der OBCul. Kr. 405 f, 

— der hyperoscnlierenden durch 
einen Punkt 516. 

— der involutorischen Reihen nnd 
Bflschel aus zwei Paaren 172, 806 f. 

— proj. Gebilde aus dieiPaarenl71, 
807 f. 

— des Polarsystems aus Polar- 
dreieck und einem Paar 755 f. 

Contragredienz 157, 643, 666, 

Contravariante 666. 

~ Ke. zu zwei gegebenen 667, 671 f. 

— lineare Systeme G58 f. 
Coordinaten Cartesische 2, 

— als trimetrisehe 119. 

— Plücker'sohe 47 f., 120 f. 

54* 
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Coordiaaten-, poUre 7 f. 

— bipolare 8. 

— ptojeetiviaohe 141 bia 148. 

— tegTiläre 146. 

— Streifen- 146. 

— triiaetriBclie 109 f., 111, 126 f. 

— ©Uiptiselie 431. 

— pleonastisohe 551 f., 709 f. 

— der Endpunkte conj. DurcltmeB- 
aer 331. 

— d. Punktes in d. Reihe 15f,, 125 f. 
~ des Strahls im Büschel 122- 
Correspondönz, algebraische 630. 
Covarianten 61S f., 623. 

— der cubischen Porm 634 f. 

— der biquadratiBGlieii Form. 638. 

— d.Ke,866,669biB678,697f.,701f. 
Curve, algebraische 33. 

— als Grenze ein.- u. lungeschrie- 
bener Polygone 427. 

— dritter OlaBse 600, 697. 

— dritter Ordnung 541 f., 665, 696, 
703 f., 823. 

— aecheter Ordnung 540, 565. 

— vierter Ordnung 666. 

— zweiter Classe u. Ordnung 197, 
484, 214, 279, 308. 

— degenerirende 434, 437. 

— von Cayley-Hennite 706 f. 
CurvonEiige, reelle 28. 

Determinanten 149 f. 

— Functional- oder Jacobi'a ehe 614, 
627f.,637f.,696f,702f.,706f., 711. 

— von drei Ke. resp. Er. 699. 

— Heaae'sche 627, 635 f., 638f., 711. 
-- der Recipcooiiat 758 f. 
Differenz der Tangenten und Bögen 

bei Confocalen 439. 

Directrix des Ee, 354, 366, 393, 
395, 397, 537, 584, 716. 

— " des Polarsjstems 755. 
zu zwei polarreciproken Ke. 766. 

Diacriminante der binären qua- 
dratischen 19, 89, 606 f. 

— cubischen 631 f. 

— biquadratiHchen 634. 

— ' der temären quadratischen Porm 
n. Gleichung 96 f., 163 f., 280, 303 f., 
662, 641 f. 

Distanz zweier Punkte 5 f., 9, 
116 f., 162. 

— zwiaohen Punkt u. Gerade 63 f., 
66, 108. 



Distanz vergleich uiig 738 f. 
Doppelefemente der CoU. von 
Ebenen 180 f., 487 f. 

— der Inv. 175, 500. 

— der proj. Reihen u, Büschel 174. 

— der ptoj. Systeme auf dem Ke, 
499, 528 f. 

Doppelt reciproke Elemente der 
Reciprocität 753, 786. 

Doppel Verhältnis aus vier 
Elementen eines Gebildes erster 
Stufe 133, 136, 138, 168, 611, 633 f. 

— eines Ke. 481 f., 490 f., 626. 

— eines Ke.-Syatems erat. Stufe 515. 
D.-yerh. der Gmndpunkte im Ee. 

des Büschels 690 f. 

— von vier Durchmessern eines Ke. 
mit ihren conj. 498, 

Eigenachafteni.d,Inversion786, 

— in der Piojeetion 798, 804. 

— in der Reciprocität 777 f. 

— in der quadratischen Transfor- 
mation 793. 

Gleichheiten der Inv. 618. 

Dreiecke, ein- bez. umgeschrie- 
bene eines Ke, 202, 327, 334, 345, 
370, 390, 397 f,, 497, 535f,, 532f, 
645 f., 648 f., 656, 666 f., 588, 588 f., 
596 f., 612 f., 636, 655 f. 

— persp. 106, 147, 473. 806 f. 
Dualität 128f, laif., 461 f. 476, 

483 f., 498 f., 503 f., 613, 517, 642. 

— d. metrischen Relationen 733, 748. 
DnrchmeBserderCentralke.287f., 

290 f., 634 f. 

— der Parabel 289. 
Durchmessergleichungen 310 f., 381. 

Einheitelelemente der Coord. 142. 



concentr. Ke. 695. 

— von zwei Ke. 692, 828. 

— von zwei Polarsystemen 793 f. 
Ellipse 283, 315, 317 f., 345 f., 

366 f, 369, 489 f. 

— -Zirkel 320. 
Enveloppenv.Geraden79f., 123f,, 

481, 511, 530f., 526f., 523f., 536 f., 
547, 717. 

— durch Polarreciprociiat 763 f., 
772 f. 

— durch Projectioa 832 f. 

— zweiter Classe 378 f., 895, 481, 
487, 489 f., 52Sf., 628 f„ 636, 666, 
595 f., 677, 772 f., 325, 832 f, 

— von Kegelschnitten 613. 
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Erzeagnils von proj, Inv. 641, 597. 
Erzeugungen der Ke., projectivische 

467, 482 bis 486, 496 f. 
Evolute des Ke, 411 f., 650 f. 

— ihr Bogen 438, 747, 796. 
Bxoentricität des Ke. 316 f., 

324, 337, 34ä, 397. 

Fadenconsfcruction der E. u. H. 361, 

36S. 
Felder der Ebene 3, 29. 
riäote der E. 431. 

— des Kr. 439. 

^- des hyperb. bez. parab. Seotors 
432, 430. 

— dea Vielecks 57. 

— Yon Dreiecken 55 f., 117, 151 f., 
3S4f., 374f., 390, 411, 701, 720, 742. 

— zwischen den Asymptoten u. 
ihren Parallelen ans einem Gurren- 
pimkt 325, 493, 784, 

Poealdistanz 353, 

Pocalgleichimg derKe. 368 f., 392 f, 

Focalpolargleichnng einet Sehne u, 

Tangente 371, 
Focalpunkt u, Focalradins siehe 

Brennpunkt u. -strahl. 
Pocalsehnen 354, 367, 359, 372 f, 

— der Krümmung 436 f, 
Pormonsystem, endliches 639, 
Enfspunktcurven 435, 785, 

Gattungen der Ke, 383 f, 
ßattnngskriterien der Ke. aus der 
allgem, Gleictang 582, 713 f,, 720. 
Qegenaxen der coli. Ebenen 187, 

— der Projection 803, 
Gegenpnnkte proj. Eejhen 166. 

— reciptoker Systeme 761, 756. 
Geometrie auf der Kugel 737. 

— im Bündel 808 f, 

— Euclid'sehe u. Nicht-Buclid'sche 
729, 737 f, 

— speciell patabolisehe 738, 829. 
Öeometriache Oerter ersten 

Grades 68 bis 81, 84 bis 87, 366, 
8Ö7, 399, 420, 553 f,, 663, 827, 830 f, 

— zweiten Grades, specieile 87 f., 
199 f., 205 f., 209 f,, 217, 219 f,, 
227, 248 f., 327, 331, 366, 374, 
395, 398 f., 420, 448, 664, 576, 
583, 062 f., 826 f., 830. 

— allgemeine 344 f., 352, 367, 373 f., 
398, 448, 470, 483 f., 615, 623, 
527 f., 629, 531 f., 539 f,, 543, 
566 f,, 597, 612 f., 645, 649, 662, 



678 f., 691, 745, 703 f., 772 f. 
825 f,, 833 f. 
Gerade, Gleichungerst, Grades 37 f 

— ans zwei linearen Bedingunget 
47 f, 

— dnreh Punkt nnd Richtung 48 
51, 112, 

— durch zwei Punkte 49 f., 66 



— emea Büschels 46, 60 f., 
83, 87 f. 

— von absoluter Richtung 94, 
Geradföhrung 330. 

Gewebe von Ke. 464. 
Gleichung, geom. Bedeutung oder 
Ort derselben 27, 30. 

121, 144. 



— der Äsympto 

— der Pascal'ac 



der Pascal'achen Linie 621. 

— des Ke. f(li Normale und Tan- 
gente als Äsen 369. 

— des Linienpaares 88 f., 309 f. 

— des Punktepaarea 19. 

— «ttn Grades, vollständige und 
homogene 130. 

— zweiten Grades 559. 

— in Detcrmiaantenform 679. 
Gleichungen, binäre 605. 

— d. gemeinsamen Elemente zweier 
Ke. 670 f., 692 f. 

— homogene reciproke 775 f. 

— reciproker Ke. 782 f. 

, — sich selbst duale mit zwei u. drei 

Gliedern 517 f., 534 f. 
Gleichunga-Symbolik 98, 148 f., 

443, 606, 624, 
Qleichwinkelkreise eines Kr, 

(n, Netz) 358. 

— zu drei Kreisen 256 f., 363. 
Grenzpunkte und Qrundpunkte im 

Kreiahüschel 341 f. 

Haibasen derKe. 387, 317, 331, 333, 
720. 

Halbimng des Ke, durch einen 
Durchmesser 432. 

Halbirun^linien der Winkel des 
Linienpaars 58 f^^ 64, 91 f. 

Harmonikale dea Punktes im Drei- 
eck 106, 115, 144, 469 f. 

Harmonische cubische Formen 
637. 

— Elementegruppen 17 f., 20 f., 
39, 91 f., 125, 134, 616. 

, — aus Äwei Kegelschnitten 553. 
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Harm on 13 ehe Elcmeutegruppen 
mit imag. Elementen 502. 

— Ke. 657 f, 

— im Büache! 691. 

— Kr. einea Ke. 661 f. 

— Mittel 19, 228, der Brennstrablen 
136, d. FocalselinenabHclmitte 359. 

— Polaren im Ke. 303, 603 f., 664. 

— Pole im Kr. 227, imKe. 308,603. 
—auf der Directris 368, 508. 

— Secantensohnittp., bez. Tangen- 
tenpaare zweier Ke. 673. 

— Teüpunkte der Tierecksdiago- 
nalen 554 f., 579. 

— Trennung von Pol und Polare 
295, 303 f., 561. 

HanptkceiB aus drei Kr. 235. 

— des Centralke. 331, 575, 715. 
Hanptkreise der Ke. einer Sehaar 

u. eines Gewebes 576. 
Hanptparameter d.Paral3.383f.,409. 
Höhenedmitte der Dreiecke ans vier 

Geraden 467 f., S. X. 75). 
Homogenmachen. Ton Tangential- 

gleioEungen 592. 
Homotbetiscte Figuren 195 f. 

— Ke. 413 f. 

— Bpeciell eoncentrische 416, 695. 

— Parabeln 414, 

Hyperbel 384, 316, 357 f., 368, 
460, 469, 488 f., Ö46, 654. 

— gleichseitige 326 f., 335, 341, 
348, 350, 377, 449, 488, 541, 546, 
714 f., 842. 

Identität der Erzeugnisse aus 
proj, BÜBcheln u. Beihen 571. 

— lineare f. d. Dreiliniencoord. llOf. 

— ciiiadratische für die Dreipnnkt- 
coord. 127 f. 

Imaginäre Elemente 21 f., 621, 
178, 502. 

— Ke. 286, 291, 756, 760 f. 

— Kr. 200 f., 331, 783, 837 f. 
Inyariante (Determinante) line- 
arer Gleichungen 155 f. 

— derBerülirimgyonKe.647f.,679f. 

— Gattungskriterien 713 f. 
Invarianten binärer Formen 608 f., 

615, 

— rational anadrückbar dureli eini- 
ge von ihnen 611, 639. 

— derbiquadratiaclienFormeii633f, 

— der Inversion 273. 

— ternärer Formen 640, bes.abso-' 
Inte 641. 



IiiTari an tenderGleichung zweiten 
Grades bei der Transformation 
zwiseben rectlmdiiklig. Coord. 311. 

— confocaler Ee. 713. 

— des Ke.-büacbela 643 f. 

— für Kreise, P, u. Kr. et«. 646 f. 

— für Ke, u. Linienpaar 651 f. 

— von drei Ke. 707 f. 
Invariantenbedingang der 

Doppelberühmng von Ke. 671 i. 

— der Berührung zwischen doppelt 
beriihrenden Ke. 680 f. 

— der Osculation zwischen Ee. 
648, 672. 

Livariaaitensystem, vollstäud. aweiei 

Ee. 701 f 
Invariantentheorie der Inv. 

615 f. 

— reciproker Ee. 766 f. 
Inverse Ourven 270f., 435 f., 785. 

— Kr. büachelu. -Netze 270f , 273. 

— Er. Vierecke 785. 
Inversion, Inversionskreis 269, 

784 f , 796. 

— u. Homothetie 274. 

— von Kr. u. Gerade 219, 271. 

— von Kr. zu Kr. 270 f 
Involution collinearer Ebenen 

184 f., 189, 811, 814. 

— reciproker 754 f. 

— ans pcoj. Elementargebüden 
erster Stufe 167, 170, 615, 620. 

— fundamentale Begründung 806 f. 

— aua conj.-imag. Paaren 613. 
~ aua dem Kr.büachel 248. 

— demKe.büschel 612 f., 699, 618, 

— besonders auf einem Ke. durch 
awei Gnmdpunkte 515. 

— aus d. Ke.schaar 509, 513 f., 600. 

— aus Ke. mit gemeinaamem Polar- 
dreieck 642 f , 618. 

— der Brennpunkte 353 f. 

— der conj, Durchmesser 506, 585. 

— harmonischer Pole und Polaren 
503 f. 

— amBrennpunkt354f, 509, 537 f. 

— syrametriache 176 f. 

— von sechs, fünf und vier Ele- 
menten 617 f, 621. 

— Punkt- und Tangentenayatemen 
einea Ke. 500, 629. 

— rechten Winkeln 169, 176, 812. 

— Strahlen aus einem Ke.-Punkt 
370 f., 607, 580. 

Involutionen höher. arade628 f , 638. 
IsögonalJtät,Terwandtschaftd,273f. 
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Kegel Bweiten Grades 814. 
KreiHBclmitte deraelben 818, 
Kegelschnitt 279, 

— drei Gattungen 283 f. 

~- als Enveloppe von Geraden 
878 f., 396, siehe Enveloppe. 

— als hannoniack zu oder durch 
Polaidreiecte ¥on festen Ke. 657 f., 
670, 

— Ton fünf Polarajstemen 769. 

— durch liarmonischeTeilung von 
Strecken oder Winkeln 660 f. 

— alsMittelpunktsortvonKr. 376f. 

— aus BeiühiungBbediiigungen mit 
einem Ke. 515 f., 572, 704. 

— aus Brennpunkt, Diiectris und 
Kicentriciiät beew. Peripherieele- 
ment 357, 303, 479, 509. 

— aus Brennpunkt u. drei Punkten 
oder Tangenten 604, 776 f. 

— aus fünf Punkten 279, 450 f., 
467 f., 485 f. 

— ausfünfTangenten459f., 485 f., 
549, 558. 

— aus Pol- oder Polar-lnvolutionen 
Ö03, 509 t 

— aus sechs Ke. 464. 

— aus Sehnenviereck oder Tan- 
gentenvierseit u. Paramet, 450, 478. 

— aus Tangentenpaaren eines Ke, 
371. 

. — der 11 Punkte im Viereck oder 
Ke.-Bäschel 700. 

— durch die Punkte bez. Tangen- 
ten der gemeinsamen Tangenten 
Oder Punkte zweier Ke. 670 f., 828. 

— in involutorischer Coli, mit aich 
selbst 501. 

— und doppelt berüiienderKr. 47t). 
Büschel imd Ke. durch einen 

Grundpunkt 616 f. 
^ tmd Kr. -Eigenschaften nach d 

Methode dor Projection 833 f. 
Kegelschnitte als eentralcoll.4B8, 

814. 

— andieDoppelgeradenresp.durch 
die Doppelpunkte einer CoU. 487 f. 

— eonceniirieche mit einer gemein- 
samen Asymptote 695. 

— homothetische 416, 433, 454, 
781. 

— confocale 378, 418, 423 f., 461, 
717, 781 f., 795, 823, 830, 834. 

. — durch drei Punkte resp. an drei 
Tangenten 546 f., 548 f. 

— durch vier Punkte 443, 
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Kegelschnitte eines Büschels 
zu gegebener Tangente 445, 514, 
577 f,, 600. 

— eines Büschels mit gegebenem 
D. verh. der Grundpunite 691. 

— in doppelter Berührung mit 
einem Ke. 524 bis 529, 53S, 557 f., 
566; 569, 593, 598, 751, u, durch 
dreiElemente 685, resp. drei andre 
solche Ke. berührend 681 f., 634 f. 

^ in doppelter Berührung mit zwei 
Ke. resp. zwei Kr. 672 f., 595. 

— mit gemeinsamem Polardreieck 
641 f. 

— m. gemeinsam. Richtungen 412 f. 
^ polarreciproke 761 f. 

— drei , als Polaren einer Kurve 
S. Ürdn. 711. 

— Ke.-Sjsteme, lineare pnnttaelle 
oder tangentielle erster bis vierter 
Stufe 463 f. 

Kreis 27, 197 f., 375 f., 733 f. 

— als Hilfskreis 501, als invers zu 
einer GEeraden 219. 

— als Ort 204 f., 226, 641, 654. 

— aus congruenten EüHcheln 204f., 
489. 

— aus Mittelpunkt u, Radius 198, 
200 f., 691 f. 

— durch drei Punkte 202 f., 335. 
397, 480, 546 f. 

— in Liniencoord. 214, homogenen 
694. 

— über gegebenem Durchmesser 
206. 

— von Feuerbach 116, 644 f., 589, 
700, 743. 

Kreise an drei Tangenten 549 f. 

— aus dem Gentium der mittleren 
Entfernungen 200, 217 f. 

— aus einem Brennpunkt als Orte 
366. 

— alle aus drei Kreisen 249. 

— berührend zu drei gegebenen 359 
bis 262, 276 f., 590, 782, 840 f., 842. 

— unter vorgeaobriebenen Winkeln 
zu zwei n. diei Kr 238 2)6 f,, 277, 
376, 843. 

Kreispolygon harmonisoheB 836 f. 
Ereispunkte dei Ebene 211 5911, 
714, 741, 795 

Krümmungscentrum des Ke 410 f., 

494. 
. — im Schnitt eonfncaler Ke 437 f. 
Krümmung&kr des Ke 404, 409, 

451 f., 678 b'.O 
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Transfoimation der Coord. lOf, 
12 f., der proj. 161 f., 163 f. 

— lineare, dor trleicluing zweiten 
Grades 2S0. 

— d.Parabela.Scheltelgleick 382f. 

— zud.Aienresp.AsjmptotenöSef. 

— der GleichuDgen zweier coacentri- 
sciier Ke. auf die gemeinsamen 
oonj. Durchmesaer 694 f. 

— EweierKe. aar Normalform 686f., 
693, 700. 

— und Bewegung 727. 
Transformirbarkeit cubiaclier und 

quadiatiBoher Gleichungen in ein- 
ander 606 f 

Transversalen i. Dreieck 84, 126,434. 

Tripel doppeltharmon. 



ischet Pole 



, Po- 



, Kc. (reeDe: 
imag.) 229 f., 301 f. 

— gemeinsames im Ke. -Büschel 
446, 670. 

— unhestimmtbeiDoppelberükrung 
463. 

Tripel inv. enieprechender Blemen- 
teupaare der Eeciprocität 752, 
Trisection des Kr.-BogenB S46, 

Überführung, collineare, eines 
Ke. in einen andern 531. 

— in sich selbst 629. 

— proj. Elementargebilde erster 
Stufe in persp, Lage 140. 

triache Lage 185 f., 740. 

— von zwei reoiproken Ebenen 
zum Polaraystem 756 f. 

Übergang von Punkt- au Linien- 
Coord. u. umgekehrt 620, 66Sf„ 569. 

ÜbersdiuXB der Tangentensumme 
Über den Bogen bei Conf ooalen 439 f. 

Umfahrungeainn einer Fläche 66. 

TJmfangaverhältnia zweier Kr. 429. 

Umgeschriebenes Polygon des Ke. 
mit den Ecken in Coiüocaien 440. 

Unbestimmtheit der polaren Znocd- 
nnng 567 f. 

Unendlich fetneGerade der Ebene 
112, 117 f., 130, 232, 296, als Pa- 
rabeltangente 387. 

— ferner Pnnkt der Geraden 16. 

— Fernes der Ebene 737 f. 
UnveränderKchkeit der D.-veth. von 

Eeihen u. Büscheln durch Projee- 
tion 135, 137 f, 804 f 



Veotor 7 

Vectorenrelationen "74 
TeraUgemeineröag der metrischen 

"Itze 743 f 

des Normalenpioblems 746 f 
■Verbindung imag nicht ton] Fle 

mente 178 
Verhältnis von Flachen ihnbuher 

Figuren 433 
Veracliwindpn der Simultanrnva 

ninte als allgemeine Imeaie Be 

dmgnng 667 f 
Verwandtschaft, lineare 157 i. 

— der FläehengleioMieit 194, 

— doppelt oonj. Elemente 791 f. 

— reciprokerOoord. 583f.,691, 788. 

— zweiten Grades 753, 789 f 
Vierecke nnd Vierseite 102 f., 

105 f, 172, S97, 400, 805. 

— bei Ke. 154, 397, 400, 534. 
Vollständige Figur des Pascal'schen 

Sechseoka 470 bis 477, 622. 

— und Haohtrag unter 78), S. S f. 
Vorzeichen der Coordinaten 2, 142. 

WecliB eis ebnen bei zwei Kr. 255. 
Winkel am Brennpunkt 366 f., 
372 f., 396, 490, 539, 771 f 

— oonj. Durohmesser mit d, Haupt- 
ase 3S2, unter sich 335 f., 339 f., 

— des Linienpaares 90. 

— speciell des Tangentenpaares 
Ton Ke. oder Kr. 326, 330 f , 373, 
390, 395, 715 f. 

— entsprechende rechte in proj. 
Büscheln 167. 

— über der Seeante oder Taugente 
zweier Kreise aus einem Grens- 
punkt 781. 

— Ton zweiGerad 45 64 107,240f. 

— 35 ecieU Ase Brennstrahl 375, 

— Normale u Brennstrahl 362 f. 
Wmkelglei hie t 721 
Winkelmafs als D verh 136, 728 f., 

737 f 8^" 
Wmkelrelat onen du eh. Projection 
829 bis 834 

Zahl dei j,eme n amen Wurzeln 
algebra scher Qle chnngen 36 f, 

Zusammenhang dei Ko Normalen 
aus einem P nkte 4b f , 409. 

Z aclinfrmeuör zwe erKe,701f. 
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